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PRAEFATK)  EDTTORUM. 


Ciini  infra  scripti,  qiiibus  reniintiaiite  JuiJO  KftNiG,  Academia  Scien- 
tiarum  Hungarica  Tomum  II.  Tentaminis  edendum  mandavit,  eum  in 
publicum  prodinuis,  facere  non  possunnis,  quin  maerentes  iu  inemoriain 
revoceinus  luctum,  quo  Academia  nostra  anno  post  editum  Tomum  I. 
mortiio  Henrico  FinAly  de  Kend,  eruditissimo  doctissimoqne  viro  et 
sodab,  afflicta  est.  Amissi  viri,  peritissimi  Latinitatis  classica;  antistiti,s, 
cuius  opera  etiam  conatus  nostri  prospere  promovebantur,  vicem  siipplere 
filius  defuncti,  Gabriel  FinAly  de  Kend  sumnio  studio  enisus  est.  Oiiod 
grato  aninio  accepinms. 

Omnibus,  quas  ad  arithmeticain  spectant,  iii  "romo  I.  editis,  in  secmido 
continentnr  ea.  qua;  ad  geometriam  pertinent,  ita  etiam  "  Appendix» 
ToANNis  BoLYAi,  T-Tiiic  Tomo  inseruinnis  etiam  paginam  "Recensio  per 
auctorem  ipsum  facta»  inscriptam,  de  qiia  in  I'raefatione  Editionis  IT. 
Tomi   1.  meiitio    facUi    est.    Pagimis    ad  Tomum    1.    l-^ditionis  T.  alligatas, 
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qiia;  inscribuntur  "Egy  kis  toldalgk  a  deak  1.  kolethez"  M' Additaineiita 
quffidam  ad  Toraum  I.  Latinuinu  -  hoc  est  non  ad  opns  Hungariciun 
ARTTHMETICA  ELEJE  =  Initia  Arithmeticffi,  qiiod  anno  1830  editiun 
esti  huic  quoqiie  Tomo  siibiecimus.  Quia  autem  res,  quae  in  iis  tractantur, 
potissimum  hiigua;  Hungaricas  perTtonim  legere  interest,  integras  eas  in 
Latinum  convertere  aHeuum  putavinius,  argumenta  tamen  in  Adnotationi- 
biis  hujus  Tomi  breviter  exposuimus. 

Rationes,  in  edendo  Tomo  I.  constitutas,  in  secundo  edendo  sine 
uila  niutatioue  couservavimus.  Signa  insolita  in  hoc  Tomo  neque  ipse 
WoLFGANGUs  Bot-YAi  adhibiiit,  sed  signa  diversarum  tequaHtatum  et 
diversorum  parallelismorum  re  ipsa  adhibenda  fuerunt:  quae,  ut  prorsus 
signa  omnia  attctonim  retinuimus,  excepto  signo  perpendicularitatis  Bo- 
Ivaiano  l_,  in  cuius  locum  signo  soUto   _L  usi  sumus. 

At  figuras  haud  leviter  immutata;  sunt.  Ex  figuris  stereometricis  Wolf- 
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GANGi  BoLYAi  charta  plicata  coinpositis  eas  sohini  retinuimus,  quy;  ad 
"Coiispectiini  generalem  geoinetri^"  pertinent :  his  enini  ad  discendniii 
iitihter  ilhistrantur,  qivee  iis  ilinstranda  sunt,  Pro  ceteris  figiiris  charta  for- 
niatis  figuras  quee  diciintur  axonometricas  adhiberi,  cuin  iiituentihus  ad 
perspiciendiim,  tum  prEccipiie  typographis  ad  perseqiiendum  meluis  puta- 
vinuis.  Nonnullas  etiain  e.\  reUquis  figuris  correxinius.  Sed  naturain  figu- 
rarum  ad  geometriam  absoiutam  pertinentium  sine  uila  mutatione  reti- 
nendam  esse  censuimus.  Quod  nonnullas  figuras,  exempli  gratia  i^-tam 
Appendicis,  ex  integro  composuimus  sectione  conica  absoliita  Cavleyana 
adhibita,  earuni  naturam  niinime  adulteratani  esse  putavinms,  quia  hoc 
inodo  imago  rectte  UneEe  asque  recta  est  ac  in  figuris  IJolyaianis. 

De  mtitationibus,  queC  in  contextu  operis  evitari  non  potuerunt,  ratio 
redditur  in  adnotationibus,  quo  etiam  animadversiones  nonnullas  ad  rem 
spectantes  reiecimus. 
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Opere  t:mdeni  perfuncti  libenti  aniiiui  connnemorare  debemns  mnni- 
Hcientiam  Academiai  Scientiariim  Hiingarica;,  quod  ad  diem  natalem  cen- 
tesimuni  loANNis  Boi.vai  concelebrandum  Appendicem  eiiis  Eeternitate 
dignam  in  n.sinn  eoruni,  qui  se  studiis  literarum  dedidere,  separatim  edi- 
derat. 

Cuni  diligentis.sime  enisi  essemus,  ut  opus  quam  eniendatissimum  prod- 
iret,  menda  typographica,  quce  in  contextu  nihilominus  invenientiir,  no- 
biK  lector  benevohis  ignoscet. 


Budapestini   1904 


Kihschdk,   KMhy,    'Joiossy. 
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A  BOLYAI  INVENTA,  OUAK  IN  TOMO  PKIMO  NON  KEPKKIUNTUR 
IPSIS  AUCTOKIS  VKKBIS  EXPfJCATA. 


ah  denotatur  linea  ab  utrinque  infinita. 

ab  '<  ex  a  incipiendo  infinita  in  plaga  illa,  in  qua  b  est. 

3b  <(  e  b  incipiendo  in  plaga  illa,  in  qua  a  est,  infinita. 

P  «  P  'ex. gr.  planum)  totum  infinitum  (iuxta  definitioneni pag.  l 
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ARBOR 

ARITHMETICAE  GEOMKTRIAKOL'K 
mrradicata  coronisquc  confluentibiis. 

E  reprassentationibus  externis  internisque,  via  abstractionis  perveni- 
tur  ad  loca  primaria  omnium,  qus  in  mundo  externo  sunt,  et  qii^  in 
extemo  internoque  fiunt :  SPATIUM  et  TEMPUS ;  quas  partim  seor- 
sim,  partim  coniunctim  considerantur :  abstrahendo  nimirum  e  mundo 
externo  corpus  omne,  e  loco,  quem  occupare  videtur,  et  quasrendo  quid 
reliquum,  quidve  ultra  sit,  oritur  intuitus  spatii  puri,  atque  ex  eodem 
in  diversis  locis,  ve!  diversis  in  eodem  loco,  aut  diversis  repra^senta- 
tionibus  in  eodem  reprassentante,  nascitur  intuitits  temporis.  (Tom.  II. 
pag.  2.) 

Ex  A  et  tali  Non  A  quod  ex  A  est,  fit  conceptus  partis ;  et  con- 
tiniii,  si  quid  partes  commune  habeant,  A  comparando  cum  B  oritur 
aequalitas  (absoluta  et  respectivaj.  Ex  ffiqualitate  et  parte  quantitas 
( ahsoluta  et  respectivaj.  iTom.  I.  pagg.  22- — 25.1 

Quantitas  cum  quantitate  parit  homogeneitatem  et  maioritatem 
minoritatemque.  Et  hinc  reflectendo  ad  tempus  atque  spatium  (quum 
in  priore  quantitatis  maioris  excessus  illico  pateat,  in  spatio  vero  s^pe 
aliter  se  res  habeat),  de  omnibus  quantitatibus  ad  formam  simplicem 
prioris  reducendis  cogitatur.  (Tom.  I.  pag.  27.1 
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ARBOR    ARII 


(veometkl^kouf;. 


Alqae  talis  quantitas,  nerape  ad 
formam  TEMFORIS  reducta, 
OBIECTUM  ARITHMETI- 
CAE  est.  ■Tom.  I.  pag.  27. 


I.  Quantitas  cuin  qnalitate  merape 
certa  determinatione'-  parit  posi- 
tivum  et  negativum  (mox  imagi- 
naria  quoque'.  ipagg.  28,   121. 

II.  Quantitatum  /-'  et  O  certa  cum 
detenninatione  positarum  rcsulta- 
tum  ccrta  sub  condttione  accefi- 
tmn  parit  summnm  S\  et  ex  6' 
et  P  quaerendo  socium  ipsius  7', 
oritur  diferentia  ipsius  P  a/>  S. 
(pag.  30—31.) 

III.  Differentia  eadem  ipsius  iS  ab 
S',  atque  porro  ipsius  S'  ab  S"  et 
ita  pon'o,  parit  S,  S\  S",  S'" .  .  . 
seriem  arithmeticam.  ipag.  32. 
et   152.1 

Atque  si  series  eiusmodi  U  a 
o  incipiat,  et  differentia  cuiusvls 
termini  a  sequente  sit  —-u,  ori- 
tur  numerus  quoad  u  ;  et  serie 
tali  I '  iteni  a  o  incipiente,  cuius 
tcrmini  cuiusvis  a  sequenU'  diilc- 


His  pra^missis  SFATIUM  pu- 
rum  OBJECTUM  GEOME- 
TRIAE  est,  applicatis,  ubi  necesse 
est,  veritatibus  in  Aritliraetica  de- 
ductis  :  ut  arbor  utraque  fraterna 
corradicata,  altera  alteri  opem 
ferente,  coronis  inter  lucidas  Spa- 
tii  Temporisque  connubii  eeterni 
orbitas  in  abysso  ccelorum  con- 
fluat.  iToni.  II.  pag.  i. 

I.  E  spatio  puro  :  nascitur  prius  ,s'?^- 
perficics,  liuea,  punctum,  forma, 
et  scctiu.  'pag.  2.' 

II.  Rcditu  in  luundum  externum, 
cum  refiexione  ad  corpus  idem 
in  diversis  locis:  oritnr  Axioma 
cougrucntiae,  et  coitstructio  mo- 
liilis  geometrici,  motusque  geo- 
metricus  fconiunctio,  in  idea  non 
in  concreto,  spatii  et  temporjs). 
IP^g.  3-! 

III.  Reditus  iu  spatiuin  purum 
cuiii  mohili  geometrico.  Motus 
sinc  quiete  ( Operatio  inotus 
prima );  Motus  cum  quiete\  cum 
quiete  uiiius puncti  \  Operatio  mo- 
tus  secnuda);  cum  quiete  duorum 
punctorum  [Operntio  motits  ter- 
tia).  Ipagg.  5,  6,  7. 
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RITHMpyrtC-^-:    GKOMKTRI-iroilE. 


rentia  =v  sit,  si  o  ipsius  r'ciim 
o  ipsius  if/simul  ponatur,  ac  qui- 
libet  tenninus  sive  in  U  sive  in 
f^sequens  simul  ponatur  cum  eo, 
qui  in  altera  sequitur  :  oritur  no- 
men  numericum  idem  termino- 
rum  simultaneorum,  in  U  quoad 
?7,  in  V  quond  v.  fpag.  32.) 
IV.  Quaestiones  hinc  variae  exorlEe: 
ex.  gr.  praster  alias,  num  /l  nu- 
merus  sit  quoad  A1  sl  non  ;  iinm 
tale  II  detur,  quoad  quod  tani 
A  quam  B  numeri  sint?  et  si  de- 
tur,  cuiusnara  nominis  numerus 
sit  A,  et  cuius  sit  />'?  Hinc  men- 
suratio  ipsius  B  per  A,  ubi  A 
mensura,  et  B  mensum  ipsius  A 
dicitur ;  atque  iiic  orittir  etiam 
idea  incommensurabilitatis  lad- 
hucdum  subiective  tantum  possi- 
bilisi;  atque  hinc  u  semper  mi- 
nus  cogitando,  limitis  idea.  Ve- 
nientibus  talibus  a  et  h  auCem, 
ut  ad  qua^stionem,  qualenam  men- 
sum  sit  b  ipsius  a,  eadem  respon- 
sio  sit,  quam  ad  eam,  qualenam 
mensum  sit  B  ipsius  A ;  ori- 
tur  proportio.  Tuni  uiensurando 
quoad  A  non  soium  //  sed  C 
quoque,  oritur  fractio  ;  atquc 
hinc  passus  tit  omnes  quantitates 
homogeneas  quoad  idem  A  men- 
surare  ;  A  unitatem  appeUaudo  ; 


IV.  Spatii  (ilia  primogenita/w/;(.'^//m 
est,  dein  sphaera  quasi  media 
inter  duo  e-\trema  finextensum  et 
quaquaversum  infinitumi.  Spha^rje 
per  operationem  tertiam  filia  cir- 
culus  est ;  et  ex  his,  adhibitis  re- 
liquis  operationibus  quoque,  ge- 
neratur  recta,  atque  e  recta  et 
circulo  planum.  (pagg.  8,   13,  26* 
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ARITHMETIC^   GEOMETKLICOUE. 


qua  minns  fractio  vera  dicitur, 
et  numerus  quoad  A  integer  au- 
dit.  (pagg.  33—37,  4i-i 
V.  Hinc  reflectendo  ad  IV,  si  ibi- 
dem  A  unitas  sit,  quserere  b  ex 
a  et  B^  dicitur  multiplicare  a 
per  B,  et  h  factum  quoad  uni- 
tatetu  A  e  factoribus  a  et  Ji  au- 
dit.  ipag.  40.) 

Hinc  ex  h  tanquam  facto  sup- 
posito,  et  uno  e  factoribus  a  et 
B,  quserere  factorem  socium  eius, 
dicitur  dividere  b  per  illum,  cu- 
ius  socius  quEeritur,  et  hic  quu- 
tus  audit.  (pag.  41.1 

Atque  prouti  unitas  lin  IV.  1  i^ 
vel  ' — 1  accipitur ;  oriuntur  realia 
quoad  +1,  et  realia  quoaii  — i. 
(pag.  42., 


V.  Rectis   ex   eodem   puncto   p    ad 
omnia  puncta  cuiuspiam  F^ 

1.  Omnibus  per  idem  {sive  i 
sive  aliud,  dummodo  non  o  siti 
multiplicatis  :  compiexus  extre- 
mitatum  parit  similitudinem ,  et 
homoiaga ;  atque  contrarie  ae- 
quaiia,  et  conceptum  generalem 
aequalitatis  geometricae.    (pagg. 

2.  Bectarnm  dictarum  ipsarum 
autem  compiexus  fit  Isensu  gene- 
rali)  pyramis  ;  et  forma  ad  p  api- 
cata  parit  conceptum  anguli  ge- 
neralem.  (pagg.  10,  15.) 

3.  Hinc  forraa  excluso  angulo 
fit  fluens ;  et  hasc  exclusis  recta 
planoque  fit  curva,  admissis  vero 
recta  pianoque  parit  conceptum 
generalem  tangentis,  et  perpeii- 
dicularitatis.  (pagg.  16,  17. 1 

4.  Remoto  (in  V)  p  in  infinitum, 
oritur  angulus  o,  vel  prima  mn 
sectio ;  et  e  rectarum  dictarum, 
si  finitEc  et  ^quales  reddantur, 
complexu  fit  prisma  isensu  gene- 
rali,  et  tum  adhuc  generaliore  1, 
Et  si  F  recta  sit,  et  recta;  dictse 
aiquales  ad  angulum  aequalem  po- 
nantur    in    plano ;    exinde    oritur 
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VI.  Si  factores  aequales  esse  con- 
tigerit,  muUiplicatiu  cum  di- 
visione  parit  poientiam,  radi- 
cem,  logarithmiim,  felementa- 
resj.  ipag.  50.) 

Atque  quantitas  item  cum 
certa  determinatione  luti  in  I.i, 
realitate  eius,  inultipiicationi  quo- 
ad  ^ — I  innixa,  parit  imaginarium, 
et  conceptum  multiplicationis  la- 
tiorem.  ipag.  I2l.i 

Iino  potentia  logarithmusque 
felementaresj  per  binomii  ele- 
vationem  ad  tales  series  dedu- 
cunt,  qua;  conceptum  patentiae 
logarithmi  altiorem  pariunt,  ubi 
et  imaginaria  in  exponentem 
ascendunt.  'pagg.    192 — ^193.' 


parallelismi  conceptus  generalis. 
fpagg.  17—20.) 
VI.  Motus  geometricus  siniplex,  id 
est  ut  in  quovis  tempore  una  tan- 
tum  trium  operationum  lin  III 
dictarumi,  etquEevisnumero  certo, 
etsi  non  eodem,  eveniat :  recta 
planoque  heic  iam  ex  IV  suppo- 
sitis.  (pagg.  20,  21.) 

Cum  duabus  prioribus  opera- 
tionibus,  et  seinper  certo  prce- 
terea  rectarum  numero  adhibito, 
descendendo  in planuni  fomnibus 
eo  restrictisi  iit  Pianimetria  :  ubi 
prius  de  lineis  ■neglecta  area:, 
earumque  5(;c/;'o;;e  o  aut  aliqual; 
tum  de  areis  agitur.  Constriu- 
tionis  geometricae  sensu  stricto 
anibitus. 

Admissa  operatione  tertia  quo- 
que,  nec  restringendo  ad  planum, 
redeundo  in  spatium  universum 
lit  Solidometria,  constructione 
geometrica  sensu  lato  accepta. 
(pag.  22.1 

Notandum  autem,  in  motu  dicto 
simplici  operationem  quamvis  se- 
orsim  peragi,  nec  ulla  alia  lege 
restringi,  nisi  quod  mobile  e  dato 
loco  in  datum  perveniat.  Unde 
dute  priores  operationes,  sola  re- 
strictione  ad  planura  accedente, 
reducuntur :     Primo     ad    motum 
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VII.  Ex  omnibus  his  quasi  iii  oce- 
anum  cotifluentibus,  oritur,  per 
quarumvis  quantitatum^  quibusvis 
operationibus  aftectaniui  qnaleiii- 
vis  conipositionem,  conceptus  ita 
dictje  FUNCTIONIS.  Ubi  item 
lut  in  IVi  variae  oriuntur  qutes- 
tioues:  e  quibus  corona /(rAo/Vs 
Arithmetuac  exsnrgit.  ■pag.  204.! 
Nempe 

1\'  Pru  ceria  fuuctionis  cuiuii- 
tioue  ( qualitateve ),  certa  fuiictio- 
neiii  constituentia  qucie,  quai/ta, 
qiialiavc  sint,  quaerere. 


puiicti  a.  rectam  <xh  securn  feren- 
tis,  usquequo  a  in  p  perveniat. 
Secundo  ad  rectae  ab  motum 
circa  a  in  plano,  donec  in  cer- 
tam  rectam  datam,  cuius  una 
extremitas  a  est,  pcrveiiiat. 
VII.  MOTUS  GEOMETRICUS 
COMPOSITUS  :  nempe  nbi  plii- 
res  operationes  'triiini  dictarum 
primitivarum  coniunguntur  iu 
eodeni  tempore  ;  lege  quoque,  qua 
durante  motu  vite  simultaueai  per 
singulas  operationes  factae  a  se 
invicem  dependeant,  data  ;  e  quo 
CORONA  arboris  Gcoinetriae  ex- 
crescit.  Suntque  hte  operationes 
coniunctse.  'pagg.  22   ^i 

21)  Aut  iiuincru  finito  ;  et  qui- 
deiii : 

I.  Aut  duEe  tantum  ;  ex.  gr.  si 
recta  ab  in  plano  /^  circa  a  inota, 
interea  punctura  p  ita  moveatur 
in  ab,  ut  via  y  eius  sit  =f{ui 
(denotante  11  viam  puucti  b';  et 
quteratur  via  puncti  p.  ipag.  23.1 

Aut  ab  quiescat,  et  p  in  i.^'i 
iiiotum  perpendicularem  B  ad 
ab  seciim  ferat,  atque  interea  ita 
inoveatur  punctum  p'  in  B,  ut 
via  y  eius  sit  ^/"'ixi  idenotante 
X  viam  puncti  pj  ;  et  quteratur 
via  puncti  p'.  Prodeunt  hoc  modo 
talia    quoque,    quorum    etsi    non 
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33;  Pro  certa  certornm  func- 
Honem  consiituentium  conditione 
(qualitatevej  quseri  qualitas  func- 
tionis  valoresque  possunt ;  ■  inio 
etiam  simul  certa  functionis  con- 
ditio  poni  potesti. 


omne,  quodvis  punctum  tamen 
(nempe  pro  dato  quovis  x  simnl- 
taneum  y-  geometrice  sensu  stri- 
cto)  construi  potest. 

2.  Aut  tribus  coniunctis :  ex. 
gr.  si  punctum  p  describat  in  plani 
P  recta  ab  viara  a",  secum  fe- 
rendo  planum  p  perpendiculare 
ad  P  e  recta  B  perpendiculari 
ad  ttb,  atque  interea  p'  in  B  mo- 
tum  rectam  C"  ex  p  ad  B  per- 
pendicularem,  in  p  secum  ferat ; 
et  punctum  p"  in  C  viam  z  de- 
scribat ;  sitque  puncti  p  in  A'  vi;i 
y=a'^),  et  z  —  b[y\\  et  quaera- 
tur  via  puncti  p'    in  spatio. 

Aut  planum  /-*  circa  rectam 
fixam  A  plani  P  moveatur,  via 
certi  eius  puncti  u  dicta ;  atque 
interea  p  describat  in  A  viam  x, 
secum  ferens  in  P  perpendicula- 
rem  B  ad  A^  atque  simul  descri- 
bat  p'  in  B  viam  y  ;  sitque 
x^k\ti\,  &^y  =  h'X)\  et  qusera- 
tur  via  puncti  p'.  'pag.  231. 

Ita  plures  quoque  operationes 
inumero  certo^  coniungi  possunt. 

3i  Aut  innumerabiies  eius- 
modi  operationes  coniunguntur : 
ex,  gr.  si  recta  A  m  plano  /*sit, 
et  recta  f!  perpendiculare  ad  A, 
atque  planum  Q  secet  planum  P 
in   B,  et  rectam  A  in  h  ;  ac  mo- 
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Ex.  gr.  Ex  21)  Si  conditio  ea 
sit,  iit  functionis  valor  o  sit:  queeri 
valor  variabiliuyn  potest  (pro- 
blema  aequationum),  aut  valor 
coefficientium ;  potest  etiam  con- 
ditio  esse,  ut  fnnctionis  valor  ma- 
ximus  vel  minimus  sit,  et  pro 
hoc  variabilis  quEeri.  'pagg.  205, 
345,  372.^ 

Ita  aliEe  conditiones  esse  pos- 
sunt ;  imo  variabilis  vicem  genus 
certarum  functionum  subire  po- 
test,  lut  in  calculo  variationum 
dictoi.  ipagg.  206,  360.) 

Potest  vero  conditio  ea  quoque 
esse,  ut  quantitates  certEe,  qua- 
rum  genus  dicatur  x,  nulla  alia 
operatione  aifectEe,  nonnisi  sub 
certa  conditione  ordinentur:  et  re- 
sultata  quasrantur.  (Analysiscom- 
binatoria).  (pagg.  159,  205,  556.1 

In  S.l  quoque  variae  condjtio- 
nes  esse  possunt :  ex,  gr.  ut  va- 
riabili  nonnisi  integer  substitua- 
tur ;  imo  ut  etiam  functio  certa 
qualitate  gaudeat  lut  in  theoria 
numerorum)  (pag.  2061,  ubi  tamen 
sive  functionem  constituentia,  sive 
functionis  qualitas  quantitasve 
quasri  possunt. 

Si  ipsi  X  substituatur  x  -'r  i, 
oritur  Problema  Taylorianum. 
(pag.  208,  321.) 


veatar  b  in  A,  planum  Q  secum 
ferens ;  atque  interea  certa  lege, 
a  via  puncti  b  dependente,  mo- 
veantur  cert:t  puncta  generaliter 
p  dicta  linnumerabilia  quoque, 
prouti  per  legeni  determinanturi 
iii  perpendicularibus  ad  rectaui 
B  in  Q  erectis :  et  quaeratur 
coraplexus  ipsorum  p  in  omnlbus 
temporis  punctis  expertibus  usque 
ad    motus    fineui,     pagg.  24,    25./ 
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Si  vero  ipsi  x  substituatur  mx 
(pro  X  denotante  — ),  atque  ipsi 
;;;  substituantur  integri  ab  i  in- 
cipiendo ;  et  valores  functioms 
exorti  post  se  invicem  ponantur: 
oriuiitur  series  '.ipso  x  inio  ipso 
«  quoque  sive  i  sive  aliud  deno- 
tantei  ;  estque  pro  certo  valore 
ipsius  X  'ex.  gr,  x  =  1 1,  aut  ;/ 
quoque  constans,  et  ipsi  m  nu- 
meri  omnes  ab  i  incipiendo  etiam 
uUra  ;/  substituuntur ;  aut  n 
I  quamvis  semper  finitum  deter- 
minatum,  sed  post  quamvis  se- 
riem  productam  novum  valorera 
accipiens)  -—  oo,  atque  ipsi  m 
semper  numeri  ab  i  usque  ad  ;; 
substituuntur,  (pagg.  208  ^,  472'. 
Si  in  casu  posteriore  terminus 
quilibet  cum  sequente  compare- 
tur :  ^Yoditseries  incrementorum; 
et  si  duarum  functionum  F  ?A  f 
eiusdem  x,  unius  F  valor  notus 
sit ;  atque  termini  generales  T 
et  /,  serierum  incrementorum  ex 
utraque  functione  deductarum 
sequipolleant  (id  est  -^  -~  i,  si 
/;  — .  ooj  :  prodit  et  aiterius  func- 
tionis  /  valor.  Reperire/(in  forma 
simplicissima)  ^octXcalculus  diflc- 
reiitialis,  et  ex  t  functioneni  / 
quaerit  calculus  intcgralis.  Ipagg. 
209,   £?*,  301    is',  371.'/ 
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£)  Denique  quEelibet  honim  sub  qualivis  conditione  componi :  et  sub 
aliqua  conditione  resultatum,  aut  pro  resultato  illa,  per  quse  id  fieri  queat, 
quaeri  possunt.  Et  de  7?tupla  via  sub  eodem  tempore,  conceptum  H-tuplse 
caussifc  forraando  ;  orilur  Mechamca  pura. 
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I  N  I)  E  X 

RERUM  IN  TOMO   PRIMO  ED,   I.  CONTENTARUM. 


Consfiectus  arboris  utriusque  breviter  cst  at;i.|ueiis  :  Tom. 

Fundus  mmmunis    exponitur    usque    ad    (pag.  22)    qun    ct.ia.iii    (pag.       J 
442)  pertinet.  II 

I.  RADiCEM  arboris  Arithmeticae  coiistituit  conceptuum  primari- 
orum  genesis,  proiiti  quilibet  e  prioribus  orti  se  invicem  excipiunt  (pag^. 
22  usque  pag.  43,   §.  35).  t 

TRUNCUM  constituunt  printaria,  quse  e  conceptibus  dictis  per  axi- 
oiiiata  sequuntur ;  utpote  resuttata  operationum,  quot,  qualiave  siut,  si 
cum  commensurabilibus,  incommensnrabilibus,  cum  fractionibus,  potentii.s, 
logarithmisque  suscipiantur ;  quo  etiam  operatio  elevalionis  (ex,  gr,  bi- 
nomii)  pertinet  ;  unde  potentiae  logarithmique  suhlimioris  conceptus  ori 
tur.  Continentur  hjec  in  (§.  35,   a  pag.  43  usque  pag.   178).  I 

CORONAM  arhoris  constituunt  qutestiones,  quas  e  conceptu  functionis, 
ex  omnibus  prKcedentibus  confluentibus.  prodeunte  oriuntur  (a  pag. 
178  usque  443).  I 

U.  Ica  RADICEM  arboris  Geometriae  efficiunt;  specialior  spatii  inlu- 
itus,  et  conceptuum  primariorum  genesis,  atque  sphaerae,  rectae,  pla- 
nique  generatio  ;  hormnque  combinationes  primari^  (a  |iag.  442  usquc 
ad  finem  tomi).  II 

TRUNCiiM  faciunt  e  mntu  simplici  nriunda :  Planimetria  ct  Solido- 
inelria. 

CORONAM    efficit   MOTUS   COMPOSITUS. 

III.  Demum  icoronis  iam  antea  confluentibus)  actione  spatii  cuni 
tempore  unione,  de  n-tupla  via  sub  eodem  tempore  «tuplse  caussje  con- 
ceptum  formando  ;  oritur  Mechanica  pura. 


Notandum  auteni  est ; 

I.  quod  dum  tale  aliquod,  quod  in  omni  tempore  est,    dicitur  possi- 
bile  ;  ex.  gr.  dum  dicitur  quartam  proportionalem,    aut   potentiam    expo- 
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nentis  q,  aut   forniam    aliquani  in  spatid,  possihilia    esse:    ea  reipsa  dnri 

intclUgendum  sit.  Aliud  e*t.  si  de  eveiitu,  qui  in  aliquo  tantuni  tompore 

est,  dicatnr:    e    complexu    enim    omnium,  qua    sunt,  unicum    in    quovis 

temporis  puncto  experte    resultatum    est.    At  si  e.t  «,  b,  .  .  .    reipsa    exi- 

stentihus,  (certo    niodo   tali    suppositis,  ut    abstrahendo  a  reliquis.    nulla 

contradictio  sit).  eveniat  B  ;    tum    B  respective   quoaii  a.  /\  .  .  .  pnsstbi/e 

dici  potest ;  etsi  e  comple.Ku  onuiium,  qiia;  sunt  (itii  uti  simt),  nunquam 

prodeat.  Absoluie  passibile.    id    est    si    <t,  />,...    conqilexum  omniimi  qme 

sunt,  eo  raodo  quo  sunt,  denof ct ;    rcipsa  etiam  fit  aliqvnwio. 

2.  Dum  (pag.  62)  possibi/itas  mensurationis  pcr  A  ip-.iu-  /?  i\--i;riiur : 

demonstratur  quidcm  (ihidcm)  dari  talia  u.  u'.  . ,  .  et  «,  11' ,  . .  .,  m.  111' ,  . .  . ; 

^  A  ,    .  .  „  ,     .      /  ,         " 

ut    pro  =K,       ,—u    c^.    et    «—2«,    n   =2jj     ty=     (nempe   «  =  ■--. 

m"— — &");  in  casii  commeiisiirabilitatis   isiihstituendo  ipsi  7/  integros  ah 

i  se  invicem  excipientes)  prodeat  aliquando  tale  n,  ut   A^:=nu,  Br=mu 

sit;  secus  autem  pro  dictis  n,  n',  .  .  ,  sit  A  =  nu,  B=mu-\~w  (a><^u).  et 

A  =  n'n',  B=m'u'-^m'  {a}'<iu')  &■ .  .  .;  at  si  reipsa  exhibenda  «,  w', .  ■  ■  et 

numeranda  in  B  fuerint;  supponi  divisio  ipsius  A  per  quennis  integriim 

n  debet;  quod,  si  A  quantitas  ad  rectam  reducta  sit,  Geometria  sine  ten- 

taCione  prjestat,  uti    et    quartam    proportionalem   exacte  exhibet,  postea- 

quam  Arithmetica  pro  quantitatibus,  etsi    nonnisi    in    concreto  e.xpositre 

essent,  dari  hsec  demonstret,  quamvis  non  semper  exhibere  valeat.  Aiiud 

est,  si  quantitates  iam  mensurat^e  supponantur,  atque   ita    expressas  pro- 

ponantur  :  et  atiud,  si  nonnisi  in  concreto  datis  iineis.  ex.  gr.  linea  b  pcr 

lineam  a  dividenda  esset  (pag.  33),  et  quEeratitr  B  tale  mensum  unitatis, 

quale  mensum  b  ipsius  a  esC;  aut  li  dividendum  per  lineam  S  esset,  qu^- 

rendo  a,  nempe    cuius    tale    mensum    est    b,  quam  B  est  datse  unitatis  ; 

Arithmetica  dari  in  hoc  quoque  casu    resultatum    probat,  sed  illud  non- 

nisi  peracta  antea  mensuratione  exhibere  potest,  exacte  in  casn  commen- 

surabilitatis,  secus  vero  cum  errore  datn  quovis  minore, 

SPt-XrAr.ITEK  vcro  amHnentur  in  l.mm  primn  ■^equciiti:i 


IN  INTRODUCnOXJ-;. 

r.  Priispi-ctus  cugnitionnm  huiuanarum.  Propusifi' 
finitin,  tlimmna,  ii.-^inniii,  i/niirin.stmliii,  Tncn/ni/ii  c/  ; 
entia,  systema. 
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HisinHa,  philomphia,  maihesis,  physica  (exteMi;i,  iiiteriia),  psycholngiu 
(piira,  enipyrica),  aesthetica,  scientia  moralis  (piira,  applicala),  Offtcium, 
ius,  jura,  Theologia  (a  pag.  l  usque  6).  1 

Axiomata  (pagg.  6  et  7,  ubi  ex  IV  deducttur  modus  apogogicc  conclu- 
dendt).  Logica  ad  mathesim  requisita;  nempe  prseter  prius  dicta,  genus; 
species,  subdivisionesque {^&gg.  8  et  9);  aliquod  funJamentale  (pag.  10,  §.  C);  13- 
tuni  propositiones,  guae  ex  una  sequuntur  (pag.  11,  i-mo)  ;  dein  concep- 
tus  aequivalentes  quid  et  quaudo  sint  (pag.  11,  z-do);  atque  (pagg.  12,  13)  16,  2. 
e  duahus  propositionibus  quando  et  qualts  fiat  conclusio  f  (relatis  oinnibus 
casibus  possibilibus,  et  fpagg.  14,  15)  per  axiomata  demonstratis);  sorites 
(pag.  i;);  conclusio  de  n  ad  n-\-\  (pag.  16,  %.  F),  fundamentum  /imitis 
(pag,  15,   i  £). 


14,14 
16—18 


[8—20 

20    21 


LV  CDXSPECTU  AKITHMETICAE  (tENERALE. 


J.    RADIX  e  fundamentt> 

Compiexns.  pars,  totum,  pars  indiveili/>ilis,  nempe  si  conipicxus  omnis 

eius,  quod  prieterea  est,  iu  concreto  sisti    nequeat,  ni.ii  e;i  quoque  adsit; 

portio  (pag.  17). 

*  IndivelHbile  partis,  indiveUibile  totius  esf,  Pars  pnrtis  indivellibilis, 

indivetUbile  totius  e.vt.   l^rtio  portionis,  porti'o  totifis  est.   Si  p  portio  ipsius 

T  sit:  et  reliquum  ipsius  T portio  ipsius  T  est.  (pagg.  18,  19). 

Nihilum  mathematicum,  et  expers,  punctiim  temporis.,  conHnuum  (pag.19) 
Aequatitas    fabsoluta,    respectiva);    quantifas    (absoluta,    respectiva) 

ffiqualitas  respectiva  quoad  contentum  (pagg.  20,  21). 

Quantitas  cum  quantitate  ;   unde  maius,  minus,  demtio  ;  hiLic  reductio 

ad  formam  temporis  (pag.  21).  Notio  Arithmeticae  (pag.  22).  Hiuc 

Quantitas  cum  qualitaie  parit  *^,  \ — \,  et  -(-,  —  (pag.  22 — 24).  Hii!C 
Additio  (quantitas  complexa);  ex  additione  subtractio  (pag.  2%).  Hinc 
Series  arithmeUca,  numerus  ;  variae  quaestiones  (pag.  27,  28].  Hinc 
Mensuratio,  incommensurahilitas  (pag.  28)  iimes ;    quantitas  variabi- 

lis  (pag.  29).  Hinc 

Fractio    (pag.  29),    tuni    Unitas    (pag.    30).    Annotatio  de  multipiica- 

tione  linearum  (ibideui),   fractio   vera,   numerus    inleger ;    dtstinctio  inter 

>   et  ^,  et  quEedam  hoc  concementia  (pag.  31).  Ex  his 

Multiplicationis,    ex    hac    divisionis    cDncejJtus    (pag.    33),    (extensus 

pag.  106). 

Et  proportionis  geometricae  conccptus    (pag.  34,  aut  pag.  65). 


28—30 
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proportionc    (pajr,  34). 
(pag.  35). 
36,  .  .  ,)jubiipagg.  37  et  38) 


In   multiplicatione   signa  i-J-",  1 — 1,  panter 

Signa  -|-,  —  in  multiplicatione  1 

Specialia  multiplicationis  schemata  (pa; 
cle  —  et     -  prtevia  annotatio  est. 

An  semper  detiir  factum,  quntus  ?  et  aiiae  qiiEestiones  (pag.  39). 

Quid  si  factores  permutentur  prius  tiomogenei,  tum  heterogenei  ; 
conceptus  celeritatis,  et  espositio  conceptus  quantitatum  analogarum  (pagg. 
39,-  ..,4I). 

Duo  divisionis  schemata  (pag.  42). 

Per  phires  factores  sequales,  multipKcationis  cum  divisi'jne ,  filiae :  po- 
tentia,  radix,  logaritkmus  (sensu  elementari)  (pagg.  42,  43). 


,  pag.  43  incipiens,  usqiie  3 
Ltateni.  unde  prodierunt,  nr 


II.  TRUNCUM  arboris  constitnit 
pag.   ryS,   5.  36. 

E  resultatis  jequalibus  ad  eoriim 
concluditur  (pag.  43). 

Reductio  quantitatum  ad  formam  temporis,  rectaeve  \  (imo  qua.run- 
dem  ad  circulum).  *  Quantitas  finita  fabsolute.  respective)  (pag.  44). 

Constat.  continetur  (pag.  45). 

*  Addita,  etsi  i-Jh,  1 — 1  adfuerint  quocunquc  ordine,  summam  eandem 
praebent  (ibidem  usque  ad  pag.  47). 

Datur  limes  (ibidem  VI). 

*  Tempus  quodvis  continuum  gaudet  dimidio  (pag.  48)  et  si  di- 
midii  seraper  dtmidium  accipiatur,  dahiU  quo\'is  tempore  minus  prodit 
(pag-  49)- 

*  Si  M  multipJicetur  per  facturn  c  factoribiis  numero  «,  quorLim  qui- 
^is   =:2:  factum  numerus  quoad  u  erit  (pag.  49.  IX). 

*  Temporis  continui  Q,  quod  inter  2  puncta  est,  quaevis  portio  cerlo 
numero  accepta,  superat  ipsum  Q  (pag.  50). 

*  Tempus  tale  (ut  piius)  per  qttemvis  integrum  dtvidi potest  (png.  50); 
omniaque  dicta  ad  rectam  applicari  possunt  (pag.  51). 

Pro  K  integro,  et  a,  9  positivis,  est  n{a-\-^)^^na-\-n^  (ps-g-   5'1' 
Ita —■= 1 — -- ;  applicatio  ad  «— ;?  (pag-  52). 

*  Si  e  tempore  7"[vel  rccta)  possit  u  uumero  n  accipi,  ita  iit  «;  =  o 
vel   <;«  supersit:  e.x  eodem    /"(w-f-i)"  accipi  nequeimt  (pag,  ^z). 

*  Quaevis  quantitas  ad  unicum  reduci  potest  (pag.  53). 

*  Si  A^B.  est  etiam  A  —  B.  id  est  A'~B'  (per  A'.  B'  reducta 
A  et  B  iutelligendo) ;  et  conversa  (pag.  53) 
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*  Si  -4  constet  ex  a.  b,  .  .  .:  est  A'  —  ii'-i-/>'-\-"-  (etsi  iiiLemiiiiala 
sit  reductio)  (pagg.  54,  55). 

Resultatum  additiunia  subtractionisque  quantitatuni  reductaruni,  uni- 
cum.  Imo  etsi  C^Q  et  a^c  uti  sunt  considerentur,  undevis  dematiii- 
ti  ex   C  et  c  ex   Q:  residua  erunt  =-Iia  (pag.  55). 

*  Quantitatibus  item  ita  ut  sunt,  sine  reductione  consideratis,  cL 
r=-litate  terminata  intellecta : 

I.  Si  A^B^C:  est  etiani  A^C,  (pag.  56). 

3.  Si  P=Q,  Gt  p~q;  ac/  (portio  ipsius  r)  cx  P,  ct  ^  (purtio 
ipsius  Q)  ex  Q,  undevis  dematur :  erunt  illa,  quae  ex  /^  et  Q  remanent, 
aqualitate  terminata  aequalia  (pagg.  57  usque  59). 

Ut  resultatum  multiplicationts  divisionisque  unicum  esst  probetur ; 
prius  de  fractionibtts  (mensuratione  supposita  expressis);  et  prius  pvo 
casu  commensurabilitatis  (a  pag.  59  usque  62);  nempe 

1.  Jractio,  forma  quoti  exfrimi  potest  (pag.  59). 

2.  Si  per  integrufn  multipl-icetur  numeraior,  vz\w  totics  augetjr,  si 
denominator,  valor  toties  minuitur  ;  si  uterque  (per  eundemj  nmltlplice- 
tur,  valor  manet. 

3.  Regula  hiiic  ad  dewiminatorem  eundem  reducendi  (vide  ctiaiii 
pag.  396);  (nota,  unde  quae  fractionum  sit  maior  dignosci  queat). 

4.  Multiplicatio  fractionum  ;  unde  fractin  fractianis,  et  modus  quo 
fractio,  unius  rei  in  fractionem  rei  alius  mutari  queat. 

5.  Dvvisio  fractionum. 

6.  Fractio  et  pro  casu  terminorum  non  integrorum  quotus  est. 

7.  Reductio  ad  datum  numeratorem  vel  denominatorem. 

8.  Etsi  per  fractioneni  eandem  multiplicenl.ur  tcnnini  fractionis,  vy,- 
lor  idem  manet. 

J^ssibitiias  mensuratiimis  (pag.  62,  XXI). 

Datur  quartq  proportionalis   (pag.  64.  XXII). 

Proportionis  alia  defimtio  (pag.  65).  In  proportinne  duu  prim-a.  cl 
duo  posterinra  sunt  simul  commensurabilia  vel  simul  incummensurabiha 
(pag.  66). 

Proportiiinalis  quarta  unica  est  (pag.  66}. 

Definitioproportionis  Euclidea,  eiusque  cum  dictis  aetjuivalentin  (pag.  1 1 
et  pag.  67), 

Quaedam  de  limitibus  praevie  necessaria    (a  pag.  t>8  usquc  70). 

1.  Si  <u-~o:  et  kui — o;  imo  e  quotvis    fectoribus,  quorum    aliquis 
o,  factum  '— -o.   Quantilas  omni  dabiii  minor  non  existit  (pag.  69). 

2.  Si  o},  l  ---o:  et  oi^^X — ^o  (nisi  oj  +  ^— o  ait). 
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3.  Si  .V — II,  at  y-—  ^  :  tuni  .v  +  j'  -^  n  ~\~  d;  ot  summa  iLiuotvi--  qiian- 
titatum  ad  limitem  tendeniium  tendit  ad  summani  limitiim. 

4.  Si  x—y —  o,  et  x--~a,  } /> :  timc  a—Ii. 

5.  Si />-j;>p,  %t  p—q — o;  Lum  etiam /-     .v — o,  ct  ,r     ^-  — o. 

6.  Si  n--— coitum — ^=-  -— i.  It;i 


X—         — o. 

De  resultat',  mHltiplicatv.tn.s  (atqiii-  ccrt',  .Krnxu  divisumi.^ )  unim  {a 
pag.  70  iwqiie  75), 

9.  Ordii  facturum  fetxi  oiiitics  inminiiicu.yiirahilt:';  fnerinl.  utcunque 
discerpta  factorum  imaginej  noii  mutat  factum. 

10.  Factnr  h  cumnuUo  factore  a-{-c  [pru  c  nun  o)  factiun  illi,  quud 
cum  a  efficit.  aequah  prnducit. 

11.  Si  .1; — 17,  €1  y — b:  tnm.  xy  -~.  ab\  et  limes  facti  e  quDtvis  cius- 
m<idi  factoribus  est  factum  limitum, 

12.  A    divisum  per    B    dat    quntum  unicum  j  ;    et  =^  S,    atque 

-4    ^        ^    .  A         ^    \  1 

A  =r  Bq.  et  -=-  B=A,  item  -     ^A 

^  B  <I  <i 

13.  Si  ww  =  vel--i9,  ct««~^,  atqiie /«;/—  vel  — D.  et/w=6": 
timi  A:  B-=^C:  D.  jideoque  propnrtiu  ita  designari  pntest.  Atque  si 
B :  A—Q  iit:  B  per  AQ,  et  D  per  CQ  exprimi  poterit.  Conversim 
quoque,  si  A\B  —  C:D,  aut  B=AQ  et  D  —  CQ:  proportto  est  (pagg. 
75-  76)' 

14.  Si  X — a,y-~b,  et    iiec  y    ncc    h  =.  o :    Uini   qnodvis  ipsorum 

■''  In  prjec,  o  e  viiloribu^  divi^ioris  cNcludebatnr  :  qtiidsi  di\isor-^o? 
(Pag.  79). 

*  Quidsi  tam  dividendu.^  quam  divisor  -■—  o  ."  qiiiedaiii  de  qiiot',  simii/ 
variatorum  praevie  (a  pag.  80  usque  82), 

1,  Si   — ;■— i:  tum  pro  utvis  magno  A' datur   u  —  u'<!i^---     . 

3.   Si  oi'  pro   dato   quovis   N  potust   -^  - ^    iieri,   ac     ■  ,   -—  J  :       lunc 
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Ed.  n. 
Tom.       pag. 


;.  Si   --,    — .t,  ac  -  ,  -—  i :  etiam       ,  ,     ,  -^  i- 

^  /('  '  v'  u'-^v' 

6.  Si   — r"~ii  3-c  -  --,--^1:  etiam    ■-,-,  -— -i. 

7.  Si     ",^—i.  at    "   — i:  ctiani  ~    '—1, 

Quotus  iormx  ---'--'-  '-  utciinque  discurpi  valore  incohuni  potesf 
Cpagg.  82,  8j). 

De  potentiis  et  <iperntii:nibiix  riinim    primani^     (a   pajj.   84   usqiie   94); 
additis    (pagg.    105  ,  .  .  107, 
et  128,  139). 

Ouod  potentia  pnssibilis  sit,  m-e  tiiiitmenxunibilis  .mI  i:\jii,ncm  1/  si7:r 
tiMi.  ei  sive  i-Jh  sive  1 — 1  fuerit : 

I,  Si  j  integer  i-f-i  et   ^i  sit. 

3.  Si  ?=o. 

4.  Si  q  integer  1 — ^;  deiude  nnn  ititegcr,  \n-'m^  4-1.  Uim  1 — 1,  sed  quan- 
titas  cnmmensurabilis  fuei"it  (pagg.  84.  S5). 

5.  Sed  qu;eritur  (ad  pra;c.)  mim  detiir  tale  A.  ut  mi  ~-  A.iA'>. 
(I>ag-  85)- 

6.  Maiiis  ad  idein  elevatum,  et  idem  ad  maius  elevutum.  fit  maius 
(pagg.  86,  87);  et  pro  exponentis  vahre  eodem,  pntentia  eadem  est ;  luide 
potenUae  ad  expnnentes  denominatoris  communis  reduci  posstmt    (pag.  87), 

7.  Si  q  incmnmensurabilis,  et  prius  tam  q  quam  «  <-{-■  fuerit  (pag.  87). 
Casus,  si  n  —  -i.;  si  a<;i  (pag.  88).  %\  q  \ — 1  fuerit  (pagg.  88  et  89);  unde 
potentia  e  divisnrc  in  dividendum  poiii.  expnnente  in  nppnsitum  mutatn  pii- 
test  (pag.  89). 

8.  Oiiodvis  N  sivc  >  sivc  <i  fuerit:  t^ N — i,  si  m  ~  o^ 
(pag.  89). 

9.  at  aQ  —  ai+Q  (pag.  89).  Et  a^  ■.ai'-=ai-i'  (pag.  90). 

10.  Si  a^^B":  non  solum  a'l'=B.  sed  etiam  Bi' —a=./i'i  (pro 
5-  ~  ■—).  Et  si  ~  —  q.  et  a^=B,  est  etiam  bI  r^a.  atque  m  b'i  --a. 
est  etiam  a^  —  B;  et  sive    y  B.  sive   B''   scrihjtur,  pcriuilc  e^t  (pag.  90). 

11.  {YBy^y^B";  et 

'^'\c}  =  c"    ^P^S-  ^'^- 

[3.  ia'')''—a''''  (pajrg.  91   et  <fZ). 


yGoosle 


INDEX    RERUM    r. 


Hinc  ya^  =  ait    (pag.  92).  I       107 
14.  Si  ii  «C  I,  ant    eKponens    uterqvie    (aiit    \inus    tantinii)  1 — 1  iueril; 

(pagg.  93  et  93),                                                        __  107,  108 

Si   %-~q:  et  a"=^:  est  a"^b\  et  si  a?  ^b.  &^l  a"=b<'  (pag.  93).  loy,  108 

15.  (afc..,)«  — «'.^^c*.  Et   ^TabcZ.—  Ya-V^-^fc..- 

16.  Si    — "^?-    consideratur    potentia    pro    a    positivo   et  negalivo, 

prouti  m  par  ant  impar  accipitur.  Origo  imaginarii  (pag.  94),  108,  109 

De  compendiis  operationum  per  logarithnms  (pagg.  95,  96).  109- -i  11 

De  expressionis  valore,  mntaia  unitate,  et  de  expressionibns  quoad 
diversas  unitates  factis,  ad  eandem  reducendis;    (quum  orania  clicta  huc- 

usque  certas  determinatEe  unitati  positivse  innixa  sint)  (pagg.  96  usque  105).  iii — 121 

Exempla  aequationis  sectionum  conicarum  (pagg.  loi   usque  103)  ;  nbi  tto-  iib — n8 

mtna  primaria  sectiones  conicas  concernentia  fpagg.  101,  102)  definiuntur.  116,  117 

Ouantitas  concreta  et  abstracta  (pag,  97).  iii 

De  imaginariis,  atqtte  ( his  admissis i  calculo  radicalium.  (a  pag.  105  121 — 136 

nsque  118:  cui  addendum  pagg.  128,   129,  9.    10.    11.  et  12.).  147 — 149 

Hucusque  Unita.s  positiva  ponebaturi  sed  prouti  superius  quantitas 
cum  quantitate  (nempe  certa  ciim  determinatione)  produxit  positivum  et 
negativum;  ita  si  quantitatem  a,  ut  radicem  e  quovis  B  spectare  libeat: 
oriuntur  pure    imaginaria.    quorum    realitas    multiplicatloni    quoad    ■ —  i 

innixa  est  (pag.  105).  i3i 

Regulae  admissis  imaginariis,  atque  conceptus  multiplicationis   exten- 

sus  (pag.  106).  122—123 

Expressianum  aequalitas  varia  (pag.  107).  123—124 

Porro  signiiicatio   signi   y  ;    tum 

1.  /—4= /4   /— t;  atqiie   ^a    ]/b:-)/'ab  (pag.   108).  124 

2.  Kadix  pure  imaginaria  exprimitur  (pro  P  positivo)  per 

atque  y  -    i   (pro  a,  b,  realibus    quoad  -l-i)    potest    per    a-t-&  y—i    ex- 
primi  (a  pag.  108  usque  iio,  prima  tantum  Trigonometrise  elementa  re-  125—127 

quirens).  Nempe  pag.  109  radices  «-ti  gradus  tam  ipsius  -|-i   quam  ipsius  125,  126 

— I   exhibentur  omnes,  numero  n.  Et  fpag.  iio)  exeraplis  illustratur.  126,  127 

Hinc    (item   pag.    iio)    si    '-[f^  sit  /,    erit  y~P~p  (a-i-b  \/'—j);  126,127 

y^.VQi^iV-^Q  (pagg.   III.   112).  128,  129 

Va   Vb  Vc...=:V~AB'c  (etsi  imaginaria  adfuerint). 

At  si  id  tantum  constet,  quod  z'.=  Vp.  et  v  \~y~Q  ;  o.x  co 
yz  i=^  V-PQ  tantum  sequilur. 
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3.  Si  \a=.x:  est  x  (=  sed  non  i=^  \t£'  atque  si  a:  =  Y"-,  ^^^ 
x^^yfYa^^T^';  ethincY^^/-^— I— '/— I,  atqae  (—i)"^  ^ 

sed  non  (=3)   (—1)4"  (pagg.  112,   113).  I        730 

*  De  elevatinne  imaginarifirum  (a  pag.   113  Lisque   irS),  wo — 136 

4.  Quiestio  ad  y — i  redit,  E^t  vero  2«,  ant  potentia  ipsius  2  in- 
tegra,  aut  fectum  e  tali,  et  numers  irapari;  y  — i  nonnisi  ad  »«2^  ele- 
vatum  (pro  m  integro)  dat  reale,  el  quideiu  -f-i  pro  m  pari,  et  — i   pro 

m  impari  (pag.  113),  130,  131 

5.  Etiamsi /<;  ii<^  r<^_...   potentise  integrfe  ip';iii';  2  fiLerint: 

:ndlum  reale  dat  (pag,   114),  I3>,i3- 

b.  Radices  exponentis  2"  ipsius  — i,  e£edem    sed    via    a  pag.  108  di-  125 

versa, item  .'^ub  fomiam  a-l-Ay — i  venientes,  exhibentur  (pagg.iis, ,..,  118).  132 — 135 

7.  Ptire  imaginaria  a  realibtts  nnnnisi  determinaiione  (uti  hJh  et  1— ■) 
differtmt;  nec  .icientia,  guac  praecisinnc  eoidentiaque  gloriatur,  meris  ima- 

ginihus    nuUo    nriginali  gaudentibns    cnntenta    e.ise  pntest  (pag.    118),  Et  [35,  13!; 

aeque  visibiles  s-unt,  etsi  imaginarium  in  expnnentem  ascendat  (pag,    iIj8),  193 
Exemplum,  qun   in    Genmetria    visibilia  fiunt  imaginaria,  exhibetur  (pag, 

177,  7,).  202 

De  regulis  additianis,  subtraciinnis,  multiplicaiionis,  divisinnisgue  quan- 

titaium  complexarum  (etsi  imaginaria  adfuerint)    (a  pag,   118  usque  130).  i36'--i5o 

[i. — 3.]  Regula  additionis  traditur  {pag.  118.)  Quod  hoc  pacto  summa  136 

quKsita  prodeat,  demonstratur  prins  de  realibus  (pag.  119,)  tum  etsi  ima-  136- — 13S 

ginaria  adfuerint  (pagg.  I30.   i3i.)  138—140 

[4.]  Subtractin  demonstratur  pag.  122.  Quod  oppositum  subtrahendi  ita  140 

dicto  minuendo  addendum  sit,  demonstratum  est  (pag.  26).  31 

[5.]  Multiplicaiin  demonstraiur  (pagg.  122  .  . .  126),  140 — i^ti 

[6.]  Divisin  demonstratur  (pag.  126).  146 

Exempla  quaedam. 

7.  (a  ^b-){a^  b)  et  {a  -  b)  {a  -  b)  ;  dein 

{a-^(i)  («  -^  =  «=-/?^  (/«-(- /^)  (t-^^a-Zi)  ^«-i; 

^{a^bY^-c^Mc^-{a-br^  = 
=  ia^b-^c)     {a^h-c)     (a-^c-l,)  {b  +  c-a) 

(pag.  127).  Et  ibidem  146,  147 


8,  demonstratur  summaui  qualiuuivis  realium  el  pure  ima)jin 
per  qualemvis  eiusmodi  bummam  divisam,  dare  quotum. 
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M-}-''7^)'™[-^-:" 

]'(p»g. 

128},  ,.hi 

„.,.„„, 

Kd,  II. 
Tom.       p 

n       1    !47- 

-  3  denotat  sen^u  (jiag.    iog). 

factiini 

.1  sit  ],U 

,-sfQ-- 

;vp- 

"iTr-Q-'-  --grksr^.  = 

128),  Uiide  etiam  regula  liquet:  nemiie 

a  ifT"  .b  y  Q-  =  «ifT'"  V"- 
II.  Modns  factoreni  signo  v      pi-ieposiluni  introd 
>  subest,  eiliicemli  (pag.   129). 


.  A  \'P- :  B  ifQ'  =  I .  j7S  (il> 


„). 


13.  Divisio  i 

14.  ipsius   I 


'  gedmctricae^  et  casiis,  ubi  foi 
i  esponens    <i  i  ,sit,  nec    non 


ujc  fit 


nplei 


;   tuH)   linieb  sui 
quoti  in  exeiiiplo  posteriove  (pagf^,  131   et  132). 

16.   Seriei  Aritkmeiicae  terminus  generalis  et  s 
rorLim  impariiim  summa  usque  ad  ?;-tuni  inclusive,  est  n''  (pag.  133). 

[ry.  Series  Aritlimetica  ordinis  m-t\  (pag.   133).] 

18.  Si  {a-^-h')  per  se  muItipUcatmii  item  per  a-\-b  nuiltiplicetiir, 
atque  hoc  continuetur,  donec  {a-\-b')"  fiat :  quieritur  productuni  (jiag.  1 34). 

Transformatio  ifisius  (a  -+-  h)"  in  1 1  -|-  j  «".  Et  simili  moLlo  lol!i/ur 
quivis  facior  e  qimvis  termitio  binnmii  ad   exponentem    slevati  (pag.   134). 

Dcmnnstratin  binrimii  prn  n  integrn  pnsifivo  (pagg.  135  .  .  .  137).*  Alia 
demonstratio  (qua  etiam  numents  combinationum  exhibetur)  (pagg, 
137...  T40). 

Demonstratio  formulae  hinomialis  pro  exponente  qualivis  (adbucdum 
excluso  imaginario),  (a  pag.  141  usque  150).  Prius  [i. — 3.]  lex,  qua  tur- 
niinoruni  signa  pro  -\-x  et  --x  cuni  +e  et  ■ — e  combinati.s  prodeunt, 
e.Kponitur;  tum  [3. — 5,]  exprmente  coefficicntis  ab  cxponente  serici  distincto. 
demonsti-atur  seriem  eiusmodi,  pro  x<!^\,  ad  limitem  tDnderc,  atque  limi- 
tem  csse  (H-^e)". 

6.  Si  x^^Y,  tum  (i-f-jv)'  ita  e.^primi  nequit  (pagg.  151  el  152),  ['ro 
A-=+T   videatur  (pagg.  303  et  304). 
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7.  Aliquid  de  seriebns    infinitis,  quarum   incremcnta  tcrmtnorum  tfii- 

diuit  ;iJ  o,  cum  exemplis  quibusdam  (pagg.   152,   15,1)-  i    i75 — 177 

8.  Si q:  de  {a-^-b)"  qttoque  valet  fnrmrila  hinumialis.  lyS-iKi 

g.  FAsi  binomium  imaginarinm  contineat,  valet  (pag.    156).  iSi 

10.  Si  exbomns  binomii  vera  fractio sit,     formula     ci'tflit:iciilis 

!i-ti  (pag.  157).  iMi 

Z)e  logarithmi  exprcssione  per  sericm,  et  putentiac  hgarithmique  ciiii- 
cepiu  subliminre^  atqiie  qu^intitatis  iinaginarire  ascensu  in  exponentcm  (a 
pag.   157  usque  178).  1S3— 203 

*  Si  iti  (i-v-A*)"  ponatur  x^— ,  atque  n — r>o:  tum  i-  --  —  -]  --—  o.  At 

1.  ■ii    etiam    m    —.30,  et    nb    «    certo    minilo    depeudeat;    ex.  gr.    sit 

m  =  n;    tuni  [i-l-       1  gauilet  certo  limite,  in  poaterum  e  dlcto,  basi  lo- 

\  nl  I  i\" 

garithmorum,  qiii  naturales  ^ocantur.    Etsi   \i-\-  - -\  ad    q    cleietui-,  sc- 

ries,  qiiffi  prodit,  — e''  (pagg.   158.  159).  18.1 

2.  Ktiam  e  quantitate  reperitur  logaritlimus  (pagg.   159....  it)2},  183 — ^187 

3.  Modulus  systematis  logarithmici  reperitnr  (])ag.  162).  187 

Si  vero  duae  bases  fuerint  B  ct  ("',  ct  log.  A'  qunad  j5  sit  /:.  ac  log,  A" 

quoad   C  sit   c  \    est  -—  —  ,   °'  ^- . 
^  c  iog.  B 

Log.  o  =^ — 00  (pag.   163).  1S8 

*  Porro  in  .serie  ipsum  c''  (per  pncc)  exprimente  substituatiir  «+['(' 

aut    «  —  /?,  aut  a;?,  vel    - „- ,  prius  pro  u,  /?  realibus  (pag.  163);  tLini    et>i  188,  189 

imaginaria  contineant  (pagg.  164  . . .  167)  :  animadvertitur,  has  series  una-  189 --192 

logis  subesse  operationibus,  ac  si  exponentes  ipsius  e  reaies  essent;  gc- 
neraturque  conceptus  pntentiae  Ingariihmique  ( .icmu  suhlimioraj  (pagg. 
167,   16S).  193,  193 

Lngarithmus  realis  koc  sensu  quantitati  negativae  haud  competit 
(pag.   169),  sed  elementaris  ompetit  (pag.   170).  194,  195 

Daiur  pro  quibusvis  j-ealibus  A,  B  tale  x.  ut  x~\og.  {A-i~BV — i) 
(pagg.  170...  173).  igf-    193 

Ubi  etiam  series  sinui»  ct  cosinum  arcus  «-tu])li  exprimens  exhibctur. 
Et  si  ^'(cos.  «-I-V^— i.sin.  «)=^^-fiV'--i=e*+"'^^'  (pro -4,  B,  K.  k, 
et  a  realibus):  tiim  K^^^A^-^-B^  (paga;.   172  et  173).  197,  198 

Lngarithmi  imaginarii  quantitatis  negativac  innumerabilcs  'itag.  173).  19S 

Pro  quovis  K posiiivo  datur  taie  k,  ut  ^''^^K  (pag.    174}.  199 
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Kxempia- 

j.  I.ogarithmi    ipsius    i    innuinerabilei.    iiiter    quos    soluni    ;;ero  est 

2.  «"'"'3= — I,  fit 'TtV — I  est    Liuus    logarithmorum    naturalium  ip- 

3.  Valor  ipsius  e       '. 

4.  /^i=:e«»'-',  et  «/— I— log.  nat  i~--\. 

5.  ValoT  ipsius  (V — i)'^^'  (pag.  lyb).  I         201 

6.  Quid  per  cos,<*=r= ™.„..^  et  siu.«— -j= 201,303 

intelligatur  (pagg.   176,   177,  456).  II  14 

*  7,  Applicatio  certa  imaginariorum  ad  Geometriam  (pag.   177).  I         202 

8-  Log.  (— 2)  —  log,  {—3)  certo  sensu    —  log.    —  =  log,    - 
(ibidem), 

lll.  CORONA  arboris  Arithmeticae  iocipic  a  ^  36,  pag,  lya,  et  dc- 
sinit  pag.  442.  204 — 478 

Functio,  variabilis,  cnnstans  (pag.   178).   Rarai,  in    quos  eorona  divi-  204 

ditur  {pagg.   179,   180).  205,  200 

Dein 

1.  Functionis  divisio  (pagg.  180,  181)  iti  algebraicam,  transcendentem.  205 
absolutam ; 

2.  designatio  functionum  (pagg.  181 . . .  183),  207,  308 

3.  Si  in  A  (x)  substituatur  x  -+-  i,  et  quieratur  valor  iunctioiiis 
A{x-\-i)  {Probl.  Taylorianum);  et  porro  comparetur  augmentum  func- 
tionis  cum  augmento  simultaneo  ipsius  *■;  pervenitur  ad  rationem  uiti- 
mam  augmentorum  evanescentium  ittxta  newtonum,  nempe  si 


A(x  +  i)-Aix) 


—  A\x), 


dum    ^--^o    (adeoque  priusquam  =0  fieret).  Insigiiis    limes    iste    est,  e 
quo  et  calculus  differentialis  deduci  potest  (pag.  183).  Sed 

4.  Evidentius  simpliciusque  fit,  si  (pag.  184)  ipsi  x  suhstituatur 
prius  o,  dein  x,  id  est  —  ,  tuni  2x,  3*  &,  atque  valoribus  prodeuntibus 
post  se  invicem  positis,  quilibet  cum  sequente  comparetur  (quoad  incre- 
mentum);  et  incrementa  ista  novam  seriem  forment :  seriei  huius  summa 
in  aperto  erit;  alque  si 

5.  Alia  series  occurrat.  e  qua    eodem    modo    pro    iisdem  ;i;  et  «  de- 
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(pro   quovis  eodem  m) 
n---oo:    facile  patet, 


(luctie  simili  niodo  seriei,  termiiii  i  et  7"  eide 

respondentes,  ant    sint    «quales,  aut  -ip"~ 

siininiani  utriusque  esse  aequalem,  et    si    unius    functionuin    valo 

sit,  et  valorem  alterius  innotescere  {pagg.  184...  i86). 

6.  Etsi  serierum  e  duabus  functionibus  derivataruni  tcrniin 
parti  ipsius  x  {sed  qute  -~  o)  respondentes  non  nequiprMeant  (pag; 
188,  et  269):  valet  in  prasc.  dictum. 


.  Datur    pro    utvis    magno    N  iLiteger 
^a  {mx) 


pro 


oninibu; 


**T  [9-]  Integrale,  differentiale  (pagg.  i8fi  et  2O9).  Limites  integralis. 
differentiale  verum  seu  elementiim,  functin  sitmmatrix,  differentiale  strictms, 
vel  strictum,  per  d  prispositum  ileuotatuni,  ut  coeff.  differentialis  seu  de- 
rivata  per   w  {pagg.  190,   191). 

10.  St  functio  absoluta,  cuius  valor  qu;eritur,  non  in  concretr^,  si:d 
nonnisi  per  functionis  limitem  detur ;  hunc  dari  demon^traudum  cst  (iit 
lit  pag.  230);  utcunque  sit.  s^pe  differentiale  functionis  A{x)  quasrltur, 
per  duas  functiones  tales   Ui(x)  et   Ux^x)  ut 


«(»«)-«((».-i)i)<.4(«..«)--J((,«-.),«)<K(» 


-6',((«.-.)*), 


K(»*)-f/,((»-,)ij 

(7.(«.*)-«((m-l)*)' 

(/(«.*)- t/a^izi)*) 

u  (».*) 

t'(«*)-i7((».-7y*j  ■ 


atque  u{mx)  gaudeat  forma  differentialis  stricti :  habebitiir  differentiale 
ipsorum  A{x)  et  B{x)  commune  (pag.  191). 

II.  Differentialia  Eequipollentia  functionibus  ^qualibus,  ct  fuiKtione^ 
^equales  differentialibus  Eeqiiipollentibus  gaudent,  Idem  de  derivatis;  atque 
nec  integraiia  differentialium  requipollentium  prseter  coiistantem  differre 
possunt  (pagg.  191,  192). 

*  12.  Variabiles  plures  x,  y,  z,  .  .  ■;  et  pro  variabili  absoluta  x  deno- 
tationes  ^  (»2.»),  z{mx),j,  z  (pagg.  192.  193);  differentiale.  derivata  fun- 
ctionis  plurium  variabilium  (pag.   194). 

1 3.  Differentialia  et  derivatie  quoad  variabiles  diversas  accepta 
(pag.    194). 


219,  220 

220,  221 
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14.  Differentiale  purum,  clerivata  fiura  :  Jz  «  {z)  seii  J  a  (s)  (quoad  z) 
est  functio  i!la  primitiva,  cuiii.s  derh  ata  qiioad  z  est  —a(z)  &.  (pagg-. 
194.  195)- 

15,  [16.]  Differeiitialci.a  ilisvivaU  ])arliuiis,  DciivaUi  «-lu,  ililTcii.'iUiaic 
«-tum  (pag.   195). 

17.  Quotvis  fuerint  variabiles  u,  v,  ab  eadein  absoluta  .r  (saltem  si- 
miiltanea  positione)  deiiendentes,  qiiarum  differentialia  sint  ^  {x),  c  {x)  ; 
quoad  quasvis  variabilium  u,  v,  .  .  .  accipiantur  differentialia  6i{x)  ipsius 
u,  Ci{x)  ipsius  V,  &°  seriei  incrementorum  summa  eadem  prodit.  Ita 
b  (x),  c  {x)  et  b,{x),  Ci{x),  pro  terminis  generaiibus  accepta  summam 
eandem  dant;  pariter  b{x)-^c{x),  et  hi{x)^Ci{x).  Unde  etiam  differen- 
tiale  seriei  convergentis  B  {x)  -^C (x)  -^  .  .  .  est  summa  differentialiam 
functionum  singularum.  Derivataquc  summie  seriei  quoad  eandem  varia- 
bilem  accepta  est  summa  derivatarum  singularum,  iteni  tjiioad  eandem 
variabilem  acceptarum  (pagg.  195,  196). 

In  quovis  termino  generali  seriei  iucreuieiitoruin  dicl;e,  cuivis  qnan- 
titati  substitui  ei  Eequipollens  potest,  si  nonnisi  summa  spectetiir.  Atquc 
hinc  pro  reperiendo  integrali,  licebit  diiferentiali  aliud  EequipoUens  diffe- 
rentiale  purum,  quod  integrari  queat,  substitui.  Idem  de  derii'ata  (pag.  197). 

18.  Bxempla  faciliora  pro  Tyronibns  (primis  elementis  inibutis)  ap- 
plicatirmis    theoriae    ad    Genmetriam    et    Mechanicam    (a    pag.  197  usqiie 

243);  ubi  5.  37  pro  exemptis  supposita  demonstrantur,  et  qu£edam  inds; 
dediicuntur,  imo  quoad  curvas  etiam  primaria  exponnntur. 

[VI.]  I.  (usque  ^).  Supponuntur  {%.  37)  denionstrata,  c.xponunliirqiie 
certarum  functionum  absolutarum  simpliciorum  differentialia  derivatie- 
qiie,  adeoque  et  hornm  integralia  (praster  constantem)  (pag.  198). 

5.  Si  du3s  series  incrementorum  (eiusmodi  ut  dictum  est)  fuerint. 
et  unius  summa  A.  terminus  generalis  a  (mx).  alteri 


s  generalis  /1  {mx)  fuerit;   atque 


b{mA) 


6.  Ex  cl  log.  M  =  -"  , 


1  ■■  ^-"'^^  .    A 

0  log.  u  ^  »  =.-  0 


B:  tum  A  = 


^-  (pag-  198). 
luod    functio. 


7.  pag.  199.  Si  derivata  iuerit  sunmia  terminorum  nunicro  certo,  ad 
exponentem  positivum  integrum,  adeoque  potentia  hrec  constet  c  certo 
numero  terminorum,  qui  singuli  integrari  possint:  erit  summa  integra- 
lium  terminis  singulis  respondentium,  integrale  derivatK  dafce.  Si  vero 
derivata  fuerit  series  convergens  infinita  formas  Ax"  -\-  S**-t-  -  ■  ■  expo- 
nente    ab    aliquo    incipiendo    unitatem    superanle    et    semper   crescente : 


224    -273 
aj     d) 


:2J — 228 
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Ed  II. 
ToTH .       pag. 
siimma  integralium  terminonmi  singnlonmi,  integrale  totius  derivatie,  et 
pariter  series  convergens  erit. 

Literie  puncto  insignitse,  eadem  sine  puncto  signo  0  prEeposito,  im<i 
et  quodvis  aliud,  quoad  quamvis  variabilium  expreasum,  ei  «quipollens. 
substitui  potest;  quo  pacto  derivat^  s£epe  purae  fsalvo  integrali)  reddi 
possunt  (pag.  200),  nenipe  si  z=.vtl,  est  ip  {quoad  z)  =  \  pv  (quoad  «).      I    228,  229 

Eadem  pag.  200  [VII.],  derivata  areae  in  plano,  deriv-ata    Hneae    in  229 

plano,  sniiditatis  per  reiinluticinem  Hneae  dict^e  generatic,  referuntur.  Duri- 
vata  liueie  in  genere  est  (pag.  268).  300 

Pag.  3or.  Derivata  distantiae  centri  gravitatin    a    cert<i  p!ano  quoad  229 

abscissam  Jc ;   atque    pag.   eadem,  et  216...   (etiam    pag.   22t>)  referuntur     330,  247,  25^^ 
dilferentialia    motum    rectilineum    concernentia,  denotationibus    pag.   193  220 

adhibitis. 

Pag.   203.   VIII.    I.  ji,  sive  j'l   (quoad  v)    ^v.  2^2.  aj 

2.  Casus  differentialis  negativi,  atque    iibi    valor    i|)sius    A  (x)    planc  bj 
pro  x=o  quieritur. 

3.  De  casu,  ubi  A{o)~ixi.  r.J 

4.  De  casu,  iibi  differentiak    (iioni])u    tLTniiniis    seriei  generalia)  pro  ilj 
x-=a,  id    est    termiTius    seriei    /i-tus,  o  \A  ^  tit    (puncta  discrctii  infe- 

rius  pagg.  269,  .  .  .).  301,  .  .  . 

Pag.   205,   IX,   I,   Si   ordm-AtA   rr—ax'':   aroa    =   )y(qm)adjc)  -=     -^  -35.  «y' 

(„i!i   /  =  -.). 

2.  Area  inter    hyperbolam    aequilateram  et  q  (pag.  103),  atquc  ordi-  hj    iiS 

natam  y  et  asymptotam,  SoUditas  per  revolutionem  circa  asymptotam 
orta  =71.  Exemplum  pro  diversis  functionibus  summatricibus  eidem  diffc- 
rentiali  respondentibus,  qu^e  tamen  cum  constantibus  concernentibus 
cadem  integralia  prBCbent  (pagg.  205  et  306).  235 — 237 

*  Pag.  307   usque  309.  Arere  dictse    hyperbolicie  sunt  logarithmi  na-  337-239 

turalcs    abscissaruni  e  ccntro    acceptarum  :    uhi  (pag,   207,  4)  demonstr:i-  23S,  lij 

tur,  derivatam    (quoad  z)  ipsius  log,  nat.  3-  csse  --  ,    (imo  pag.  210,    clsi  241 

z  uon  ipsa  variabilis  absoluta,  sed  qualisvis  eius  functio  fuerlt),  Modus 
constantem  in  simiH  casu  quserendi.  De  logarithmis  abscissarum  negati- 
varum  (pagg.  309  et  3io).  240,241 

Pag.  211.  5.  SoUditas  paraboloidis,  eliipsoidis,  hyperboloidis,  242,  c^ 

6,  Si  a  el  f  derivat;e  quoad  eandem  variabilem  sint,  ct         =-^,   esL  fj 

\n=k\v.  Appiicatio, 

Pag.  2X3,  7,  E  derivata  arcus  circuli  quoad  tangcntera  (pag.  309  de-      243. ^^,  33S 
ducta}  series  Leibnitiana  peripheriam    exprimens    (vide  etiam  pag.  303),  334 
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Pag.  213.  [8.]   I.oiigkndo   aruu^    uirculi    ptr    intcgrationeiii    lonnula^ 
(pag.  200). 

Pag.  214.  [9.]    Catenaria,  eiusque  rectificatiu. 

Pag.  314.  Exempluni    integrationis    (lerivatie    sniicrficici    pcr  icvolu- 
tionem  lineEe  circa  axeni  ortK. 

[X.]  Exempla  Mechanica  (a  pag.  215  usque  242). 

Pagg.  215  et  216.     Conceptus    vis    momentaneae  et  consfanter  agentis. 

Pagg.  317  usque  219.  Demonstrantur  differentialia  (pag.  201). 

Pagg.  219,  .  . .,  223.  Exclusa  prius  niedii  reaistentia,  et  vis  7C'  prius  ah  250—255 

s  tum    a    /   dependens.  Motus   difformiter    acceleratus    ex.  gr.  per    gravi- 

Pag.  231.  Forraula  pr£ec.  velocitatem  etiani  ullra  centrum  exhibet.  352,  253 

Pag.  23J.  Altitudo  competens    celeritati  minimte,  qua  globus  de  su-  254 

perficiei  terrfe  verticaliter  explodendus  esset,  nt  nunqoam  redeat,  radio 
terrEe  jequatur. 

Pagg.  223  et  233.  Si  vis  is)  functio  temporis  fuerit.  254,  255 

Pagg,  223  usque  239.  Si  vis    w    functio    velocitatis  v  fuerit.  J-^-isma  256 — 2bo 

resistentiae,  expnnens  resistentiae.  Tempus,  celeritas,  spatium  iu  medio 
uniformiter  denso.  Applicatio  ad  corpora  labentia. 

Pagg.  239  usque  234.    [XI.]    Conceptus    centri  gravttatis  geometrici.  361-266 

Functionemque  (ut  dictum  pag.  191  est)  per  limitem  datam  valore  abso-  317 

luto  gaudere,  et  eius  differentiale  (pag.  201)  esse  demonstratur.  229 

Pagg.  334  usque  237.    Excmpla:    centrum    grav.  segmenti  parabulae,  206 — 268 

paraboloidis,  sphaerae,  arcns  circuli,  segmenti  circuli,  stiperficiei  sphaericae 
pro  certa  abscissa. 

Pag.  337.  Superficies  per  revolutionem  circa  axem  generata  =  lineae,  268,  259 

cniiis  revnlutinne  gencrata  est,  per  distantiam  centri  grav.  ab  axe  et  per 
2Ti:  mnltiplicatae .  Soliditas  ^^  areae^  per  peripheriam  rcntrn  ,^rav.  arcar 
descriptam  imtltiplicatae. 

*  ■^^''SS-  ^3^  usque  241.  [XII,]    Cenlrum  <isci/tationis,  ct  ccnlruni  per-  269-  -273 


Pagg.  343  usque  368.  [§  37. 1 — IV.]  X'i'&mo-a.'f,Xx'AX\X.\x\  formu.lai:  differen-  274 — 300 

tiales  (pag.  197  snpposita;,  prteter  ca,  quee  pagg.  207,  .  .  .  217,  .  .  .  229.  .  .  .  225,  338,  248, 
demonsti-antur).  361 

I.  Si  ur=.A  {x\  est  t)  (?/)  qnoad  u^ku^-^ft,  &f.  Datnr  \cro  pro  qiio- 

vis  N  tale  n  idem  pro  omnibus,  ut  rcquiritur  (pagg,  244,  .  .  .).  276,  .  .  . 

II.  i]uv  =  u(]v^v{\n.  pro  n  —  Aix)  ct  v^Bix);    l' (  "  )     auteiii    —  281,283 
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III.  Si  arcus  x  circuli  sit  variabilis  absoluta;  differentialia  sinus,  cn- 
sinus,  tangentis  (pagg.  350  usqiie  253;  quoad  sinum  versuni  vidc 
pag.  327). 

Derivata  functionis  trigonometricae  unins  quoad  aliani  (pag.  353), 
Ibidem  et  pag.  254  differentiale  arcus  quoad  fuiictioncs  trigoiiometricas 
deducitur. 

IV.  Pagg.  254  usque  260.  Si  pro  abscissa  x,  arcus  ipsi  x  respondcn-,  s. 
et  chorda  c  sit:  fit  -  — -i,  si  n-— -co.  Curva  (concava,  convexaj,  lan- 
gens^  siibtangens,  normalis,  subnormalis.  Curva  gaudet  tangente  in  qumiis 
puncto  ;    tangens  cum  ordinata  non  coincidens  secat  ordinatas   omnes  &. 

Pagg.  360  usque  2()^.  Limes  summae  chordarum  {qui  per  hngitudincm 
arcus  intelligitur),  utcimgue  snmanfJir  chordae.  idem  est.  Differcntiale  ut 
derivata  arcus. 

Pag.  364,  Differentiale  areae,  et  pag.  265  differentialc  soliditaiis  per 
revolntionem  generatorum,  item  differentiale  superficiei  talis  pro  curva 
concava,  et  (pag.  266)  pro  convexa  &'. 

Pag.  368.  Lineae  cuiusvis  (eCsi  non  in  planum  cadat)  differentiale  ot 
derivata. 

Pag.  269.  [V.]  Dmn  expressio  differentialis  pro  certo  7nx  (pag.  205}  lil 
oautoovel      :  pnncta  certa  discreta,  singularia  ob  certas  qualitates  dicLa. 

Pag.  272  usque  383.  [VI.]  Exemplis  h<ec  illustrantur,  Expressio  tan- 
gentis,  subtangentis,  normalis,  suhmrmalis,  puncfnm  fiexns,  cuspis  primi. 
secundi  generis,  ptmctum  multiplum^  izolatum.  Asymptota  (pagg.  283  iis- 
qne  286). 

Pag.  286.  VII.    De    ^-  et  ^  . 

Pag.  288,  [VIII.]  De  ordinatis  ex  uno  puncto  tanquam  ci;ntro  (vel 
jiolo)  euntibus:  spiralis  Arckimedca  ct  logarithmica  (absci-i*;i  n  in  pi;ri- 
pheria  accepta). 

Pag.  289.  [IX.]  Theorema  Taylorianum :  i.  dc  casu,  quo  opc  thco- 
rematis  binomialis  demonstrari  poteat,  2.  generaliter  iuxta  Lagrange  (a 
pag.  391  usquc  294);  additis  complementi  finibus,  intra  quos  contineri 
debet,  apud  qnemlibet  terminum  subsistere  libnerit.  Prius  pro  una  ('aria- 
bih  (pag.  311  pro  pluribus). 

Pagg.  394  usque  311  appHcationes  variffi:  Camplementum  generale firr- 
mulae  binomialis  (pag.  295),  Ifaidem  4.  Hn  faclo  e  factoribus,  qnorum  nu- 
merus  '--.00  (ut  in  formula  binomiali). 

5.  Applicatio  ad  (i+^)^  pro  «~  +  i  ct  exponcntc  ncgativo  ct  |;>-i 
(pag.  299). 
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Toni .       pag. 

6.  Fnrntulae  ipsjiis  (i-(-i)'  pro  ^<:^i,  complementum    •■-.o  (301).  l         332 

7.  (pag.  302)  si  e  fiierit  negativum  et  ^i,  complem.    -^oo;  at —  o  332 
semper,  excepto  si  e  negatwum  et  non  <^i  sit  (pag.  303);  niiniruni  333 

8.  si  ^^— I,  series  niiUius  valoris  est. 

9.  Hiiic  (ex  pag.  212)  illustratin  seriei  Lcibnitianae  u,\  (i-ha-)""    |)i-o  -44 
^■iz:^  I   decUictie. 

10.  Pro  ii—iY  valet  (pag,  304  iisqiie  307).  Pag.  307  aniinaiivertitur,  ?35""337 
(i — 1)~™   exhibere  seriem  arithmeticam  ordinis    ()«--i)-ti  (pag.    133).  153 

11.  Adhuc  unum  exempluni  pro    factu  c  factoribus  innunierabilibui. 

12.  Demotistratio  criterii  mnvergentiae   Olivieriani. 

14.  pagg.  311   usque    314.   Taylorianum    ad  plure.-i    variahilcs    appli-  34I-    344 
catuni. 

Pag.  315.  X.  ^\pplicatio  Tayloriani  ad  nKiximum  iniuiniumve.  Rxcm-  341: 

pla  (pagg.  315  UHquc  318).  }.\i>-    .H^ 

Pag.  319.  XI.  usque  329.  Applicatio    Tayloriani    ad   radium    ciirni-  341S     360 
tnrae\  c  quo  conceiitus  evolntae  cvnh^Entiaguc  nascitur.   Lijiea  l  lineam  f. 

tactus  nrdine  [i-to  tangere  quanclo    dicitur  ?    (pag.  3^9),  Applicatio  ad  re-  341'* 

ctmn^  circuliim  Qf.  JRadius    osculi  \  exempla  (pagg.  335  usque  327)    radii  3.vt--357 
oscu/i,  sectionis  conicae,  cvcloidis.  Evoluta  cycloidis  cycloidi  e7'otventi  acqua- 

lis  est  (pag.  32'S).    Cur  filum  in  tangente  cycloidis  tensum  Hngenius  appii-  359 

cavit  (pag.  329).  360 

Pag,   329.   XII.   usque   342.    l^incipia -iX  applioatio  calculi  variationitm.  360      371 
Theoria  duplici  moito  (pagg.  330  usquc  333,  et  340).  E.wmpla :  lorigitudo    3(>['  -363,  30' 

minima  datam  arcam  claudens  (pag.  333);  Brachystochrona  (pag.  337)-  303,360 

Pag.  343.  §.  38.  Ramornm  coroii;e  arboris   tmum  constituunf  aeijua-  yji 
tioncs    (cleterininatK.    iniletcnninatEe).    Radix    aeguationis    unde    dicitur  ? 

(pag.  342).    JVon    (juiievis   petiio    satisfacere    debet    (pag.  343).    Ordinatio  372,374 

iequationis,  ct  reductio  ad  formam  rationalcm  (pagg,  344,  345).  Resolutiu  374    -37(> 
gencralis  aequationis  orilinatac,  «radus  primi,  sccundi,  tcrlii,  qiiarti.  (pagg, 

346  urtquo  350).  377"   -31^3 

i'ag.  331.   Quomodo  resotntio  aeqtiationia  Ar'^---i— o  ciim  constnictinne  384 
gcometrica  polygoni  regularis  ly  laterum  cohaereiitf 

Excmpla  (pagg,  351  usque  359),  plerumque  scitu  neccssaria.  3^4 -"392 

.Exemplum  etiam  pro  coniunctione  impossibilt  (pag.  357).  391 

Pag.  359.  5.  39.  Transformationes  aequationum.  343 

Pagg,  361  u=que  363.  Si  aequatio  n  gradus  una  radice    (ctsi    iniagi-  39; — 397 
naria)  gaudeat:  radicibus  numero  n  ( nec pluribus )  gaudet.  Idem  modo  cnm- 

muni  (pag.  363).  397 

Pagg.  364  ct  365.  E  prEecedentc  Icx  coefficientium  in  aequatione.  398 — ^400 
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Pag.  366.  Si  radix  aequationis  (ordinatEe  et  ad  coefficientes  integi-os 
rediLCtEe)  cmmensurabilis  sit:  nutnerux  integer  e.^t',  iiiiile  modtis  inqui- 
retidi,  num  radix  talis  dctttr,  et  quae  sit. 

Pagg.  ■\,i~i1  iisqiie  373.  >SV  radices  wimcx  rcalessinl:  tnt  signiiruiii  mn- 
tationes  sunt,  qiiot  radicrs  positivae,  et  tuL  sticccssimies  sigwinm  aeqtiaHum, 
qmit  ttegativac. 

^^gS-  374  iisque  379.  Modiis  radices  acquatiimum  aUinrtitn  reales. 
(si  denturj,  ctsi  incommerUKurabilcs  sint,  pcr  approximatinnem  quaercndi 
fmethndn  Xcwtotiiana  aiit  Lagrangciana). 

P^gg-  379  iisque  381.  Si  plures  ftterint  i)icugnitac,  ut  totidem  :i;i|u^i- 
tiones  gradus  priiiii. 

Pagg.  381  iisqiie  392.  Demonsti-atio  regitlae  ingeniosa;  a  Bezout  ab 
inductione  datce, 

Pag,  3^2  et  pagg.  416  iisqno  421.  Acqitatio  ittdctermitiata  gradtts 
primi,  per  fractiotic.i  cotttitiuas. 

Si  A  et  A'  inler  sc  primi  tucrint :  iiim  nuiiiiiiis  tunnini-  o.^]i)-i- 

iiiitur;  atque  si  ^7  ^^  ,  et  Ak-^a:  luiii  et  A'k--^a'  ct  k  itttegcr  csi 
(pag,  393).  Si  N^.^ab  .  .  . ,  et  a,  b.  .  .  .  singuli  ))er  sc  j)riini  sint:  timi 
N  alia  factorum  imagine  exprimi  nequit  (pag.  394).  Hinc  si  primorum 
a,  h  quilibet  seorsim  metitur  numerum  N:  euttdem  N  et  productum  e  qui- 
buslibet  eorundem  primorttm  mctitur ;  et  cnnversim  integrum  N  integcr  P 
nonnisi  ita  m.etittir,  si  P  factoribus  primis  ita  exprimi  queaf,  ut  imagi- 
tiis,  qua  N  factoribus  primis  exprimiiur.  partem  comtituat  (pag.  395)- 
Ouivis  nunierus  primus  sub  formam  6w±i  venit,  sed  non  quivis  nunie- 
rus  huiiis  foniiEe  prinius  est.  E  dictis  divisor  comtnunis  maximus  quotvis 
integroruni  ;  necnon  minimus  eorum,  quem  datnrum  quivis  metitur ;  pos- 
teriiis  ad  demminatoretn.  commttnem  mimmum  quaerendttm  ajiplicatur 
(pag.  396);  prius  alia  meihodo  etiam  fieri  potest  (pag.  397). 

Pag.  398.  Fractio  continua  vulgaris.  Approximantiuni  expi*cssio.  Dif- 
ferentiae  approximaniis  cuiusvis  a  sequente  (pag.  400). 

Pagg.  401  usque  404,  Differentiae  approximantium  a  primitiva  sem- 
per  decrescunt,  et  qu£evis  approximatts  terminis    minimis   expressa  est  &'. 

Pagg.  405  usque  407.  Fractio  continua  formae  generalioris;  atque  hu- 
ius  evolutio  in  seriem.  Series  Brnunkeri  eum  Leibnitiana  conveniens. 

Pagg.  408  usque  411.  Applicatio  fractinnum  cnntinttarum  ad  re.mlti- 
tionem  aequationis  quadraticac.  Rcgula  frnctinnem  iipproximaiifctn  quam- 
vis  pro  vaiore  radici.s  quantovi.s  propiii.s  exprimendi.  Exempla  (pagg.  411 
et  412J. 
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Pagg.  416  usqae  421.  Resolutio  aequationis  indeterminatite  per  prinra  : 
acklitis  aliqnot  exeTiipJis,  inter  qiiie  est,  quoil  si  peripheiia  per  qtiemvis 
primorum  a,  h^  .  .  .  dividi  ( cmstructioiie  geometrica  J  possit :  etiam  per 
fachtm  e  qtiibusvis  enrum  dividi  potest,  si  nu/Ius  eonim,  praeter  2.  pluries 
quam  semel  occurrat. 

Si  numerus  gradus  aequationis  impar  fuerii,  atit  pro  numero  gradus 
pari  termimts  uSiimus  negativus  fuerit :  aequatio  radice  saltem  una  reali 
gaudet   (pagg.  422  iisque  424). 

Pagg.  425  usque  436.  Demoustratio  GAUSSiami,  dari  radicem  nequa- 
tionis. 

Pagg,  437  usque  441.  Primaria  de  seriebus  \  de  coefficientibus  prii 
functionis  valore  =0,  et  modiis  functionem  fraclam  in  alias  formae  re- 
quisitae  discerpendi. 

GENERALIS  CONSPECTUS  GEOiMETRIAE  a  pag.  442  ail  nneni 
tomi  primi. 

Spatii  conceptus  e  inuni.lo  esterno  per  abstracCioneiii  (pag.  442) : 
punctum  spatiale,  punctum  temporis  (pag.  19).  Ubivis  in  .spatio  datur 
punctum  spatiale,  et  omnia  puncta  spatialia  sunt  aequalia.  Superficies, 
linea,  forma,  sectio  (pag.  443)- 

Pag.  444.  Reditus  in  mundum  externum,  corpus  idem  considerando  in 
diversis  locis :  constructio  mobilis  geometrici ;  atque  cum  hoc  reditus  in 
sfatium  purum  ;  axioma  congrueniiae.  Afotus  geometricus. 

Pagg.  445  et  446.  Conceptus  motum  geometricum  rescipientes.  Variae 
tuin  quaestiones:  atqtie  hinc  (a  pag.  446  usque^^S)  tres  operaUones  primiiivae. 

Pag.  448.  Nova  quEestione  exorta,  _^^  conceptus  per  tA  unicum  ipsius 
Bi  denotatus;  exemplis  illustratur. 

Pag.  449.  Passu  ad  omne  oritui"  conceptus  rectae,  planique;  additis 
analogis  quibusdam  definitionibus. 

Pag.  451.  Suppositis  prius  recta  planoque :  e  pluribus  rectis  ex  eodem 
puncto,  oritur  pyramis  (sensulato);  et  accedente  multiplicatione,  conceptus 
similium  et  homologorum.  Ibidem  voces  plaga.  regio.  internum  explicantur. 

Pa^.  452.  Aliae  definiiiones  similium.  E  prima  definitione  contrarie 
aequalia,  geameirice  aequalia  ;  Exempla  (a  pag.  452   nsqiie  455)- 

Pagg.  455  usque  457.  E,  pluribus    rectis   punctum    idem  p 
habentibus,  via  unius  circa  })  donec  redeat;  aut  in  plano  facta,  auC  ' 


449-    450 

45  r-    457 


457--  -^lJO 
46,-472 
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Ed    11. 
Toro.       pag 
si  prius,  oritur  circulus^  et    conceptu^  concerneiites  (definitiones  functio- 
num    trigon.J.    E  posteriore    oritur/orw«  apicata,  et  hinc  conceptus  ge- 
neralis  anguli,  qui  certo  respectu  quantitas  fit. 

Pagg-  4SS  et  4S9.  Forma  sine  angulo  Aicitur  fiuens,   et  si  h^c  etiam     II     ib-  -i 
quantitas  (nempe  absoluta)  sit,  dicitur  uniformis.    Fluens  sine  recta  pla- 
nove,  dictus  curva.  Fluens  cum  recta  planove   parit   tangentem,  et   liEec 
perpendicularitatem. 

Pagg.  459  usque462.  Rectarumpyramidem  generantzum  punctii  commum  17-2 

remoto  in  00,  qxKImx prisma  (sensu  lato).  Atque  hinc  aequifiuens,  lineae  pri- 
mario  aequesitae,  et  conceptus  generalis  parallelismi  (directi  et  inversi). 

Pag.  462.  Descensus  in  planum:  figura  ;    rectiline»  species  quEedam,  30 

quo  pertinet  (pag.  9).  Quid  per  geometrica  constructione  perficere,  intelli-     I  14 

gatur  (pag.  463)  sensu  tacito  Euclidis.  II        21 

Pag.  463.   Constructin  geometrica,  sensu  stricto  et  lato  :    ncnipe    iiife-  2 1 

rius  demonstrando,  inter  qusevis  liuo  puncta  esse  rectam,  si  quid,  sine 
coniunctione  operationum  primitivarum,  certo  numero  duarum  priorum 
(omnibus  ad  planum  restrictis)  perficiatur,  geometrice  (sensu  stricto)  con- 
strui  dicitur;  si  vero  non  restringatur  ad  planuni  (admissa  operatinne 
tertia  quoque),  geometrice  (sensu  latoj  consfrui  dicitur   (pag.  464).  21 

Pag,  464.    In    plano    qus    tractantur  ?    (Annotatio   de  trigonometriy,  22 

spbEerica,  pag.  465).  22 

Pag.  465.  Reditu  in  abyssuni  spatii,  quie  ti'actanlur  prius  r 

Ibidem  §.  iz  usque  468.   Coniunctio  operationum.  2Z----i 

Pag.  468.  FovHwe  quomodo  fiunt  quantitates  respectivae  et  reductae.  25 

Ibidem  usqtie  476.   Generatio  ceriae  lineae^  quam  rectam  esse  (pag.  478)         zb—;\2, 
demonstratur. 

Pagg.  476  usque  479-  Inter    quaevis    dtm  puncta    .ipatii    datur  linea  \z-  ; 

ciusmxidi  \  extt  continuata  e  quavis  sphaera  ;  congruentibus  3  punciis  ua- 
cessario  congruunt  (et  continuatae )  \  neque  a  puncto  ad  punctum  una 
recta  plttres  dantur.  Est  quoqne  recta  quantitas  absohtta,  et  potest  in  sc 
porro  moveri. 

Pagg.  479  usque  482.  Plani  generatio.    Si  recta  duo  ptmcta  in  plawi  ?5  - -j 

habeat,  tota  incidit.  Per  queevis  tria  puncta  datur  planum,  nec  plura  dan- 
tur  (si  tria  illa  puncta  non  in  recta  sint).  Manum  per  quamvis  rectam 
in  ea  situm  in  duas  plagas  aequales  dividitur. 

Pag.  482.  Formae    angulares   duarum    rectarum  congruuni,  si  arcns  38 

e  verticibus  radiis  aegualibus  descripti  aeguales  sint;  et  sumnia  angulo- 
rum  e  punclo  rectas  (in  eadem  plani  plaga)  est  dimidiie  peripheri^  (id 
est  duobus  rectis)  sequalls;  et  conversim,  du»    rectae    sunt    in  eadem,  si 
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summa  angulonim  e  puncto  utriqiie  comrauni  in  cadeni  plani  plaga  sit 
:=3  rectis;  sunt  quoque  hinc  omnes  form^  angnli  recti  £equales.  De- 
scripto  (apice  angulorum  pro  centro  accepto)  circulo,  in  omnihus  dicti=. 
nisi  ita  esset,  pars   —   toti  fieret. 

Pag,  483,  Planum  est  quantitas  (nempe  absohita).  1 

Ibidem  usque  486,  Sectiones  rectarum  planorumque  inter  se,  atque 
planorum  cum  sphaera.  Recta  cum  recta  (aut  plano)  noniiisi  punctuni, 
planum  vero  cum  plano  aut  nihil,  aut  rectani  commune  habet.  Recta 
per  planuni  transit  in  spatii  plagam  alteram.  Si  planum  P  cum  plano 
Q  puncluni  commune  habeat :  sectio  recta  est ;  transitque  P  per  Q  in 
plagam  alteiam.  Ai/  rectam  planumve  datur  e  quovis  puncto  eorum  ad 
ea  perpendiciilaris ;  et  e  quwis  puncto  etiam  extra  illa  datur  ad  ea  per- 
pendicttlaris.  Si  recta  ad  duas  plani  rectas  perpendicularis  fuerit,  erit  ad 
omnes  in  eodem  plano  per  punctum  sectionis  ductas,  adeoque  ad  planum 
ipsum  perpendicularis  (pag.  483). 

Planum  p  est  perpendiculare  ad  planura  P,  si  perpendicularis  ad  P 
in  /  cadat  (pag.  484),  Anguh  verticales  tani  rectarum,  quam  planorum 
Eequales  sunt  (ibidem);  idem  tamen  et  modo  communi  evidens  est,  si 
formarum  angularium  iequalitas  pro  arcubus  asqualibus  demonstretur  (482). 

Pag.  485.  Circulus  maximits  in  sphaera  ;  an^lus  circulorum  maxi- 
morum  fit  quantitas  respectiva.  Arcus  drcuhrum  m.aximorum,  ad  arcum 
(^  circuli  maximi  perpendicitlares^  in  extremitate  quadrantum  fpolo  dicta) 
concurrunt. 

Si  plana  P  et  Q  se  invicem  ad  angulum  rectum  sece.nt  in  recta  ab : 
e  qunvis  puncto  p  ipsitts  P  ad  afc  demissa  perpendicularis,  est  perpendi- 
cularis  ad  Q;  atque  e  quovis  puncto  ipsius  db  erecta  ad  Q  perpendicularis. 
in  P  cadit. 

Pag.  486.  &i  duo  plana  P  et  p  se  invicem  secantia,  sint  ad  tertium  Q 
perpendicularia  :  sectio  priorum  est  perpendicalaris  ad  Q. 

Angulus  rectae  ciim  plano  fit  quantitas  respectiva  (pag.  480);  atque 
est  minimus  omnium  (nisi  rectus  sit),  quos  recta  eadem  cum  recta  qua- 
cunque  plani  per  punctum  sectionis  ducta  facit. 

Ibidem  usque  ad  finem,  de  planis  rectisque  se  invicem  non  secanti' 
bus.  Axioma  Euclideum  tria  complectitur,  quorum  quodvis  sufficit  (pagg. 
487  et  488). 

Pagg.  488  usque  490.  Brevis  disquisitio  de  theoria  parallelarum :  et 
Appendicis  idea. 

Pag.  490  usque  ad  finem  tentamina  eam  demonstrandi  olim  facta. 

APPENDIX,  Geometriam  ab  ea  independentem  absolutam  exhibens. 


44- 
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Explicatid  signnrum.  Modiis  subdivisionis  in  generc  ;  ct  m  -^iiecie 
quoad  Elementa  GeoraetriiL'  usque  ad  pag.  8. 

Sectia  nulla  duarum  rectamm,  aut  duoruni  circulorum,  ct  circuli 
atque  rectEe  (pagg.  9,  li,   19,  333). 

Anguli  duariim  rectarum  quantitas.  et  aequalium  congruentia  (jjag.  9). 
Summa  angulorum,  ad  eundem  apicem  in  plano,  omnium,  aut  super 
recta  ;  anguli  verticales  (pag.   10). 

Tres  rectae :  Angulus  externus  maior  est  qaovis  internorum  opposi- 
torum,  et  si  du^e  rectie  secent  se  invicem,  summa  duorum  internorum 
est  <2i?  (pag.   II). 

Perpendicularis  acuto  angulo  obiecta  cadit.  Origo  et  species  trian- 
guli,  atque  oequalitatis  duorum  conditiones  generales  (pagg.  12,  13),  et 
translatio  anguli  (ibidem). 

Constructio  triangulorum  geometrica  (pagg.   14,   15,   17). 

Trianguli  crura  lequalia  ponunt  angulorum  ad  basim  ^qualitatem,  ut 
horum  Eequaiitas  ponit  crurum  Eequalitatem.  In  triangulo  rectangulo  hy- 
potenusa  >  catheto,  et  hypotenusse  crescunl  (pag.  16).  Hinc  Kqualitas 
triangulorum  rectangulorum,  per  catheti  hypotenusseque  Kqualitatem  ; 
et  hinc  summa  duorum  laterum  trianguli  cuiusvis  tertio  maior  (pag.  17). 

In  triangulo  rectilineo  dependentia  laterum  angulorumque  opposito- 
rum  mutua  (pagg.   18,  28  et  74). 

Si  4  rectarum  nuUum  par  fueriC  parallelum,  oritur  trapezoides :  si 
duo  paria  sint  parallela,  parallelogrammum  ;  quod  per  rectam  quamvis, 
per  sectionem  diagonalium  ductam,  bifariani  dividitur,  simul  cum  recta 
ipsa.  Constructio  rectanguli,  rhomboidis,  rhnmbi,  quadrati.  Angulus  hinc 
in  semicirculo  est  rectus  (pag.  20). 

Si  unum  par  parallelum  per  alterum  non  parallelum  seceCur ;  prreter 
trapezium  oritur  similitudo  triangulorum  ;  similiiudinis  trianguloruin  con- 
ditiones,  et  cetera  similitudinem  eorum  concernentia  (pagg.  31  usque  ad 
26).  Ex.  gr.  quomodo  milliare  pollici  exprirai  queat. 
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r  media  (iiag.  27)  ;  et  conversim  rectam,  qua  hypote- 
nusam  ita  dividit,  ad  hanc  perpendicutarem  esse  patet.  Theorema  F^tha- 
gortcum  (ibidem).  E  lateribus  dignoscere  angulum,  num  obtusus  vel  acu- 
tus  aut  rectus  sic ;  et  conversa  Pythagorici.  Multiplicatio  linefe  per  lineam. 
et  divisio  (pagg.  28  et  50  .  .  .).    Similia  plurium  laterum  (pagg.  29.  .  .  .). 

Rectae  cum  circulo  sectio  minima  punctum,  maxima  diiorura  punctorum 
est.  Chnrdae  arcusgue  meditullia  et  centrum  sunt  in  perpendiculari  e 
centro  ad  chordam.  Hinc  arcus  cuius^ns,  uti  circuli  per  data  tria  puncta 
non  in  recta  sita,  centrum  reperitur.  Chorda  intra  circulum  cadit.  Recta 
ad  radium  perpendicularis  est  tangens,  et  tattgens  est  ad  radium  perpen- 
dicularis,  nec  ulla  recta  inter  tangenteni  et  arcum  datur  (pagg,  31,  33). 
Recta  circulum  in  J  punctis  secare  nequit.  Quomodo  tangens  ex  p  diica- 
tur  e  Fig.  42*  patet  (per  pag.  20). 

Plures  rectae  secantes  drcuhim  :  prius  duje.  Anguli  tangentis  cum 
chorda  quantitas  (pagg.  33).  Angulus  ad peripkeriam:  angulus  in  semi- 
circulo  ;  ubi  ex  eadem  Fig.  45.  conversa  patet,  nempe  angulus  interior 
est  >  exterior  <C  R,  itaque  si  rectus  fuerit,  in  semicircuh  est.  Chordje 
|)arallelie  absecant  arcus  aequales.  Chordse  ex  eodem  perlpheriie  puncto, 
a  diametro  porro  decrescunt.  et  arcni  maiori  maior  chorda,  maiorique 
chordte  maior  arcus  respondet. 

Duarum  rectarum,  se  invicem  intra  peripheriam  secantium,  facta  seg- 
mentorum  sunt  Eequalia  ;  quantitas  anguli.  Plures  rectte  ex  eodem  puncto 
intra  peripheriam  (pagg.  34,  35)  ah  imo  crescunt  a  diametro  usque  ad 
eandem. 

Duarum  rectarum  e  puncto  extra  peripheriam  anguli  quantitas.  Plu- 
res  e  puncto  extra  peripheriam  a  diametro  decrescunt,  partes  exteriores 
crescunt,  usque  ad  tangentem  (pag.  35). 

Hinc  si  anguli  unius  crura  cruribus  alterius  asqualia  fuerint:  lateri 
subtendenti' maiori  opponituv  angulus  maior  ;  patet  vertice  in  centrum 
posito,  et  uno  latere  unius  cum  latere  afterius  coincidente, 

Rectilineorum  inscriptio  circulo  et  circumscriptio  (pagg.  36,  37).  Po- 
lygonum  reg.  e  circulo,  et  conversim  apices  polygoni  reg.  in  peripheriam 
cadunt.  Latus  hexagoni.  Angulus  polygoni,  et  productis  lateribus  summa 
omnium  externornni  (pag.  38). 

Duo  circulise  invicem  in  tribus punctis  non  secant ;  ]30ssunt  tangere  se 
invicem,  extus,  intus  ;  et  centra  cum  tactits puncto  in  recta  sunt  (png.  39). 

Pormae  per  sectinnes  trium  (tum  plurium)  circulorum  triangula 
ex  arcubus,  eius  species,  angulnrum  quantitas  ;  aequalitas  iriangulorum 
eiusmodi  (pagg.  40  usque  ad  46,  et  65,  lib). 
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Sectiones  sme  anffuh :  linete  sine  angulo  e  recHs  et  arcubus  circula- 
ribus,  aut  solum  ex  arcubus,  Figurae  e  rectis  et  arcubus,  aut  tantum 
ex  arcubus  :  tres  eiusmodi  lineae  talem  kaud  praebent ;  ex  una  recta  et 
dttobus  arctibits,  ita  e  tribus  arcubus,  nec  non  e  duobus  rectis  et  uno  arcu 
fieri  potest  cum  uno  angulo  ;  at  quatuor  arcus,  ita  duae  rectae  et  duo  ar- 
cus  figuram  sine  angulo  praebent.  E  trihus  rectis  et  uno  arcu  ialis  non 
datur  (pagg.  46  usque  49). 

DE  AREis.  Quo  sensu  aequatur  rectangulum  facto  lateruml  (pag.  50). 
Fhrallelogramma  aeque  alta  et  basium  aequalium  sunt  aequ.  term.  tequalia. 
De  triangulis  idem  (pag.  53).  Hinc  parallelogrammuin  =  facto  e  basi 
in  altitudinem,  et  triangulus  est  huius  dimidium.  Altitudo  trianguli  e  la- 
teribus  (pag.  54).  Trapessii^  quadrilateri  cuiusvts,  figurae  rectilineae  area. 
Circuli  area  (pagg,  56  usque  59)  Annulus  (pag.  60]. 

Transmutatio  figurarum  quoad  areas,  et  reducUo  ad  rectam  (Tom.  1. 
pag.  32).  Complementa  parallelogrammorum,  quae  ad  diagonalem  .mnt, 
aequ.  term.  aequaha  sunt  Quadratum  hypot.  exstruitur  e  quadratis  cathe- 
torum.  Quotvis  quadrata  in  unum  commutantur.  Area  data  in  figurnm 
certae  speciei  transmutatut    (pagg.  60  usque  63). 

Comparatio  similtum  quoad  areas.  Areae  triangulorum  sunt  uli  facta 
laterum  angulum  aequalem  intercipientium.  Areae  triangulorum  similium 
sunt  uti  quadrata  Unearum  homologarum.  Idem  de  quibusvis  figuris.  Hinc 
hypotenusae  superscripta  figura  ^^  summae  similium  caihetis  superscripta- 
rum.  Lunula  Hypocratis  (pagg.  63,  usque  65). 

Additio,  subtractio,  divisio  figurarum  (sub  certa  conditione).  Ex.  gr. 
ut  divisio  e  certo  puncto  fiat,  aut  recta  partem  ratione  data  exhibens 
certEe  parallela  sit  (pagg.  67,  68). 

Summa  circulorum  trianguh  aequilatero  impositorum  et  summae  limes. 
Idem  de  quadrilatero  rectangulo  (pagg,  69  usque  72), 

Quorundam  constrtictio  geom.  (quorum  antea  nonnisi  possibilitas 
innotuit).  Rectam  extrema  et  media  ratione  secare:  hinc  decagonum.  Pe- 
ripheriae  divisio  (pag.  73). 

Trigonometria  plana  (pag.  74).  Functiones  trigonometricae .  Cnsinus 
ex  sinu  (et  conversim).  /Vo  quadrante  posiUvo  q,  -\-  ^mq  -\-  <i  et  -4-  « 
sinu  cosinuque  eodera  gaudent ;  et  a  et  — a  cosinum  eundem  habent, 
sed  sinus  oppositi  sunt.  Si  y  complementum  ipsius  a  sit,  tum  sin.  /"^cos.  a; 
si  vero  a-\~^=2q,  tum  «  et  ^  sinu  eodem  gaudent,  sed  cos.«= — cos. ;'? 
(pagg-  75  nsque  77). 

Functionum  trigonometricarum  mutationes,  crescente  arcu  a  o  (pagg. 
77  usque  79).  E  signo  functionis  trig.  conclusio  ad  arcum.  Exhibitio  tan- 
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gentis  secantisque  geometrica    (quoad  siiiiim, 
finitione  patet  Tom.  I.  pag.  456), 

Si  radius  mutetur  ex  i  in  r,  functiones    trig.    per 
(pag.  80). 

Sin.(a  +  (?)  (quantumvis  fuerit  sive  a  sive  (5,  et  si' 
negativum),  et  cos.  {«  +  /?)  quomodo  per  sinus  el  cosi 
(5  exprimitur  (pagg.  81   usque  85). 

:  et    cos. 


muitiplicantur 


Si- 


xixpresxto  sznus  arcus  —  per  sintim  arcus 
nus  et  cosinus  arcus  multipli  (pag.  85), 

Dependentia  laterum  anguhrumque  trianguli  rectilinei  mutua  (pag.  86). 
E  duobus  lateribus  et  angulo  interceptn  reliqui  z.\-\%vX\  (unde  totum  triangu- 
lum  innotescit  per  prtec.),  imo  immediate  latus  tertium.  E  tribus  lateri- 
bus  anguli  (pagg.  87,  88).  Trianguli  rectanguli  resnlutio  specialinr:  e 
duobus  lateribus  tertium  ;  e  cathetis  et  angulo  alterutri  opposito,  qu;e- 
cunque  bina  dentur,  tertium  innotescit ;  demum  e  hypotenusa,  catheto 
et    anguio    huic    opposito,    quaecunque    bina    dentur,    tertium    reperitur 


T35,  i'?6 

T3b 


Expressionum  prn  radio  i  reductio  ad  radium  r  (pagg.  89  usque  92). 

Formularum  quavuiidam  transmutatio,  applicationi  logarithmicae  ma- 
gis  idonea  (pagg.  92,  93). 

E  latere  cum  angulis  adiacentibus  art 
gulo  intercepto  area.  Data  sumnia  duoru 
neque,  anguli  reperiLintur  (pagg.  93,  94). 

E  numero    laterum    polygoni    et    radio    latus,  i 
tertium  (pag.  95). 

Ouomodo   sinus   compntati   sint  (pagg.   95,   96), 


.    E    duobus    laCeribus  et  an- 
lateruni    cum    basi  altitudi- 


140- 

-143 

143. 

144 

[44- 

-146 

146, 

147 

MOTUS  COMPOSITLTS. 


Linearum  nrdines  i,  2, . . .;  aequaHones  earum  (pagg.  97, . . .)  ;  aequa- 
tiii  lineae  secundi  ordinis ;  tres  eius  species,  formaeque  ex  aequafinne 
(pagg.   loi  usque  105).    Ibidem  valores  imaginarii  cousiderantur. 

Axis  maior  in  ellipsi  et  hyperbola  (rectius  primarius).  Directrix. 
Alia  definitio  iinearum  harttm  (quas  pag.  222  conicas  esse  patet)  (pagg. 
105  .  .  ,  107).  Axis  minor  rectius  secundus  dicitur. 

Sectiones  coni  insignes  in  ccelis  et  terra  partcs  agunt  (pagg.  107 
u>que  iio).  Lampas,  forna.v. 


52 — 15!) 

265 
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Comparatio    sectionutn    conicariim    inter    se    (pagg.   iio    usque    115).     11    160 — 163 
Asymptotus  hyperbolje  (ibidem). 

Mutatio  imtii  abscissarum,  ellipseos  hyperbolaeque  in  centritm  (pag.  115)-  165,  ibh 

Distantia  focalis  in  sectionibus  conicis  (pagg.  115  usqne  119).  160—170 

Radii  vectores  in  iis  (pagg.  119  usque  122).  170—173 

Ex    his    constructio    punctorum    geometrica    (pagg.   123  usqiic  126):  173   -177 

constructiones  mechanicae  (pagg.   126  iisqne  128)-  I77""i79 

Tangens  per  quodvis  sectionis  conicffi  punctum  ;  iteni  c  qiiovis 
puncto  extus  cadente  (prieter  centrum  hyperbolte)  ;  atqne  hinc  stibtan- 
gens,  normaltSf  suhnormalis  (pagg.  128  nsque  134).  i79"  ''^5 

Diametri  seciionum  conicarum.  Centrum  lineae^  ihameter  (scnsii 
stricto).  Axis  parabolae  est  quaeins  recta  axi  fiarallela,  atque  quaevis 
recta  per  cenirum  ellipseos  et  hyperbolae  (prater  asymptotos)  diameter 
est ;  nec  ulla  aHa  diametcr,  nec  pro  iisdem  chordis  parallelis  alia  est 
(pagg-  134  "sqwe  152).  iH5--30,i 

JVum  linea  quaedam  centro  gaudeat'i  (pagg.   152  .  .  .)•  Linea  .^t;cimili  203 

ordinis    sectio  cortica  est  (pagg.   154  .  .  .  222  .  .  .).    Ad  verttccm,  etiaiu  hi  205,  abf 

punctum  sit,  •pst  y^=^cx^  datur. 

Constructio  certarum  wquatiomini  per  linearum  interscctiimcHi  (pagg. 
157  usqne  160).  2o8--'2ii 

Lineje  quarum  non  onuiia,  sed  inter  qLuevis  duo  quotvi-,  gedniclrice 
construi  possnut  (pagg.   161   usque  163),  211    -213 

De  lineis  cuiusvis  ordinis  scitu  magis  necessaria.  Numeriis  termiuo- 
rum  lequationnm  earum.  Mutato  abscissarum  initio.  mutata  abscissarum 
linea,  mutatoque  angulo  coordinatarum,  transformatio  Eequationis.  Ordo 
lineae  idem  manet.  Linea  K-ti  ordinis  a  recta  in  non  pluribus  quam  n 
punctis  secari  potest.  Linea  «-ti  ordinis  per  [(«+1)  («-I-2) :  2]  —  i  puncta 
determinatur.  Linea  ordinis  m,  lineam  ordinis  n,  in  non  pluribus  quam 
nm  punctis  sccarc  potest  (pagg.   163  usqne   169).  213—21? 


RF.niTUS  F.  PLAXO  fX  SPATIUM. 

Scctio  rectae  ctim  plano,  plani  cum  plano  ;  transitus  tam  i-ectre  quara 
plani  in  alteram  plagam.  Piana  parallela.  Recta  ad  duas  rectas  plani 
perpendicularis  ad  hoc  per|3eniiicularis  est ;  daturque  perpendicularis 
(eaque  unica)  ad  planum  e  quovis  puncto  eius,  imo  e  quovis  puncto 
extra  planum.  Recta  ad  planorum  parallelorum  P  et  Q  aliquod  perpen- 
dicularis,  est    ad   aiterum    quoque    perpendicularis  ;    et  quEevis  duse  tales 
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rectK  inler  P  et  Q  sunt  ^quales  et  parallete  ;  atquK  liinc  quievis  duaj 
rectK  eidem  terti»  parallelte  sunt  inter  se  parallelje  (pagg.   170,  171). 

Angulus  duorum  planorum.  Datur  e  quovis  punctc  plani  /*  planuni 
perpendiculare  ad  P. 

Quodvis  planum  Q.  in  quod  perpcndicularis  ad  planum  P  cadit,  est 
perpendiculare  ad  P;  et  si  sectic  planoruni  P  nt  Q  sit  ab.  perpendicn- 
laris  ad  /•  e  quovis  pmicto  rectie  ab  in  Q  cadit  ;  item  qujevis  perpen- 
dicularis  ad  ab  in   Q  cadens,  est  perpendicnlaris  ad  P. 

Si  plana  Q  et  §■  ad  /*  perpendicularia  secent  se  inviccm  :  sectio 
planorum   Q  et  y  erit  recta  ad  P  perpendicularis, 

Anguli  verticales  planorum  quoque  tequales  sunt  (pajv.  172), 

Angultts  sqUUus:  iiuraerus  laterum  minimus  est  3  ;  et  summa  quo- 
rumvis  binorum  est  >*  tertio  (quod  etiam  ad  trianguli  sphserici  latera 
applicatur),  Deterniinatur  per  tria  latera,  et  hinc  pariter  triangulum  sphse- 
ricum  (pagg.  172  usque  175), 

Planum  R  plana  parallela  P,  Q  secans  angulos  alternos  et  exter- 
num  interno  oppositufn.  aequales  atque  sumniani  tlnorinn  internorum 
duobus  rectis  aiqualem  facit. 

Sectioncs  planorum  R.  S  (sc  niutuo  secantium),  cluo  planis  paral- 
ellis  P.  Q  ia.ctx,  non  soluni  sibi  invicem  parallel£c  sunL,  scd  etiam  an- 
gulos  iequales  faciunt  (pag,   175), 

Cum  planis  parallelis  P,  Q  non  soLnn  tcrtium  sccaiis,  acd  ei  recta 
cum  alterutro  ipsorum  P,  Q  aliquid  commune  habens,  in  neutrum  inci- 
dens.  angulos  altemos  aequales,  paritcrquc  externum  interno  oppositn 
iequalem,  et  summam  duorum  internorum    duobus    rectis  «^qualem  facit, 

Angnli,  quos  rectie  parallelte  cum  plano  P  taciunt,  sunt  sequales  ; 
et  rect^  e  punctis  sectionum,  ad  puncta  plani  P  illa.  in  quw  per- 
pendiculares  c  rectis  dictis  parallelis  ad  P  demissie  cadunt,  sunt  paral- 
lelffi, 

Si  in  plano  Q  sit  Jt3  ||  21'S',  et  JtiJ  ||  ^''Z\  atque  supra  Q  sint  talia 
pLincta  a  et  a'.  ut  31q  cum  3123,  ita  3l'a'  cum  JfS'  faciant  angulum  v. 
et  Jla  cum  31C  ita  7k'a'  cum  yC  taciant  angulum  q:  erit  3la  ||  StV. 

Si  plana  parallela  P  et  Q  per  rectas  parallelas  pq,  p'q'  secentur.  et 
p,  p'  in  P.  atque  q,  q'  in   Q  fuerint;  erit  pq=p'q'. 

Si  plana  parallela  P.  Q  per  planum  R  secentur,  et  sectio  planorum 
P.  R  sit  pi,  planoruni  Q,  R  sit  qr  ;  quodcunque  planum  /  ponatur  per 
p  ad  Q  parallele  :  sectio  planormn  p,  R  cadcm  cum  pi  erit  (pagg,  i^b 
usque  179), 

Crmstructio  prismatis  rectilinei.  Prisniafis  conceptiis  gcncralioi',   Rec- 
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smata 

basiuDi 

baseos 

fuerit, 

•i  ba. 

ii  altera 

-is  J^- 

et/aiv 

1  duo  prismata  triangii- 
.  parallel;i    eaiieui  siiiU 


j. 


tilinei  latera  parallelogramnia  totidejii,  qiiot  latwa  baseus ;  fiuntqui 
bases  asquales  et  parallelK. 

Prisnia  per  quodvis  planiini  hasi  paralleluui  in  diio  pi 
icqiialiiuii  dividitiir. 

Puncta  basium  >ibi  iuvicem  respotidentia  ;  -^i  b  pdrtio 
coiuplexus    rectarum    ex    onmibus    ipsius    b    |)iinctis  ad  ii 
respondentia,  prisma,  et  pars  prioris  est.    Et  prismata  figi 
solute    iequalibus    et    directe    parallelis    (Toni.  I.  pag.  462)  luxta  rectatu     II 
eandeni  3Ttn  exstriieta  congruere  possutit. 

At  daniur  prismata^  quorum  retia  absolute  aequalia  sunt,  ipsa  tamcn 
coHgruere  nequeunt,  nisi  alteruti-ius  rete  invertatur ;  generatur  vero  et  in- 
verso  reti  corpus  aequale  (pagg-   179  usque  185). 

Hinc  prisma  baseos  triangularis  aequatur  parallelepipedo  ;    et  ita  so- 
htm  dispescitur  etiam  parallelepipedmn  obliqutim 
laria  aequalia  (pag.  i8b). 

Parallelepipeda  super  basi  eadem,    inter    pla 
aequ.  term.  asqualia  (.pagg.  186  .  ,  .). 

Hinc  qualevis  paralJelepipeduni  in  rectuni  t 
est  facto  e  basi  in  altitudinem  tequalis  (pagg.  i 

Prismatis  soliditas  (pag.  191)- 

Pyramidis  conceptus.    Si    triaugularis 
secetur,  sectio  erit  trianguluni  simile  basi  (pag.  192). 

Pyramidis  rectilineae  soliditas.  At  pyramidem  triangulai- 
tate  term.  ad  prisma  reduci  posse  vel  non  possc.  adhiEcdum 
(pagg.  192  usque  195).  239—241 

^uperficies  pyramidis.  Rete  pyramidis  triangularis  :  data  perpendicu- 
larifi  ex  apice,  quantitate  situqiie,  atque  basi,  quieruntur  latera  ;  aut  da- 
tis  basi  JIBC  et  latere  lineari  3tp  (pro  apice  p),  cuni  angulo  solido  ad 
Jl,  altitudo  et  latera  qu<eruntur. 

Superftcies  prismatis:   qmestioues  |U-ioribus  aualogjt  (pagg.    197,  .  .  ■).  243.  244 

Motus  figurarum  circa  axem. 

Cylinder  rectiis  :  huius  soliditas,  superficies  (rete). 

Contts  rectiis:  soliditas,  superfides,  rete,  E  dato  angul<i  ad  apiceni, 
arcum  sectoris  (perinietrum  baseos    pniibentis),  et  ex  hoc  illuni  reperire  344--34S 

(pagg.  198  usque  303).  Retia  cyliiidri  et  coni  ohliqui  (pagg.  203  uaque  206).  ^48-  -250 

Corporum  similium  soliditates  uii  cubi  linearum  homologarttm  (pagg. 
206,  .  .  .).  250,  2:1 

Revolutifj  seuiicirculi  circa  di^uiiutriiui  :  .spiiacrac  snliditas^  snpcrficics 
(pagg.  307  usque  aii).  t%i--is\ 


plai 


L    soli<li 


uid  liquct 


233,  :!,H 
234-    336 


236—338 
238 
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Rete  sphcer<e  (pagg.  211   usque  213). 

Multiplicatlo  linearmn  practica  (pagg.  J13  usque  216). 

Prisinata  sunt,  uti  facta  e  basi  in  altitudineiii  ;  in  fequalibu-:  ^uiit 
altitudines  inverse  uti  bases  &.  Idem  de  pyramide  (pag.  21(1). 

Traiisniutatur  corpus  in  aliuil   (pag.  217). 

Sectiones  plani  cnm  cono.  cylindrn,  sphaern. 

Soliditas  ( superficiesque )  cylindri  recU  truncati ;  coni  truncati.  Pyra- 
midis  truncatae  soliditas.  Si  basis  figura  reg.  et  pyramis  recta  fuerit,  su- 
perficies  ;  prismatis  autem  qualisvis  superficies  (pagg.  317  usque  230). 

De  dolioruRi  dimensione  (pag.  220). 

Superficies  zonae  cuiusvis  in  sphaera  (pagg.  220  usqiie  222). 

Quaevis    lineae   secundi  ordinis  sectio  coni  est  (pagg.  222  usque  227). 

Si  et  conus  verticalis  secetiir  per  planum,  sectio  et  tn  en,  priori  aequa- 
iis  erit  (pagg.  227). 

Quihbet  conus  obliquus  circulo  insistens,  e  cono  recto  ellipsi  insistente 
absecari potest.  Pariter  cylinder  obliqtms.  Coni  cylindrique  circulo  oblique 
msistentium,  sectiones  per  planum  factae  (pagg.  237  usque  231). 

Sphaerae  sectio  cum  plano  aut  punctum,  aut  circuhis  est ;  et  perpen- 


diculares  e  centris  duorum  eitcsmndi  circulorum  s. 
sphaerae  secant  (231,  .  .  .). 

Sphjene  cum  sphjera  sectio  (pag.  233). 

Planum  per  centrum  circulum  maxtmum  pr;ebe 
ctili  maximi  in  duobus  puncHs  secani,  bisecanfque  se 

Duo  circuli   m^iximi   ad   tertium    c  perpendicula 


tum  communi  {polo  dicto)  secant  se 
c  perpendicularis,  polus  ipsius  c  est. 

Ai  pa,  pb  quadrantes  fuerint,  anguh  opb  quantitas  a 
tam  ab  0.  quam  a  b  quadrante  distet:  7p  polus  circuh  m, 

E  quovis  puncto  superficiei  sphaerae  datur  ad  que; 
perpendicularis  (pagg.  233  usque  234). 

Triangula    varia  in  sphsera,  et    strictius    trianguJu 


et  extremitas  quadrantis  ad 


laterum  huius  trianguh  limites 
autem  sunt  %R  et  hR. 

Tres  circuli  maximi  dividunt 
234  usque  239). 

Corpora  regularia  :  apices  corpo 
cadunt.  Angulus  u  laterum  planorun 
ex  hoc  et  latere  Uneari,  radius  sphee- 
regularium  (pagg-  239  usque  345). 


o  et  4j?,  s 


is  regularis  in 
corporis  regul 
e  circumscripta 


■cus  ab  est.  Et  si  q 
.*■.  per  a&  ductJ  est. 
wis  circulum  max. 

1    sphar.  SummEe 
e  angulorum  hmites 

;to    triangnla   (pagg. 

superficiem  sphaerae 
ris  reperitiir  ;  atqiie 
Soliditas  corporum 
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Corpora  regularia  sensu  latinre,  ordinis  primi.  secuiidi  &;  nempe 
divisio  superficiei  sphjeras  (adeoque  spatii  e  centro)  in  partes  absolute 
jequales,  aut  tantum  ^quales,  aut  in  partes  numero  n  et  partes  numero  m 
Eequales  &  (pagg.  245  usque  2^%).  11     288—290 

Trigonometria  spkaerica. 

Triangulum  spkaericum  determinantia  ;  et  formulEe  jirimariK  c  de- 
pendentia  laterum  et  angulorum  iis  oppositorum  mutua  promanantcs : 
e  quibus  etiam  ceteri  qujesitorum  casus  sequuntur. 

Dependentia    dicta    (tanquam  fundamentum)    (pagg.  248  usque  250).  290-    292 

Trianguli  rectanguli  resolutio  ad  casus  speciales  (pagg.  251  usque  254).  293 — 296 

Cuiusvis  trianguli  resolutio  e  duobus  lateribus  cum  angulo  inter- 
cepto.  E  tribus  lateribus  anguli,  e  tnbus  angulis  latera  (pagg,  254  us- 
que  256).  296 — 300 

Trianguli  sphffirici  area  (pag.  256).  300,  301 

Exempla  formularum  antea  dictarunr  usai  logarithmico  adaptarum 
(pagg-  257  et  358).  301,302 

Applicationes  quaedam  Trigonometriae  sphaericae.  Conceptus  quidam 
primarii.  Longitudo  diei  e  declinatione  solis  et  poli  altitudine  ;  Gnomi,- 
nica  ad  unum  problema  reductum.  Constructio  horologii  in  quovis  plano, 
cui  axis  terrae  non  est  parallelus  (pagg.  259  usque  364).  303 — 307 


APPENDIX  [TRIP3.EX]. 

PRIM*:    LINE^    PERSPECTIV^,,    GNOMONICyE   ET    CHR0NOLOGl<e. 

In  PKRSPECTiVA,  e  dato  oculi  tabulaeque  et  ohiecti  silu  quEeritur 
imago  ;  et  pariter  e  trium  horum  duobus  quibusvis  tertium  quaeri  potest. 
Quomodo  et  Gnomonica  huc  reducitur  (pag.  265). 

Cnsus  simplicissimus :  tabula plana,  horizontalis  attt  verticalis;  remoto 
ocuio  in  00,  tres  Perspectivte  species,  imaginuinque  in  iis  consideratio 
(pagg.  366  et  267). 

Distantia  oculi,  obiecti,  planum  fundamentale,  punctum  oculi^  nbiecli, 
altitudo  obiecti,  linea  ocuH,  linea  punctorum,  hnea  distafttiarum,  Hneii 
altitudinis.  Imaginis  in  tabula  determinatio  (pagg.  268  usque  270). 

Situs  oculi  ex  obiecto  eC  imagine  ;  nec  uon  ex  oculo  el  imagine  oli- 
iectum  (pagg.  370  et  271). 


vGoosle 


HKRCM    H. 


Ki.EM.  GNOMONiCAE.  Spoclcs  horologioruni  snlariiiiii  (|'ag.  272). 
Constructio  horologii  in  jilano  quovis,  ciii  axis  terrie  parallchi-.    tsl, 
diagg.  273  usqiie  277J  ;    (in  plaiio  alio  dictum  pag.  262  est), 

Indicem  a.\i  teiTifi  paralleUini  eisse  o|iortef  (pag.  277)  ;  hic  aLituiii 
non  ipse  aohim,  sed  ct  punctum  quodvis  eius  inde.x  essc  potest.  Secli- 
<mem  conicara  per  viam  umbrje  puncti  huius,  pro  data  solis  decHna- 
(pagg.  278  usque  280J.  Analemma  sigmterum  (pagg.  280). 
il  fic/us  sive  medius  :  iinaginum  eormidem  ad  <equatorem 


red 


cnngrucntia ;    lempus    solare  ? 


,  fiidereum  (pag. 


Aiiplicatio  dictorum  ad  liorologia 
casu  si  declinet)  ;  hnriznntale  declinans  ; 
282  et  283). 

Horizontalis    (uisni    maxinie    idonei}    con 
{l)ag.  384). 

Aequinoctiale,    horizontaie.    universalia.    . 
jiortatiles  (pag.  3H6).  Methodus  |)ractica  (pag. 


specialia :    meridinnale    (et    ])ro 
imo  reclinam  utrumque  (pagg. 


tructio    vulgaris    intuitiva 

'Ainare    (pag.  285).  Annuli 
287). 


CHHONOLOGIA.  Alveus  rotuiidus  fluentis  temporis :  punctuni  iu  eo 
li.Kum  (e,\.  gr.  dum  NiCEeai  prima  Januarii  anno  C.  325  inci|)it).  T,ni:us 
absolulus,  relativus  in  circulo  dicto  ;  neinpe  (pag.  288)  nP-^-s  et  s 
differunt,  quaravis  simul  termijientur. 

Anni,  menses,  septimaUEe  ;  liuiiia  dierum  noniina  ethnica,  christiana. 

Festa  fixa,  mobilia  a  Pnschate  dependeut.  Liter»  dierum  anni,  litcra 
dominicalis  anni. 

Regula  principalis    subdivisionis  temporis  in  vita  civili. 

Fnndamentum  snppu/ationis  Paschatis  (pagg.  288  iisque  291). 

Annus  Romuleus,  Numaeus,  /ulianus\  Gregnrianus  (pagg.  292  et  293). 

Aequaiio  Solis  dicta  ;  fnrmnla  eius,  qiia  sfihis  TCtus  ad  novum  redii- 
ritur  (pag.  294). 

Literam  diel  ra-tre  mensis  ciiiusvis  fet  quis  septimaiiie  dies  anno  ccrlo 
fuerit).  reperire. 

Litera  dominicalis  aniio  coininuni  iina,  bissextili  dualju-^  rcctdit.  TJt. 
Dnm.  Juliana  mutata  jier   Gregorium  est. 

Cyclus  solis  Tulianus  est  38  annorum.  Gregoriamis  8  seciildnitii 
(pagg.  295  usque  398). 

Literae  dom.  Inlianae  formula  pro  anno  n-lo  (p.  399). 

Gregorianie  formula  (|iag.  300). 

Regula  (in  Paschatis  su|)putatione)    determinandi   plenilunium,  luli- 


vGoosle 


INDEX    RRKTIM    ] 


I,  tiini  Gregorimium.  Cyclus  hmaris,  numerits  aureus,  epactae. 
computatin  ;  fnrmtdae  numeri  aurei,  epactae  I.  (]iagg. 
301  iisquc  307).  II     3 

Epactae  lulianae  per  Gregnriam  correctae;  forinula  aequatinnis  lunae 
(ita  tlictie)  ; /orwjM/«  epactae  Gregorianae  {pagg.  307  usque  311)-  3 

Ffirmula  Paschatis  luliani  {ut  fi.iKCtio  iiumeri  «)  (pag.  311). 

Fnrmula  Paschatis  Gregnriani  generalis  ;  et  applicata  ad  seculum. 
E\empla  (pagg.  313  nsqiie  315).  3 

Cychis  Pasckatum  Gregorianorum  37000. 

Cyclus  Faschatum  luHanorum  cst  2^.19. 

Cyclus  Ptischatis  uiriusque. 

Paschata  post  quod  seculuni  coinciderc  iicqueuiit?  ct  qi.iando  ])cr 
totuiii  seculiiui  coincident?  (pagg.  31S  iisque  322).  3 

AnDITAMENTA. 
Toni.  I.  coiicerneiitia. 


Quaedam  e  theoria  cnmhinatinnnm. 
Nunterus  nmnium  comhinaiiomim  \ 


Variniio,  permutatio  \  ilUus  legcs  variie  (pag.  323).  I  550 

Permutationuni  constructio  per  niimeros  (pag.  324).  557 

Constructio  et  niimerus  w-ionnm  ex  n  rebus,  admissa  permutatione 
et  variatinne,  ita  ut  eadem  litera  numero  qunvis  ipsum  m  haud  superantr 
nccurere  possit.  Applicatio  ad  vnces  et  syUngisnios  (pagg.  334  usque  326).  558,  559 

Numerus  wi-bornni  .sine  permutatinne.  sed  admissa  variatione  lege 
certa  per  exponentes  variationis  (ita  dictos).  (pag.  327)-  5t>o 

Ouotfactores  factum  per  fectores  primos  expressum  habct  ?  (pag.  32.^).  5(10,  561 

Construciio  combinatiomtm  (pag.  329).  561.563 

Cnmhinaiiones  ex  n  rehui,  admissa  variatione  sine  permntaiinne;  ileni 
pro  «  ~  2,  quod  (pag.  98)  citatnr  ;  (pagg.  330  usquc  334)-  Seriei  arith-  II  149 

meticae    ordinis    m-ti.    (seriei  i,  2,  3,  .  .  .    supcrstrncl^c)    ferminus    «-tus     I       562 — 507 
(pagg.  334  usque  336).  567,  508 

APPLiCATiONES  quLedam  logarithmorum. 

Problemata  vulgaria  {pagg.  336  usque  338).  ,^  1  -     51*^ 

Lfigariihmo  in  iabtila  haud  exstanti  numerus,  nnmernque  logarithmtts 
cnnveniens,  qunmodn  et  qun  fundamentn  reperitur'i  (pagg.  339  usque  341).  516-  -519 

Log.  quoad  ha.sim  ro  nonnisi  imnieri  i  ciun  certo  cifnirum  nume.ro, 
commensiirabilis  cst. 
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OPERATIONKS  decadicdc :  quatnor  species.  in  genere  (pag.  ?43)' 

Additio  in  apecie  (pagg.  344  usque  346).  Subtraciio  (ita  etiam  ni 
aemper  minor  nota  e  maiore  dematur)  (pagg.  347  iisque  349). 

Multiplicatio  (alia  methodo  quoque)  (pagg.  349  et  350).  Divisio 
(pag.  350).  Compendiifm,  si  divisor  cifris  lerminetur  (pag.  351)  ;  si  nume- 
rus  minor  tam  dividendum  quam  divisorem  metiatur ;  notfe  quibus 
dignosci  queat,  num  2.  3,  5,  9,  1 1  nomei-uin  aliquem  metiatur  (pagg. 
351  et  353). 

Approximatin  qtioti,  per  notas  decimales,  et  reductio  fractiunis  coni- 
munis  ad  decimalem  (pag.  352]. 

Proba  novenariorum  in  ^iingiilis  (pas;.  3=2).  Operatinnes  dyadicae 
(pag-  353)- 

Mxtractio  radicis  m  gradii^  ;  et  appriiximatin  per  nntas  derimahs 
fpagg.  353— 3St>J- 


Ed.  11. 

\om        pag. 

11          496 

497—499 

500—502 
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Quum  tam  prior  tomus  quum  hic,  vita  variis  distracta,  sine  otio,  et 
inter  difficultates  impressionis  insuperabiles  (quapropter  nec  aiitea  rem 
aggredi  animus  fuit)  editus,  erroribus  scateat:  neque  opus,  spe  quoque 
exstincta,  vel  expensas  unquaui  refusum  iri,  ut  par  erat,  extendi  potuerit: 
defectus  saltem  lin  quantum  fieri  potuit)  suppleturus;  non  soium  errata 
tomi  primi,  quos  postea  animadverti,  sed  et  conceptus  quosdam  in  tomo 
primo  traditos,  pro  Tyronibus  meis  dilucidandos,  et  eosdem  quidem  sed 
simplicius  preecisiusque  exprimendos  esse  docendo  expertus,  id  ad  finem 
tomi  huius  adieci.*  Quo  praiter  alia  qu^dam,  et  proportionis  potentiEeque 
generalior  conceptus,  atque  imaginaria  etiamsi  in  exponentem  ascendant, 
pertinent. 

Ouum  antem  nieris  imaginibLis  nonnisi  proprio  nutu  sensuui  dare  ten- 
taverim :  verebar,  ue  derisui  forejn ;  donec  suinnit  Vtrt  Gottingae  (mea 
laude  longe  maioris)  primae  lineae  imaginariorum  (in  Giitt.  Gel.  Anz.], 
sinnil  cum  querela  de  eorum  pertractatione,  iam  oHm  edita,  milii  iiiuotuis- 
sent.  Magno  hoc  mihi  solatio  fuit;  et  nonnisi  eousque,  donec  tlieoria  ilhi 
prodierit,  meam  iquas  iam  qualem  concipeve  poteram  impressa  erat)  pro 
discipulis  meis  dihicidare  debui ;  si  vero  illa  prodierit;  persuasus  eam 
operibus  ceteris,  qu^  solidum  penetransque  (et  fere  infallibilei  ingenium, 
sigillo  veri  simphci  distinguunt,  parem  fore;  contentus  ero  idem  saltem 
cum  tanto  genio  voluisse. 

Denique  etiamsi  opus  hoc  utcunque  imperfectum  fuerit :  fore  tales 
Lectores  Benevolos  spero,  qui  ut  Magnus  Leihnitzius,  se  in  quovis  Hbro 

•  In  hac  Editione  vide  Sectioneiii  quartain  Tomi   I. 
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aliquid  reperirc  confesBtifi  est,  nec  in  hoc  omne  reiicient:  et  qmnn  hoc 
sohnn,  nec  alibi  quidqnam  arrogaverini,  neqne  pollicitns  magna  sim  :  be- 
uignam  errorum  emendationem  veniamque  exoro;  eo  magis,  quod  fera 
mortale  cor  fata  fregerint. 

Verum  quis  adeo  demens  sit,  iit  ante  extrenuim  halituni,  beatum  se 
dicere  ausit?  Omnis  fortnna  hnmana,  ut  bnlhi  inanis,  duni  vaviis  spei  iri- 
dibus  ridet,  in  luridam  guttaiu  collabitur.  Serius  ocins  quisquc  in  sua 
cruce  exspirat:  qute  tamen  arbor  vitse  fit;  dum  Inimeritorum  vulnerum 
rubore  ad  noctis  terrestris  oras.  aurora  brevibus  lacrymis  aiterno  soli  re- 
nidentibus   oritur. 
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SUBDIVI.SIONES  GEOMKTRIAE, 


Capittim  aliarumve  suhdivisionHtn,  imagines  e  nnnieris  sive  e  literis 
raodo  sequente  composit^e  (quibus  et  piantEe  aliaque  exprimi  possenti 
vicem  subire  queunt:  ex.  gr.  'dgb  vel  '472  denotet  secundam  in  prima 
subdivisione  illiiis,  quse  septisima  est  in  prima  subdivisione  quartas  in 
omnium  prima  subdivisione ;  nempe  plura  in  codem  subdivisionis  gradu 
per  primam,  secundam  i^  distingui  possunt;  et  numerus  prinius  ad  l^vam 
denotat  nnmerum  subdivisionis,  qnota  sit  in  gradu  primo,  et  quivis  nii- 
merus  «  isi>-9  fuent,  parenthesi  claususi  denotet  «-tam  in  gradu  prirao 
subdivisionis  numeri  ad  Ijevam  prscedentis,  Possunt  quidem  eiusmodi 
subdivisiones  vocabulis  exprimi;  ex.  gr.  usque  ad  sextum  subdivisionis  gra- 
dum,  liber,  pars,  caput,  sectio,  articulus,  paragraphus  inservire  possunt; 
possuntque  ubique  plura  concernentia  numeris  Romanis  Arabicisque  aliisve 
signis  adiungi.  Atque  si  necessaria  adliLic  defuerint,  ubi  imago  qua;piam 
mnnerica  superius  dicta  advenit;  liceat  simulac  requisita  cursus  advexerit, 
fiimn  titulo  supplementi  iiumeri  dicti  interrumpere  postniodtim  conti- 
nuandum. 

Imaginibus  eiusmodi  numericis  sequentibus  exprimeutur  Gcometriac 
suhdivisiones. 

■i,  E  primario  spatu  intiatu  superticiefi,  Uiiea,  pmietuoi,  ionna  sphiera,  trcs 
primitivi  niotus  simplices  ;  recta,  platium,  circulus  ;  aliique  ex  liis  ori- 
undi  conceptus.  veritatesque  primariffi  fundamentales :  (pagg.  i-  56. 
conteuta).  Sphierte  hmes  certo  senau  plaiium  est. 

■2,  DESCENSUS  iN  PLANUM  ;  planimetria . 

2\.  Isumero  rectarum,  duarumque  primitivaniiii  niotLi,-;  operationum  finitn: 
constructio  geometrica  sensu  stricto. 
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^liqu:ii 


■2irii3 


■nte) 


clictre  magis  obvioruni.  oriinidB 
A^^on  considerata  area. 
Sectio  nulla  formarum  dictiiruni. 
Diiarum   rectaruiu  ;    ■211113    plui 

duorum  circuloruiu. 
Secfio  aliqua  formarnni  i.lictaruni. 
Sectio  ciim  anguln. 

A'o}:msi  rectarum  aut  e  rectis  conipositonun. 
Dtiarum  reutarnm:  angulus  rectus,  obtusui,  aciitu.s, 
Trinm  rectarum:  quarum  aut 
Nomii.si  unuui  par  est,  se  luutuo  (coutinuatioue    suffici 

'2111211.20,.  Nullum  tale  par  est :  unde  trianguli  rectilinei  species  van;e. 
'2III2II32I.  Triangulorum  rectilineoruiii  aequalitatis  conditiones,  s.c  cert;e  propriutatfs 

primariEe. 
■2111211222.  Laterum  angulommque  oppositorum  dependentia  nmtua :  unde  in  supple- 
mento  uumeri  liuius,  e  datis    trianguluni    rectilineum  deterniinantihus, 
sive  angulum  quemvis,  sive  latus  qnodvis  iguntuui  opc  calculi  reperire 
docet  Trigonometrid  phma. 
■21113113.    Quatttnr  rectarum:  quarum  aut 
'211121131.  Nullum  par  est,  se  inviceu)  (continuatioue  sufficiente)  nim  secantium ;  aut 
■311121132.  Datur  par  se  mutuo  non  secantim-n  ;  atque  tum  aut 
'2II1ZII32I,  Alterum  par  qtioque  tale    est,  adeoque    quum    sectio    detur.  hoc    par    ab 

altero  pari  secatur,  oriturque  parallelogrammum  \  aut 
2111211322.  Nonnisi  unum  par  tale    est,    adeoque  hoc  ah  altero  pari  secatm- ;  fuada- 
mentum  similitudinis  triangulorum,  elusque  conditioiies;  et  inulti})licatin 
divisioque  ac  radicis  extractio. 
■21112114.  Plurium  rectarum  numero  quovis  ;  unde 
■211121141.  Unea  simplex  e  reotis  composita  ;  qua:  parit 
■2111211411,  Cum  linea  alia  per  divavuin  rcctarucii  parallelisduini  cimiyni-fAti^, parallelis- 

mum  generalem. 
■2111211412.  Figuras  rectilineas. 
'211121142.  Rectie  ex  eodem  puncto  ad  apices  atigulorum  onincs  Uuc;c  rcclilinccc  ;  unde 
'2i(i2i[42T.  Figurie  rectilineEe  suhdivisio  in  triangula. 

•2111211422.  Cuiusvis  rectse,  ex  eodem  puncto  communi  dimidium,  vel  A\y.\i-  iurtias  &■ 
accipiendo,  oritur  similitiidinis  conceptiis  generalis. 
■2111212.  RectEe  cum  circulis. 
■2iii2[2r,  Rectfc  cuni  circulo  sectio  mintma  ptuictam  est,  nuixinia  e  ilunliu^  pimctis 

constat. 
■.;iii2iJ2.  1'lures  rectse  circuliun  sec;iutes. 
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■2I11ZI22I.  Se  iiiviceiii  qiioqiie  secaiitcii. 
21 T 131  221 1.  In  eodem  puncto;  ■21112132111  iii  peripheria,  ■21112122112  intra  pcHiiht- 

riam,  ■21112122113  estra  eam. 
2111212212.   Rectee  se  mutuo  non  in    eodem    puncto    secanti^s,  seii  litieam  sinipliceui 

redeuntem  formantes. 
1112 122 121,  Si  quKvis  earum,  uti  esC  ab   initio  ad  fineni  usque,  chorda  sit :  subdivi- 

siones  iuxta  iiumerum  earuni  sunt  ;  horumque  subdivisiones  novJe  sunt, 

proLiti  rectie  asquales  aut  iniequales  fuerint. 
;iii2i22i22.  Si  qiiffivis  rectarum  tangens  sit ;    siibdivisiones  suiit  eitdem,  qiije  niuncri 

prEecedeiitis. 
"211121332.  Rectse  circulum  secantes,  iiec  productEe  secantes  se  invicem. 

e  duobus  punctis   constat. 
■211122.  Sectio  sine  angulo:    cuius    subdivisioiies    sunt    lineffi  e  rectis    et  arcubus, 
aut  nonuisi  ex  arcubus,  vel  ex  arcubus  et  rectis  compositas, 
"2112.  Areae  figurarum  generatarum :  quse  subdividuiitur  in  rectilineas,  circulum, 
figuras  ex  arcubus,  aut  ex  arcubus  et  rectis  compositas. 
■213.  Form^,  quarum    in    prima    subdivisione    nonnisi    possibilitas  innotescere 
saltem  in  quiestionem  venire  potuit,  num  geometrice  conatrui  possint, 
quffiritur. 
"33.  Rectae  operationesve  diire  primiti\'£c  ]>rio]-es  innumerae  ;  motux  compositm 
duplex,  applicata  Arithmctica. 
■223.  Ea,  quorum  non  omnia  sed  quodvis  punctum  constriii    geometrice  sensu 

stricto  potest. 
■323.  Ea     quorum  nec  quodvis  punctum  geometrice  construi  potest. 

•3.    REDITUS    E   PLANO    IN    ABVSSUM    SPATll. 

■31.  Xumero    rectarum    operationumque  irium  primltivarum  fi^tito  (consti-uctio 
geometrica  sensu  lato)  ;    nimirum  duabus    accedit    tertia,  nempe    motux 
circa  axem. 
■311.  Motus  circa  axem  linearum  planorumque,  absque  figuraruiu  respectu. 
■3111.  Linearum  motus  circa  axem,  figuras  haud  efficientium. 
■31111.  Recrilineorum  figuras  haud  constituentium  motus  circa  axeni. 
•311111.    Unus  motus  circa  axem. 

"iiririT.  Complexus  duarum  rectarum  se  mutuo  in  plano  Psecantium  niotus  circa 
unam  earuiidem  :  parit  si  angiilus  rectus  fuerit,  planum,  secus  auteni 
conos  verticales. 
■3111112.  E  puoctis  b,  c,  .  .  .  rect;e  A  in  plano  P  sint  perpeniliculares  j9,  C,  ,  .  , , 
moveaturque  schema  circa  A]  via  rectariim  B,  C,  .  .  .  eruiit  plana  pa- 
rallela. 
■311112,  Mures  motus  circa  axem  ;  sint  in  plano  T' ad  rectas  A,  B  se  mutuo  in 
p  secantes,  rect»  u,  (9,  ex  p  pevpeudiculares  ;    vertaturque    a    circa  A, 
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et  (i  circa  B  ;    via  prioris  secare    viam  posterioris  dehet,  atque  ibidem 
est  perpendicularis  ad  I'. 
-3112,  Motus  planorum  circa  axem, 
■31121.  Motus  unus:  plaiinm,  circa  rectam  quanivis  in  eo  sitam  motum,  produuit 

angulum  duoruni  planoriim. 
■31122.  Plures  motus  plani  circa  axem. 

'311 221.  Cuirisvif;  motus  axi  pnnctuni  ideni  p  commiuie  :  neni])e  intelligaiifur  uninia 
in  eadem  spatii  e  plano  /*  plaga  (ex.  gr.  superiore),  sitque  motus  plani 
cuiusvis  angulus  <i2R,  denotante  H  reclum  ;  nioveaturque  sub  hac  con- 
ditione  planum  P  circa  rectam  pa  in  eo  aitam  ;    atque    e    quovia  loco 
unde  libuerit,  moveatur    item    circa    aliquam    rectam    ipsiusdem   per  p 
euntem,  continuando  donec  libuerit ;  orietur  angulus  soHdus  recHlineus . 
Poterit  ea  quoqne    determinatio    accedere,  ut  P  semper  versus    faciem 
illam  moveatur,  quje  inferior  eiat. 
'3II222.  Plures  motus  circa  axem,  absque  puncto  axiuni  comniuiii  ; 
■3112221,  Nonnisi  planorum. 
•31122211.  Moto  pianorura  (in  ■3111112)  parallelonmi  P,  Q,  uno  circa  quamvis  rectam 
in  eo  sitam,  donec  ad  alterum  perveniat :  novo  hoc  plani  loco,  P  dicto, 
anguli  ab  R  cum  P  et  Q  facti  alterni  comparantnr. 
■;■!  [2:221.:.  Moto  R  circa  rectam  quaravis  a  per  i^  et  Q  euntem  ;    novo  plani  loco, 
S  dicto,  qiiasruntur  aectiones  cum  P  et   Q  forma;  ex  R  i^t  S  constantis. 
■31  i::'.!2i3.  Muto  6'  quoquc  circa  quanwis  rectam  fi  pcr  /*  et  Q  tmiteni  :  novo  plani 
loco  T  dicto,    quEeruntur    sectiones    cnm    P  ^l    Q    formie  ux  ff,  6',   T 
comijo^itie  ;  tam  pro  casu  si  «l!,'^,  quani  si  nou. 
■3113233.  Planorum  cum  rectis. 
■31122221.  Kcct;e,  qua;  c  quo^is  plani  P  puucto  est  ad  qnodvis  iiunctuni  plani  Q  ad 

v"  paralieli,  anguli  alterni  &■,  quos  cum  P  cl    Q  facit,  comparantur. 
■31122233.   Si  in  plauo  T^  fuent    figura    rectilinea    3JSC  .  .  . ,  et  quodvis  punctum  a 
fuerit  supra  planum  (omnibus  supra  planum  acceptis);  vertatur  .Pcirca 
21B  donec  rccta  2la  incidat,  fiatquc  Sb  \  ct  =  21a,  et  tuni  verlatur  pla- 
num    item    prius    P  circa  ^C  donec  recta    Sfc   incidat,    fiatqiie  (£c  []  et 
=  Sb :  atque  hoc  continuetur  usque  ad  ultimuni  latus  ;  ac  denium  mo- 
veatur    planum  abyS  circa   ab,  donec  c  incidat :    nascetur  parallelepi- 
pedufn,  li  ^ISC"!^  parallelogTannnum  fuerit,  iu  generc  vero  prisma  recti- 
linetim. 
•31  [22223.  Si  (in  prsecedentibns)    e    cuiusvis    anguli    vertice  ad  quodvis   punctum  a 
ibidem  dictuni  recta  cogitetur  ;  vertaturque  planum  T^circa  latus  quod- 
vis,  donec  a  incidat ;  nascitur  pyramis  rectibnea, 
•312.  Motus  jigurarum  circa  axem. 
■31121.  Ouadrilateri    reetanguli    revolutio    tirca    latu-.    parit    cylindmm  veciajigu- 
larem. 
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,3122.  Triaiiguli  rectanguli  jevolutio  circa  catlietnm  \->a.r'\t  conurn  rectangularem. 
■3123.  Revolutio  semiciKuli  circa  diametiuiii  paiit  sphaeram. 
•3124.  Sectionura  coni  cum  plano    stitnn    set|uentiinii    revolnli'jnc-i  parhint  pa- 
raboloulem    eUtpsoidem  ct  hyperholoidem. 
'^13.  Motus  plani  circa  a\eni    punctum  aliquod    loniur,    cuiiL^piuiu  canuii  qLiic 
jirodierunt    complectentem 
'3131.  Si  coni  \citicilc     iueinU    LriuiUii   scctioncs  conicac. 
"3133.  Fonna    ecta  etiam  C>inidei   .iiit 
■3133.  i^raniis  vel 
3134.  Prisnia  ehse  potcst, 
■31. [35.  Si  fornia  li;cc  fiphaera  iuorit.  ct 
■313?[.   Plana   |>cr   ci.iitriuii   c;ml  :    oriiiii-   in   -^Lipcrliui!;    s|jliaji-;u    Iriangtilum  sphae- 

,l,h,icrica. 
■31352,  Si  pliinum  quodvis  tsmgat  nplia:ram,  aut  aliti;r  ^ccet,  attjuc  plaiia  oiimia 
siiiiiil  efficiant  supiiriiciein  siiiiplicem  portioncm  Hpatii  ckudentcm : 
inter  liEec  oriunlur  ctiam  corpora  auL  perfectc  aut  certo  respectu  re^ 
gularia. 
■32,  Forniae  qua;  rectarum  operationumque  primitivaruiu  uuuicio  ccrto  gene- 
rari  nequeunt;  ex.  gr.  si  tigurie,  quffi  ita  generari  nequit,  omiiibus  pun- 
ctis  rect£e  ad  iilem  punctum,  vel  ad  eaudeni  rectani  parallelfe,  cogiten- 
tur  ;  et  tanto  magis  si  sectio  fonii;e  cuinspiam  cum  coniplexu  rectarum 
dictarum  qu:eratur,  quoil  etiam  Perspectivae  problcma  est,  si  figuia; 
vicem  qualisvis  forma  subeat,  Verbo  omnes  fomiie,  qu^  niotu  e  tribus 
aut  pluribus  composito,  sive  modo  in  arbore  exposito  per  tre.s  reetas 
perpendiculares,  sive  motu  in  quavis  forina  certa  lege  facto,  generantur, 
una  cuni  omnibus  iis,  qu£e  e  compositione  horum  oriuntur,  huc  per- 
tiiient. 
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SECTIO    1. 

CONSPECTUS  GEOMETRIAE  GENEKALIS. 

E  mundo  externo,  abstrahendo  Tpervenitur  ad  conceptum  spattz  pjdri  : 
nempe  corpus  experientia  externa  omnino  simul  cum  loco  eius  datum 
cogitatione  tollendo,  manet  locus,  quem  occupasse  videtur,  finisque  intra 
quos  erat ;  atque  tum  qu^rendo  quid  ultra  fines  illos  sit,  tollendo  totum 
mundum  experientia  datum,  et  semper  porro  quserendo  pervenitur  ad 
noctem  sanctam,  quas  myriadibus  lucernarum  accensis  Maiestatis  Summas 
prassentiam  annunciat.  In  hac  volvuntur  innumeri  orbes,  expansis  erga  se 
invicem  fraternis  brachiis,  et  suspiriis  undique  tam  gratorum,  quam  affli- 
ctorum  pectorum,  Patrem  communem  qujerentibus  —  in  hac  fert  mater 
tellus  sub  florido  sinu  dormientes  gnatos  ad  auroram  a;ternitatis  —  et 
in  hac  servatur  omnis  materia,  nascunturque  e  germinibus  mundi,  vi  mi- 
rifica  vitali  producti,  crescunt,  vivnntque,  motum  avitum  nisi  alio  pellan- 
tur  sequentes ;  atque  intereunt,  ut  meteora  fragoribus  terapestatum  in 
oceannm  recidentes,  novis  initium  daturi.  At  interno  Geometrae  oculo 
intuente,  omnis  qux  apparet  mundi  discordia,  cuius  magnum  problema 
in  concordiam  resolvere  mortis  aequatio  est,  bellumque  omnium  quod 
videtur  in  omnes,  cum  stridore  omni  clamoreque  orbium  disparet,  —  ac 
iactatum  e  minacibus  procellarum  fluctibus,  pacatus  excipit  noctis  tran- 
quillas  portus,  luce  Veritatis  alma  collustratus. 
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§.    I. 

Prinius  intuitus  ostendit  sequentia :  spatium  est  quantitas^  est  conti- 
nuum,  infinitum.  quaquaversum,  aeternuni,  praesentihus  semper  par- 
tibus  omnibus^  prseterea  unum  solum  est,  et  immutabile,  tam  in  se 
quam  quoad  quamvis  partem,  nisi  quod  alia  in  eo  permutare  partes  eius 
nempe  loca  possint.  Tempus  quoque  quantitas,  continuum  et  unum  solum, 
atque  infinitum,  sed  nonnisi  utrinque  e  quavis  parte,  quee  nonnisi  expers 
adest,  atque  semper  aiia  atque  alia   venit. 


i  2. 

Intuitus  ostendit  porro  sequentia  :  Spatii  portionis  cuiusvis  finis  tale 
continuum  est,  cuius  dantur  eiusmodi  duo  portiones,  ut  id,  quod  utri- 
usque  finibus  commune  est,  continuum  sit,  et  quidem  tale,  ut  huius  item 
dentur  eiusmodi  duo  portiones,  quarum  finibus  commune  expers  est. 

Hinc 

1.  Pars  eiusmodi  expers  spatii  vocatur  punctum  spatiale,  distinctum 
omnino  a  puncto  temporis. 

In  quavis  spatii  parte  dari  punctum,  et  omnia  spatii  puncta  &equalia 
esse  item  intuitu  patet. 

2.  E  continui  prius  orti  portione  et  tum  e  continui  posterius  orli  por- 
tione  construuntur  conceptus  sequentes,  combinatis  eiusmodi  portionibus  : 

I.  Si  continuum  ex  A,  B,  .  .  .  ,  F'  constet,  et  quodvis  horum  portio 
finis  alicuius  portionis  spatii  sit,  dicitur  superficies. 

II.  Si  vero  continuum  tx  a,  b,  .  .  . ,  k  constet,  et  quodvis  horum 
portio  finis  alicuius  superficiei  sit,  dicitur  linea. 

III.  Atque  si  continuum  ex  a,  fj,  .  .  .  ,  /  constet,  et  horum  quodvis 
aut  superficies  aut  linea  sit,  dicitur  forma   sensu  proprio. 

IV.  Si  vero  continua  qualiavis  P  &t  Q  fuerint  e  spatto,  atque  aliquid 
commune  habuerint,  tum  si  7  complexus  omnis  eius,  quod  utrique  com- 
mune  est,  pars  utriusque  indivellibilis  sit  (Tom.  I.  pag.  23),  dicitur  /  sectio 
ipsorum  P  et  Q  se  mutuo  secantium. 
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3.  Interim  superficies  etiam  eiusmodi  continua  pars  indive!libilis  spatii 
dici  potest,  cuius  nuUa  portio  linea  est.  Imo  statim  definito  stabilitoque 
motu  geometrico,  linea  etiam  via  puncti  dici  potest,  et  lineas  via  quoque 
superficies  est,  sed  non  quEevis  superficies  via  HneEe  est. 


§■  3. 

Redeundo  e  spatio  in  mundum  externum  unde  segregatum  erat,  cor- 
pus  idera  in  alio  quoque  loco  videnti  qusestio  succurrit,  niim  loca  eius- 
dem  diversa  aequalia  sintf  Intuitus  ostendit  sequalia   esse. 

I.  Hinc  quum  in  quavis  spatii  portione  cogitari  corpus  queat,  con- 
struitur  sine  uUa  virium  consideratione  pro  quavis  portione  spatii  mo- 
bile  tale,  quod  cum  ea  coincidens  ab  ea  diversura  cogitatione  quaqua- 
versum  libuerit  in  spatio  ferri  queat,  nihil  aliud  e  corporis  externi  qua- 
litate  retinens,  nisi  quod  idem  sub  eodem  tempore  diversa  loca  occupare 
nequeat. 

II.  Cum  ita  constructo  mobili  iterum  reditur  in  spatium,  formaturque 
axioma  congruentiae.  Nempe  si  posito  niobili  tali,  idem  diversis  tem- 
poribus  posset  cum  A  et  £  coincidere,  tum  A—B  esse  intuitus 
ostendit. 

At  non  cum  quibusvis  A  et  B  geometrice  aequalibus  (de  quo  inferius) 
mobile  idem  coincidere  potest :  Ex.  gr.  ?a  A  ?X  B  cochleae  una  ad  dex- 
tram  altera  ad  Itevam,  etsi  alioquin  ^quales,  sint ;  et  innumeros  casus 
tales  dari  patebit.  At  per  Tom.  I.  pag.  12.  Ax.  V.  certa  cum  determina- 
tione  talia  A  et  a  generabuntur,  ut  mobile  idem  diversis  temporibus  cum 
a  et  B  coincidere  queat. 

Quando  quidvis  B  raoveri  dicetur,  semper  tale  mobile  continuum 
intelligi  debet,  in  quod  incidit  totum  B,  etiamsi  complexus  punctorum  sit. 

Si  vero  scribatur 

A*B*C*.  .  .  =  a*d*c*.  .  ., 

intelligatur  mobile  in  quod  cadunt  A,  B,    C,  .  .  .  ita    poni    posse,    ut  A 
cum  a,  B  cum  b,    C  cum  c,  .  .  .  simul  coincidant. 
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Vivit  raagis,  facilior  evidentiorque  lit  Geometria  motu  dicto  admisso, 
usique  eo  sunt  Archimedes  Graecus  ct  Britannus  ;  atque  simulac  trian- 
gulum  unum  superimponitur  alteri,  uti  in  Euclide,  idem  ubique  admit- 
tendum  sensu  dicto  est ;  reipsa  enim  spatii  pars  nulla  locum  sed  rem 
eam  tantum,  quam  sub  certo  temporis  puncto  capit,  mutare  potest.  Pro- 
lixius  tamen  eadem  sine  motu  quoque  tradi  possunt. 

§•4. 

Interim  post  dicta  ultro  subvenit  in  determinationem  conceptuum  mo- 
tum  respicientium  inquirere. 

!.  Locus  ipsius  A  dicitur  in  spatio  complexus  omnis  eius,  cum  quo 
aliquid  ex  A  sub  eodem  puncto  temporis  coincidit. 

2.  Quod  sub  quovis  puncto  temporis  7'est,  dicitur  semper  esse  sub  T. 

3.  Prodeunte  quasi  formula,  quod  M  habeat  locum  L  sub  T,  aut 
sub  T  locus  L  est  ipsius  M,  succurrit  quEerere,  quidnam  sit,  si  per  om- 
nes  combinationes  transeundo  substituatur  ipsi  M  aliquid  ex  M,  omne 
ex  M,  non  omne  ex  M,  nullum  ex  M,  aut  aliquid  exclusive  ;  ipsi  T 
vero  substituatur  aliqua  puncta  temporis,  omnia,  nulla  vel  aliqua  ex~ 
clusive ;  atque  ipsi  L  substituatur  idem,  non  idem.  Item  quEevis  horum 
variis  determinationibus  afficiantur,  atque  casus  constructi  vario  modo 
combinentur ;  at  brevitatis  gratia  quaedam  tantum  magis  necessaria  refe- 
renda  sunt ;  notando  ad  sensum  combinationum  attendendum  esse.  Ex. 
gr.  omni  locus  non  idem,  et  non  omni  locus  idem,  haud  aequivaient ; 
nempe  prius  denotare  potest,  quod  omni  sit  non  idem  locus,  id  est  nuUi 
sit  locus  idem. 

4.  Omni  ex  M,  id  est  omni  quod  ex  M  est,  iocus  idem  in  spatio 
semper  sub  tempore  continuo  T,  quies  ipsius  M  sub   T  dicitur. 

5.  Alicuius  ex  M  locus  non  idem  sub  aliquibus  punctis  ipsius  T,  est 
motus  ipsius  M. 

6.  Motus  sub  quavis  portione  ipsius  T  eveniens,  est  motus  sub   T. 

j.  Alicuius  autem  exclusive  locus  idem  semper,  est  vel  motus  in 
loco,  ex.  gr.  sphjerae,  si  aliquod  illud  ipsum  M  sit,    vel  compositio  qui- 
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etis  et  motus,  nerape  si  aliquid  quiescat  moto  M ;  imo  sphsera  in  loco 
sui  moveri  potest,  quiescente  centro  tantum  vel  etiam  diametro. 

8.  Si  quid   Q  ex  M  moto  hoc  quiescat,    dicitur  M  circa   Q  moveri. 

g.  Porro  aliqua  puncta  ipsius  T  possunt  certo  modo  detenninata  duo 
puncta  quoque  denotare. 

aj  Omni  ex  M  locus  idem  duntaxat  sub  primo  et  ultimo  puncto 
temporis  alicuius,  est  reditus  perfectus. 

b)  Ipsi  M  locus  non  idem  sub  certis  punctis  a  et  h  ipsius  T,  parit 
conceptum  sequentem :  Si  locus  non  idem  sit,  aut  liabet  prior  cum  pos- 
teriore  commune  aut  non ;  si  nec  quidquam  aut  utriusque  indivellibile 
sit  commune,  dicitur  M  totaliter  etnotum. 

cj  Si  pro  quovis  puncto  a  ipsius  T  sit  talis  pars  continua  eius  ipsura 
a  coraplectens,  ut  sub  nuUis  duobus  punctis  huius  sit  locus  idem  ipsius 
M,  aut  portionis  ullius  eius,  tum  M  porro  moveri  dicitur. 


i  5. 

Prima  operatio  motus  intuitiva. 

Variffi  binc  exoriuntur  quaestiones  ; 

I.  Potestne  punctura  p  undevis  moveri  usquequo  in  quodvis  datum 
spatii  punctum  M  perveniat,  et  quidem  ita,  ut  quidvis  in  quod  cadit 
secum  ferat?  et  p  qualem  viam  describit  ? 

Intuitus  ostendit  p,  quidvis  in  quod  cadit  secum  ferendo,  via  qua- 
cunque  p  cum  M  connectente,  (imo  innumerabilibus  viis)  moveri  posse 
usque  in  M,  et  viam  quamvis  eius  esse  lineam. 

Et  hEec  est  prima  operatio  motus  intuitiva. 

Linea  si  e  nullo  eius  puncto  duabus  plures  puncti  via;  in  ea  dentur, 
AxqWmx  simplex;  et  superficies,  cuius  nullarum  trium  portionum  qua- 
rumvis  binarum  sectio  eadem  linea  simplex  datur,    dicitur  simplex. 

Linea  simplex  dicitur  in  se  rediens,  si  punctum  in  ea  motum  in 
locura  primum  ita  redire  queat,  ut  antea  in  nullo  loco  iara  habito 
fuerit. 
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Operatio  secunda  motus  intuitiva. 


II.  QuKJStio  fit :  num  moto  mobili  aliquid  ex  eo  quiescere  possit? 
Num  possit  unum  punctum  quiescere,  et  duntaxat  unum?  num  duo  aut 
plura?  et  tum  complexus  omnis  sub  motu  quiescentis  qualisnam  sit  ? 
qualis  esse  nequeat? 

Quoad  primum  intuitus  ostendit  quodvis  M,  in  quod  p  cadit,  innu- 
merabilibus  viis  posse  circa  p  moveri,  ita  etiam,  ut  quodvis  punctum  a 
in  M  cadens  (a  p  diversum}  redeat. 

Hinc  passus  ad  omne  parit  superficiem  sphasrae,  nempe  complexum 
omnis  eiusmodi  puncti  b,  ut  p*a=^p*b. 

Intuitus  ostendit  : 

1.  Complexum  hunc  esse  superficiem,  per  quam  spatium  in  duas  por- 
tiones  dispescitur,  unam  cum  puncto  p  interno  undique  clausam,  et  alte- 
ram  circumcirca  in  infinitum  exclusam,  ipsam  vero  esse  finem  utriusque 
communem. 

2.  NuUuni  punctura  posse  ex  una  portione  in  aliam  venire,  nisi  per 
finem  coramunem  transeat:  quod  deinde  extenditur  ad  quasvis  duas 
portiones  continui  alicuius  finem  communem  habentibus,  si  punctum 
in  eodem  continuo  moveri  oporteat. 

Potest  sphjera  dicta  dici  sphaera  puncti  a,  centro  p  ;  atque  puncta 
superficiei  a  centro  aequaliter  distantia  dici  possunt,  distantia  puncti 
p  ab  a  per  a*p  expressa  (seusu  pag.  3,) 

Complexum  punctorum  omnium  a  centro  eequaliter  distantiura  super- 
ficiem  esse,  si  non  ipsum  pro  axiomate  adsumatur,  probari  quoque  po- 
test :  nempe  si  quid  portionis  spatii  complectatur,  id  circumcirca  adesse 
debet,  et  quidem  sine  uUa  prominentia,  quum  id  item  ubique  circum- 
circa  fieri  deberet ;  itaque  duse  superficies  essent  exterior  interiorque, 
centrum  undique  punctis  oranibus  aequidistantibus  claudentes  ;  quas  diver- 
sas  esse  non  posse  itera  intuitu  patet. 
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Operatio  tertia  motus  intuitiva. 

III.  Sed  sphEeram  consideranti  ostendit  porro  intuitus,  quod  si  pnncta 
a,  h,  p  in  ilf  cadant,  atque  ipsius  b  via  detur  circumcirca  quoad  a#p 
aequaiiter  determinaTa  :  tum  M  ita  moveri  circa  a*p  potest,  ut  viam 
dictam  describat. 

IV.  At  vero  quffistio  oritur: 

1.  Quoraodo  punctum  eiusmodi  b  ostendi  possit,  cuius  circumcirca 
a*p  via  detur  ? 

2.  Num  id  quoque  fieri  possit,  ut  pro  b  nonnisi  unum  tale  5  detur 
ut  a*p*b  =  a#p*b?  et 

3.  Quidsi  id  quoque  fieri  possit,  ut  nullura  tale  b  detur,  ut 
a»p*b  ==a»p*b? 

Atque  hinc  ipsi  a  *  p  quidvis  A  substituendo,  conceptus  sequens 
oritur.  Si  non  detur  tale  C  diversum  a  .5,  ut  A  *:  B  ^  A*C',  et  quidem  ut 
quovis  puncto  ipsius  A  in  loco  primo  manente,  C  in  locum  non  eundem 
cum  £  cadat,  dicitur  B  umcum  tpsius  A.  Si  vero  nec  uUum  puncturo 
ipsius  B   aliorsum    cadere    queat,    dicitur    B   ipsius  A  prorsus  unicum. 

Facile  animadvertitur  A  secum  coincidere  posse,  etsi  puncta  non 
omnia  loco  priore  maneant ;  ex.  gr.  si  pro  p  centro  sphasrEe  et  a  pun- 
cto  superficiei,  denotetur  a»p  per  A,  erit  etiamsi  p  in  a  et  a  in  p 
cadat,  sphsera  duplex  unica  ipsius  A  ;  et  noraen  speciale  huic  casui  quo- 
que  dari  potest. 

Interira  qu^stio  etiam  oritur,  num  a*p==p*a?  Intuitu  ita  esse  patet. 

Exempla. 

Si  a,  b,  c  vertices  trianguli  sint,  quidvis  e  spatio  ipsius  a*b*c  pror- 
sus  anicum  est ;  superficies  quse  revolutione  lincEe  cuiusdam  circa  duo 
puncla  fit,  horum  unica,  sed  non  prorsus  unica  est. 

Si  vero  ab  —  ac,  tum  poterit  a«b*c  secum  etiam  ita  coincidere,  ut 
<X  in  se,  b  in  c  et  C  in  b  cadant,  et  si  plani  in  quo  triangulum  est,  una 
plaga  o.  altera  li  dicatur,  facies  trianguii  quas  ipsi  «  obversa  erat,  ipsi 
(i  obvertetur,  et  ipsi  a  qua;  ipsi  fi  obvertebalur  ;  atque  si  punctum  p  in 
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plagam  a  cadat,  et  triangulum  circa  perpendicularem  ex  a  ad  bc  simu! 
cum  a  verti  concipiatur,  dum  a  in  jj  cadet,  p  quoque  in  /:?  erit,  et  si 
in  p'  cadat,  erit  a*b#c*p4^a*c*b*p'.  Idem  patet  etsi  p  in  planum 
idem  extra  perpendicularem  dictam  cadat;  atque  in  omni  casu  unum  ad- 
huc  dabitur  punctum  p'  tale  ut  dictum  e:it,  nisi  p  in  perpendicularem 
dictam  cadat :  tum  vero  erit  etiam  a*b#c*p^a*c*b*p. 

§.  5. 

Hinc  passus  ad  omne  fit :  nempe  complexum  omnis  puncti  quod  uni- 
cum  punctorum  a,  b  est,  nempe  rectam  ;  quod  item  latius  extensum, 
parit  conceptum  sequentem. 

Ilhid  e  spalio,  quod  quorumvis  duorum  punctorum  sui  quodvis  uni- 
cum  punctum  spatiale  complectitur :  dicitur  recia  si  imea  sit,  p/ant/m  si 
superficies  sit ;  patebitque  esse  spatium  quaquaversum  infinitum,  si  por- 
tionem  spatii  complectatur  ;  imo  et  recta  planumque  per  hanc  definiti- 
onem  infinita  exhibentur ;  at  vero  num  dentur  talia,  qu^stio  fil.  Inferius 
ostendetur,  rectam  per  queevis  duo  puncta,  planum  per  qu^vis  tria  pun- 
cta  dari. 

Cum  definitio  ista  simul  affinitatem  plani  cum  recta  exprimat,  plures 
exactas  quidem  supprimere  Hcet ;  aHqua  tanien  huius  generis  adferre 
fas  est. 

Forma  certorum  duorum  punctorum  unica,  cuius  pro  omnibus  pun- 
ctis  datur  tale  idem  punctum  p,  ut  pro  quibusvis  duobus  punctis  a  et 
b  formse  dictse  sit  p»a==p*b,  est  si  linea  sit  circulus,  si  superficies  sit 
sphaera. 

Linea  simplex  certorum  duorum  punctorum  unica  est,  si  rediens  sit, 
circulus,  si  non,  recta. 

Forma  alicuius  puncti  unica  est  sphaera. 

Elegans  est  plani  definitio,  quam  loannes  Bolyai  Auctor  Appendi- 
cis  dedil,  coraplexum  omnis  eiusmodi  puncti  p,  ut  pro  certis  duobus 
punctis  a  et  b,  iisdem  pro  omnibus  p,  sit  p#a  =  p*b,  dicendo  planum, 
sectionem  duorum  planorum  vero  rectam. 
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§.  7. 

Prodeunte  plano,  jn  quod  cadit  a  quovis  puncto  ad  quodvis  eius- 
dem  ducta  recta,  campus  simplicior  clariorque  aperitur,  circumcirca  ex- 
pansus  in  infinitum,  spatium  in  duo  dimidia  Eequalia  dividens,  quamvis  (ut 
inferius  ostendetur)  congruere  manentibus  omnibus  dividentis  punctis  in 
suis  locis  nequeant.  Huc  idcirco  mens  e  spatio  quaquaversum  infinito 
descensura,  antea  tamen  in  rectEe  planique  combinationes  generabter 
disquirit. 

Quaevis  A  et  B,  quorum  quodvis  aut  rectam  aut  planum  denotet, 
aut  secant  se,  aut  non  ;  qua;ritur,  num  possint  secare,  et  possint  non 
secare?  et  si  possint,  quando  id  fiat?  et  sectio  qualis  sit  ? 

Demonstrabitur  pro  dato  quovis  plano  P  et  puncto  p  dari  tam  pla- 
num  quam  rectam  ipsum  p  complectentia,  ipsum  P  non  secantia,  etsi 
singula  siraul  infinita  accipjantur;  ita  pro  data  recta  A  et  quovis  puncto 
p  dari  rectam  B  patebit  ipsum  p  complectentem,  quas  ipsam  A  non 
secet,  etsi  utraque  infinita  concipiatur ;  et  quidem  tam  in  illo  plano,  in 
quo  A  et  ^  sunt,  quam  extra  illud.  Patebit  porro  per  idem  punctum 
innumera  plana  dari,  et  quorumvis  planorum  P  et  Q  infinitorum  punctum 
commune  habentium  sectionem  rectam  utrinque  infinitam  esse ;  ita  per 
quodvis  punctum  rectas  innumeras  dari,  et  quarumvjs  duarum  rectarum 
aliquid  coramune  habentium  sectionem  unum  punctum  esse. 

At  quffistio  subvenit,  num  per  p  unum  solum  aut  plura  quoque  plana 
diversa  dentur  planum  P  non  secantia  ?  Si  nonnisi  unum  sit,  tum  et 
sectio  plani  iUius  sohus  P'  atque  plani  P,  per  planum  tertium  Q  (per 
rectam  ex  aliquo  puncto  ipsius  P  ad  aliquod  ipsius  P'  ductam  positum) 
facta,  eiusmodi  par  rectarum  producet,  quas  in  planum  Q  cadentes  se 
invicem  non  secant,  sed  quEevis  alia  per  punctura  p  in  eodem  plano  Q 
posita  secat  rectam  ipsis  P  et  Q  communem  ;  nam  si  non  secaret,  facile 
demonstratur  et  planum  per  rectam  illam  ex  p  positum  dari,  quod  pla- 
num  P  non  secaret.  Atque  tum  Axioma  XI.  Euclidis  constaret:  sed  de 
hoc  plura  inferius. 
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Hic  prius  plures  rectas  ex  eodem  puiicto  euntes  combinando  oritur 
conceptus  sequens. 

I.  Si  recta;  e  puncto  eodem  p  exeuntes  in  forma  quadam  /  'sive 
pars  plani  sit  sive  non;  desinant  :  complexus  reetarum  omnium,  qu«  a 
p  ad  puncta  forma;  /  sunt,  dicitur  pyramis  sensu  lato  basi  f  insistens  ; 
quo  etiam  triangulum  pertinet,  si  forma  /  recta  sit. 

Hinc  porro,  rectarum  istarum  quidem  cuiusvis  sua  magnitudo  deter- 
minata  est :  at  rectis  his  quasi  ex  p  acceptis,  et  complexu  extremitatum 
earum  pro  obiecto  considerationis  posito,  facile  succurit  quaerere,  quidsi 
omnes  ex.  gr.  bis  vel  ter  y  longiores  brevioresve  essent?  verbo  ut  quse- 
vis  fiat -^-ta  prioris?  Atque  hinc  oritur  conceptus  sequens :  notando 
quod  per  plagam  k  ipsius  A  intelligatur  illa  portio  a  continui  A  por- 
tionibus  a  et  fl  constantis,  in  qua  k  est,  posset  si  de  a,  excluso  c  quod 
ipsi  «,  {i  commune  est,  sermo  sit,  regio  k  ex  c  dici.  Per  internum 
continui  vero  intelligitur  id  quod  ex  eo  est,  nihil  cum  fine  illius  com- 
mune  habens. 

I.  Si  quidvis  Q  fuerit  e  spatio,  cuius  punctum  quodvis  generaliter 
(Q  dicatur,  et  sit  pro  omnibus  Q  idem  punctum  p  et  eadem  quantitas  fl, 
atque  accipiatur  in  omni  quavis  recta,  a  p  per  aliquod  Q  eunte,  recta 
pq=--(>.pQ,  omni  quovis  q  in  ea  rect^  p(Q  plaga  in  qua  O^  est  accepto; 
tum  complexus  P  omnis  q  dicitur  simile  ipsi  O ;  atque  complexus  quo- 
rumvis  q  complexui  ipsorum  (Q  illi  q  respondentium  homologiim  audit. 
Hoc  sensu  igitur  dari  quoque  similia  patet. 

Possunt  etiam  P  et  Q  similia  dici,  si  cuivis  puncto  cuiusvis  ipso- 
rum  P  et  Q  respondeat  certum  alterius  punctum,  et  cuivis  alii  aliud, 
atque  detur  quantitas  /:/  eadem  pro  omnibus  talis,  ut  qugevis  puncta  2i, 
23  fuerint  ipsius  P,  iisque  respondeant  a,  b  ex  Q,  sit  'Wi^  —  j-j.ab.  Dari 
talia,  si  Axioma  XL  Euclidis  constiterit,  per  triangula  ad  p  verticalia 
patet. 

Aut  :    si  qujevis    tria    puncta    21,    X\    C    accipiantur    in    P,  iisque  ut 
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dictum  est  respondeaiit  a,  b,  c  ex  Q,  atqiie  anguli  (de  quibus  inferius) 
TlBtZ  —  abc,  B2l€  —  bac,  et  BCU  —  bca;  tum  pariter  P  e\.  Q  similia 
dici  possunt,  posito  Axiomate  XI.  Euclidis. 

Elegans  est  conceptus  similium,  quem  loannes  Bolyai  Appendicis 
Auctor  dedit.  Si  e  puncto  eodem  quocunque  p  concipiantur  rectas  ad 
omne  punctum  ipsius  Q  :  complexum  extiraarum  omnium  ex  omnibus 
illis  rectis,  quje  a  p  ad  punctum  aliquod  ipsius  Q  sunt,  in  infinitum  pro- 
ductarum,  /ormam  relativam  ipsius  Q  appellando,  similia  dixit  P  et 
Q^  si  cuivis  formas  relativBe  ipsius  P  detur  forma  aliqua  relativa  ipsius 
Q  sequalis. 

Quodvis  autem  horum  per  quodvis  eorundeni  poni  demonstrari  po- 
test,  si  Axioma  XI.  Euclidis  constiterit. 

2.  Sed  e  prima  definitione  facile  qutestio  oritur  :  quidsi  omnia  q  in 
altera  plaga  (non  ubi  respondens  Q  est)  accipiantur?  Hoc  pacto  quoque 
formas  certo  respectu  sirailes  prodire  patet,  si  conceptum  ita  extendere 
libuerit ;  at  etiam  pro  ii=i  formas  tales  verticales  prodeunt,  quse  alio- 
quin  certo  respectu  statim  dicendo  Ecquales,  nunquam  tamen  congruere 
queunt,  atque  etiam  comprassentes  discerni  preeter  locnm  quoque  pos- 
sunt.  Ex.  gr.  Sit  Q  manus  dextra ;  generabitur  in  plaga  altera  post  p 
forma  manui  sinistr^  congruens  ;  si  nimirum  forraa  generata  ita  inver- 
tatur,  ut  quod  supra  erat  infrorsum,  et  quod  infra  erat  sursum  veniat, 
prodibit  imago  qnasi  in  speculo  ^'  per  p  posito  facta,  versione  dicta  circa 
perpendicularem  ex  p  ad  speculura  S  usque  ad  duos  rectos  facta.  Intel- 
ligitur  autem  hic  per  imaginem  ipsius  Q  complexus  punctorum  omnium, 
quse  perpendiculares  ex  omnibus  punctis  ipsius  Q  ad  planum  ^'  missas, 
in  altera  spatii  plaga  eequaliter  continuatas  terminant,  Facile  patet,  ver- 
sione  dicta  perpendiculares  e  punctis  respondentibus  quibusvis  2i  et  a 
ad  5  missas  antea  asquales,  nunc  in  puncto  eodem  ipsius  5  terminari. 
Sit  nempe  (Fig.  i.)  in  plano  speculi  recta  ad  planum  tabulee  perpendi- 
cularis  ex  p,  sitque  ipsius  I13I23C  punctum  D,  supra  tabulam,  SJBC  in 
plano  tabulse,  fiantque  ap  =  2Ip,  bp  =  3p,  cp  =  Cp,  et  bp^Dp:  erit 
manifesto  i)  infra  tabulam,  et  propter  triangula  verticaUa  Eequalia  erunt 
perpendiculares  e  literis  nominis  eiusdem  ad  planum  speculi  missse  sequa- 
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les :  atque  si  schema  iiterariim  minorum  circa  Pp  perpendicuiarem  ad 
pE  per  duorum  rectorum  intervallum  vertatur,  cadet  in  in  211  y,  et  & 
quoque  supra  tabulam  e  regione  ipsi  D  erit, 

Rem  adhuc  illustrat,  si  duarum  cochlearum  alioquin  a^qualium,  una 
dextrorsum  altera  sinistrorsum  torta  sit,  atque  illa  ad  latus  speculi,  h^c 
coram  teneatur  ;  sinistras  imago  erit  cochlea  dextra,  quse  illi  qust  ad 
latus  tenetur,  congruere  poterit ;  ita  imago  manus  dextrse  manui  sinistree 
congruere  poterit ;  sed  manicse  manui  dextrse  congruentis  superficies 
interior  extrorsum  vertenda  est,  ut  sinistrse  congruat. 

3.  Unde  etiam  conceptus  sequens  oritur,  Si  A  non  omnia  puncta  in 
eodem  plano  habeat,  neque  complexus  sit  eiusmodi  partium  a  et  d,  ut 
a  et  imago  ipsius  b  comprassentes  nonnisi  per  locum  discerni  queant : 
tum  A  et  quodvis  tale  £,  ut  B  et  imago  ipsius  A  compr^sentes  non- 
nisi  per  locum  discerni  queant,  dicuntur  /ormae  contrarie  aequales. 
Nempe  hae  sunt,  quEC  congruere  nequeunt ;  quamvis  per  perpendicula- 
res  ex  eiusdem  plani  iisdem  punctis  in  utraque  plaga  eequales,  resultata 
(per  Ax.  V.  pag.  12,  Tom.  I.)  operationum  aequalium  sint,  prseterquam 
quod  UDum  in  una,  alterum  in  altera  plaga  generetur. 

4.  Unde  item  novus  conceptus  nascitur :  nempe  geometrice  aequalia 
dici  possunt  A  et  B,  si  aliquod  L  possit  cuivis  aut  ipsi  aut  imagini  eius 
congruere. 

5.  Notandum  autem  est,  et  ad  facies,  quibus  congruibilia  congruere 
queunt,  attendendum  esse.  Ex.  gr.  trianguli  non  ffiquicruri  imago  cum 
ipso  nonnisi  faciebus  e  regione  stantibus,  aut  faciebus  aversis  tegentibus 
se  invicem  congruere  possunt.  Dicantur  ob  conceptum  faciliorem  facies 
obversEe  eiusdem  coloris  ex,  gr,  albi,  aversse  nigri ;  facies  alba  albam, 
aut  nigra  nigram  tegat  necesse  est,  ut  congruant :  si  vero  parallelo- 
gramnii  una  facies  alba  altera  nigra  sit,  tum  triangula  per  diagonalem 
facta  generaliter  nonnisi  ita  congruunt,  ut  facies  alba  trianguli  unius 
nigram  alterius  tegat.  CircuU  vero  aut  trianguli  Eequicruri  iraago,  circa 
rectam  bifariam  dividentem  ad  duorum  rectorum  intervallum  mota, 
nigram  faciem  albae  obvertens  quoque  congruere  poterit. 

Sed  prius  dicta  illustrantur  adhuc  per  sequentia.  Si  e  trianguli  puncto 
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quovis  fiant  ad  planum  trianguli  perpendiculares  in  utraque  plaga  sequa- 
les :  tum  formse  ipsius  F  dantur  partes  tales  ut  supra  dictura  est,  nempe 
forma  e  triangulo  et  perpendiculari  quee  in  una  plaga  est  constans,  item 
forma  ex  eodem  triangulo  et  perpendiculari  altera  constans  tales  sunt, 
ut  complexus  earum  F  sit,  et  una  imagini  alterius  absohite  aequalis  sit ; 
atque  F  cum  imagine  sua  congruere  quoque  potest. 

At  si  in  una  tantum  plaga  sit  perpendicularis,  nisi  e  perpendiculari 
triangulum  ^quicruTum  bifariam  dividente  erecta  sit,  heec  forma  talibus 
duabus  partibus  ut  dictum  est,  non  gaudet ;  neque  potest  cum  imagine 
sua  congruere. 

Sil  item  (Fig.  2.)  ianua  21SCI>  ;  ad  U,  -D  sint  cardines,  €^(5^  sit 
sera  prominens,  quae  cum  prominentia  ipsius  €  ianuam  claudit ;  sit  imago 
huius  ^Codi,  et  facies  e  regione  stantes  sint  albje,  manifesto  sera  et  imago 
eius  prominens  erga  se  invicem  porrecta  sunt,  atque  faciebus  albis  et 
213  ac  ah  congruentibus,  sera  et  imago  eius  in  plagas  contrarias  cadent ; 
sed  si  ad  ^C  et  (5fj  (supra  et  infra)  omnia  Eequalia  essent,  adeoque  da- 
rentur  duse  partes  ut  dictum  est :  tum  verso  ipso  <xh<^  circa  if  usque  ad 
duos  rectos,  ut  facies  nigra  imaginis  faciei  albse  obiecti  obvertatur,  pro- 
dibit  'iizha.,  cuius  (simul  cum  sera,  iuxta  schema)  facies  nigra  congruit 
albse  faciei  ipsius  ^lBCf.  At  si  ad  €  sit  aliquid  ut  supra,  quod  ad  ?\ 
non  est,  congruentia  impossibilis  est. 

Cuiusvis  animalis  forma  externa,  in  qua  montrositas  nulla  est,  ita  a 
natura  comparata  est,  ut  gaudeat  duabus  eiusmodi  partibus,  ut  supra 
dictum  est ;  imo  talibus  ut  una  imago  alterius  esse  possit,  quasi  ex  uno 
plano  in  utraque  plaga  modo  supra  dicto  ^qualiter  generata,  geometrice 
sensu  dicto  sequalia  essent. 

Notandum  autem  est,  inter  omnes  superficies  solum  planum  esse, 
cuius  quaslibet  facies  alteri  obversa  hanc  tegere  queat ;  atque  in  syste- 
mate  Euclideo  planum  solum  cum  sphasra  in  eo  convenire,  quod  utrum- 
que  circa  quodvis  sui  punctum  in  se  moveri  queat  (inferius,  "31351,  §.  8) 
et  solum  discrimen  esse,  quod  sphaerse  quodvis  punctum  ab  eodem  certo 
aequidistet. 

II.  Rectis  porro  pluribus,  imo  innumerabilibus,  punctum  p  commune 
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habentibus,  in  sectione  pr^cedente  ob  oculos  habitis,  facile  cogitatur 
rectam  pP  circa  p  moveri,  et  formam  vi£e  eius  considerare  :  inter  vias 
eius  possibiles  occurit  etiam  via  rectas  pp  circa  p  porro  ita  mot£e  ut 
redeat.  Via    tahs    aut  erit  in  plano  eodem  tota,  aut  non, 

1.  Si  prius :  tum  via  cuiusvis  puncti  prseter  p  vocatur  circtihis,  et 
pars  qucCvis  continua  eius,  perimetrum  intelligendo,  dicitur  arcus,  recta 
vero  quse  a  p  usque  ad  punctum  est,  de  cuius  via  serrao  est,  radius, 
P  centrum^  et  recta  ab  uno  periraetri  puncto  ad  ahud  chorda^  et  si  h^c 
per  centrum  eat  diameter,  pars  plani  inter  arcum  et  chordam  eius  com- 
prehensa  segmentum,  illa  vero  quse  inter  arcum  et  radios  per  extremi- 
tates  arcus  ductos  est,  sector  dicuntur. 

Si  vero  (Fig.  3.)  punctum  ab  0  incipiendo  in  peripheria  semper  porro 
moveatur  usque  ad  quodvis  punctum  E,  et  via  v  eius  accipiatur  positiva, 
si  via  supra  diametrum  ah  (quEe  primaria  dicatur)  incipiat,  el  negativa, 
si  via  infra  ob  incipiat ;  atque  partes  diametri  dictse  e  centro  versus  a 
positive  versus  b  negative,  et  perpendiculares  ad  oh  supra  ofd  positive 
infra  ah  negative  accipiantur :  dicitur  distantia  fm  puncti  E  ab  C^  (id  est 
perpendicularis  ex  X  ad  diametrura  primariam)  sinus  viae  dictae  f  ab  a 
usque  ad  X,  sive  positive  sive  negative  facta  fuerit  via,  imo  etsi  punctum 
dictum  seraper  porro  motum  quotiesvis  iterum  iu  a  pervenerit,  dummodo 
demum  in  f  subsistat.  Distantia  cm  centri  vero  a  sinu  vocatur  cosinus  ipsius  v, 
distantia  am  initii  a  autem  ab  eodem  sinu  sinusversus  ipsius  v  audit ; 
"cos"!"  ^"t^"*  P'^°  radio  =1  dicitur  tangens  ipsius  v,  et  -c-og— ^-  secans 
audit.  Complementum  ipsius  v  dicitur  tahs  arcus  a,  ut  a-\-v—  quadranti  q, 
si  ex.  gr.  v  =  %q,  erit  a  =  '-^  2q.  Insignitur  autem  sin.  «,  tang.  «, 
sin.  vers.  a,  sec.  «  nomine  eodem  relato  ad  v,  nonnisi  syllaba  co  pr^posita, 
nerape  dicitur  cosinus  v,  cotangens  v,  cosinus  versus  v  i^,  quasi  dice- 
retur  complementi  sinus  ^;  ut  facile  patebit  et  cosinus  definitionem  pri- 
orem  cum  hac  convenire,  uti  et  sinum  versum  dici  potuisse  i — cos. ; 
atque  suo  loco  omnes  has  functiones  trigonometricas  dictas  geometrice 
exhiberi.  Nomen  sinus  inde  exortum  est,  quod  semissis  chordse  arcus 
duph  per  s.  ins.  (idest  semissis  inscriptae)  scribebatur. 

2,  Si  non  sit  via  rectse  prius  dicta  in  eodem  plano ;  tum  facile  cogi- 
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tatur,  rectain  motam  saltem  in  plaga  a  plano  certo  per  p  posito  eadem 
semper  manere,  donec  porro  mota  redeat ;  dicatur  via  eiusmodi  \/  forma 
ad  p  apicata,  quum  forma  eiusmodi  manifesto  singularitate  aliqua  ad  p 
gaudeat,  quod  vulgo  sub  nomine  apicis  venit. 

3.  Tura  facile  succurit  lineam  aliquam  simplicem  considerare,  cuiiis 
nonnisi  punctum  unum,  et  quidem  internum,  in  V  et  plane  in  p  cadit, 
omnia  alia  puncta  vero  in  plagam  spatii  ex  V  ^b  ea  in  qua  planum  est 
diversam  cadant ;  et  lineam  illam  in  superficie  aliqua,  et  demum  in  plano 
sitam  considerare,  et  hinc  conceptum  sequentem  generaliorem  con- 
struere. 

4.  Si  k  aut  punctum  internum  linex  talis  /,  qu^  portio  formae  /^est, 
aut  linea  talis  sit,  cuius  punctum  quodvis  internum  p,  internum  etiam 
est  linese  alicuius  L  in  plano  sitas,  et  siniul  non  in  illo  plano  sitas  por- 
tioni  alicui  form^  F  communis;  atque  in  casu  priore  linea  /  puncto  k 
in  p  cadente,  in  posteriore  vero  linea  L  puncto  /  in  p  cadente,  in  pla- 
gam  respectu  formse  alicuius  ad  p  apicatas  interiorem  cadat :  tum  dici- 
tur  F  ad  k  angulum  habere,  nempe  forma  illa,  qua  F  ex  k  incipit, 
angulus  vocatur, 

Facile  videtur,  angulos  esse  posse  in  lineis,  in  superficiebus,  necnon 
in  continuo  e  Hnea  et  superfiicie  composito. 

5.  QuEestio  autem  fit:  num  recta  A  e  puncto  interno  /  recta;  H 
ducta  angulos  faciat  ?  et  quot  angulos  efficiat  recta  A  continuata  per /? 
num  aliqui  eorum  sint  ^quales,  et  qui  sint  ii?  Facile  patebit  verticales 
dictos  esse  semper  asquales ;  si  vero  singuli  quatuor  qui  efficientur  sint 
inter  se  tequales,  aut  recta  A  per  i  non  continuata  efficiat  duos  angu- 
los  tequales,  vocatur  quilibet  eorum  rectus.  Fit  vero  angulus  per  duas 
rectas  factus,  rectilineus  dictus,  quantitas  respectiva  (Tom.  I.  pag.  25) 
divisione  arcus,  ex  anguli  apice  tanquam  centro,  radio  quovis  ab  una 
duaruni  rectarum  usque  ad  alteram  ducti,  per  peripheriam  totam  radii 
eiusdem  ;  si  quoti  hi  sint  pro  duobus  angulis  iequales,  et  formas  angu- 
lares  congruentes  incipere  demonstrabitur ;  si  vero  quotus  q  sit  pro  an- 
gulo  M,  et  Q  pro  angulo  (i,  atque  q^tiQ^  tum  a  dicitur  angulus  /y-tu- 
plus  anguli   'fi  (Tom.  I,  pag.  48).    Duorum    planorum    angulus    autem    fit 
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quantitas  respectiva,  arcu  illo  per  suam  peripheriam  diviso,  qui  uno 
eorum  circa  sectionem  usque  in  alterum  moto  per  quodvis  punctum 
describitur ;  eundem  quotum  prodire  patebit. 

Angutus  rectas  ab  cum  plano  vero  fit  quantitas  respectiva  dividendo 
arcum  ilkim  per  suam  peripheriam,  quo  in  superficie  sphEeras  centri  a, 
in  quo  sectio  est,  et  radii  ah,  ex  b  usque  ad  planum,  cum  radio  ab 
DuUus  minor  datur.  Denotatur  angulus  per   f\. 

6.  Passus  hinc  est  cogitare,  quid  si  forma  aHqua  ad  nulluni  sui  pun- 
ctum  angulo  gaudeat?  dicRtur /orma  eiusmodi  __;?h^«^  ;  quffi  item  facile 
cum  quantitate  combinatur ;  oriturque  conceptus  form£e,  quae  et  fluens 
et  quantitas  est ;  et  dici  forma  eiusmodi  uniformis  potest.  Ex.  gr.  recta, 
circulus,  helix,  planum,  superficies  sphferEe,  cylindri. 

7.  Ita  facile  conceptus  formae  fluentis  etiam  cum  exclusione  rectse 
planique  componitur ;  oriturque  forma  fluens,  cuius  nulla  portio  recta 
aut  planum  est,  et  dicitur  forma  eiusmodi  curva. 

8.  Porro  ad  compositionem  curvae  cum  recta  planove  itur,  quaerendo 
num  continuum  e  forma  curva  et  recta  planove  forma  fluens  esse  queat? 
oriturque  conceptus  tangentis. 

Nempe  ybrmam  curvam  P  in  puncto  p  tangere  dicitur  tam  una 
recta  eiusmodi,  quam  complexus  omnium  talium  rectarum,  ut  cuiusvis 
earum  detur  tale  punctum  internum  p  in  ^  cadens,  ut  aliqua  portio  ex 
p  incipiens  cum  linea  aliqua  in  F  sita  ex  p  incipiente  forma  fluens  sit. 
Complexus  omnium  talium  rectarum,  sive  una  tantum  sive  plures  sint, 
dicitur  tangens  totalis. 

Ex.  gr.  Sphffiram  potest  tangere  recta,  sed  tangens  totalis  planum 
est,  uti  circuh  recta. 

Hinc  facile  in  discrimen  tangentium  totalium  in  diversis  formEe  eius- 
dem  F  punctis  quasritur :  atque  si  tale  k  detur  in  F,  ut  tangentium 
totalium,  quse  ad  omnia  puncta  ipsius  k  sunt,  complexus  ipsa  tangens 
totalis  ad  p  sit,  tum  tangens  eadem  dicitur  formam  F  non  in  p  solum, 
sed  etiam  in  k  tangere.  Ex.  gr.  planum  idem  tangere  cylindrum  in  recta 
et  quovis  puncto  huius  potest. 

Imo  hinc  extenditur  conceptus,  diCQVido  &\.\d.mformas  fluentes  quas- 
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vis  F  et  f  tangere  se  invicem  in  ^,  si  in  quovis  puncto  ipsiiis  k  tan- 
gente  totali  tam  F  quam  /  eadem  gaudeant, 

Hinc  etiam  oriuntur  conceptus  supra  (Tom.  I.  pag.  290)  dicti. 

9,  Porro  conceptus  tangentis  totalis  facile  cum  conceptu  anguli  recti 
paulo  antea  dicti  combinatur,  oriturque  conceptus  generalis  perpendi- 
cularitatis. 

Nempe  si  T  tangens  totalis  formae  F  in  puncto  p  sit,  atque  recta  r 
in  p  terminata,  cum  quavis  recta  in  T  sita  ac  in  p  terrainata,  angulum 
rectum  faciat :  dicitur  r  etiam  utvis  continuata  tam  ad  T  quam  ad  F 
in  vel  ex  p  perpendicularis^  si  recta  eiusmodi  utrinque  infinita,  in  quam 
talis  r  cadit,  sola  tantum  sit  etiam  pro  tali  superficie  formam  F  com- 
plectente,  cuius  tangens  totalis  ad  p  planum  est.  Denotatur  autem  per- 
pendicularis  ^   ad  ^  per  A  ^B. 

Extenditur  idem  generalius  quoque  ad  i,  sive  punctum  sive  linea 
sit :  nempe  si  e  quovis  puncto  ipsius  k  detur  eiusmodi  perpendicularis 
ut  dictnra  est,  coraplexus  omnium  eiusmodi  perpendicularium  ad  F  ex 
omnibus  punctis  ipsius  k,  dicitur  perpendicuiaris  ad  F  in  vel  ex  k. 

III.  Demum  rectis  ex  eodem  puncto  p  ad  omnia  puncta  forrase  cu- 
iuspiam  /  consideratis,  facile  succurrit  unius  earum  plagam  in  qua  p  est 
continuare  in  infinitum,  atque  punctum  p  semper  porro  movere,  apice 
pyramidis  abeunte  in  infinitura  ;  atque  tum  quserere,  num  angulus  ad 
apicem  rectas  alicuius  decrescat?  et  si  decrescant  omnes,  num  omnes 
tendant  ad  o?  Patebit  ita  esse,  darique  pro  quavis  rectarum  dictarum 
rectam  in  qua,  recta  cuius  una  extremitas  p  altera  q  in  /  est  circa  q 
per  rectam  dictam  porro  mota,  hanc  priraa  vice  deserat ;  imo  omnes 
eas  rectas  punctum  p  commune  habentes  eo  modo  rectam  eandem  om- 
nes  simul  prima  vice  deserere  posse,  fierique  omnes  simul  infinitas. 

I.  Tum  ultro  venit  oranes  finitas  magnitudinis  eiusdem  reddere,  et 
complexui  earum  nomen  dare.  Dici  potest  hoc  prisnia  sensu  generali. 
Complexu  extremitatum,  in  quibus  rectas  Eequales  initium  in  /  habentes 
terminantur,  F  dicto :  patet  cuivis  puncto  cuiusvis  ipsorum  F  eX  f  alte- 
rius  certum  punctura,  nempe  extremitatem  rectse  alteram,  respondere  ; 
et  cuivis  alii  aliud. 
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Ex.  gr.  Si  forma  f  recta  ;■  sit,  orietur  iigura  in  plano  sita  'ut  infra 
patebit)  duabus  rectis  extimis,  recta  1%  et  coinplexu  c  punctorum,  in 
quibus  terininantur  rectse  ex  oranibus  punctis  ipsius  r  rectam  dictam 
eandem  prima  vice  non  secantes,  clausa :  at  quteritur,  c  qualenam  sit? 
et  anguli,  quos  rectEe  dicta;  ^quales  cum  /■  versus  eandem  plagam  faciunt, 
sintne  Eequales? 

Unde  itera  passus  est  cogitare,  quid  si  sequales  essent?  et  patet,  quod 
si  recta  r  moveatur  in  se  rectam  extimam  in  eodem  plano  secum  ferendo, 
donec  initium  ipsius  r  m  finem  perveniat,  extremitatis  rectas  extimge  via 
gaudebit  qualitate,  quas  de  F  dicta  est,  prasterquam  quod  non  constet 
rectas  dictas  omnes  se  invicem  modo  priore  prima  vice  non  secantes 
esse.  Atque  hinc  conceptus  sequens  oritur :  si  formarum  F  et  f  cuius- 
vis,  puncto  cuivis  respondeat  certum  punctum  alterius,  et  cuivis  alii 
respondeat  aliud,  atque  rectse  inter  puncta  correspondentia  tcquales,  et 
quasvis  binae  in  eodem  plano  sint,  neque  etsi  infinitse  sint  secent  se 
invicem  :  dicitur  complexus  rectarum  illarum  omnium  prisma  gene- 
ralius. 

2.  Interim  via  extremitatis  Hneffi  extim^e  plane  dictse  novum  con- 
ceptum  parit :  nempe  pro  angulo  quem  ea  cum  ;■  facit,  facile  rectus 
ponitur;  et  manifesto  si  (Fig.  4.)  bc  _L  ab,  et  ac  —  cb,  sive  ad  dextram 
sive  ad  Jjevam  moveatur  "^zc^^  recta  ab  in  se  et  bc  in  eodem  plano  ma- 
nente,  ob  generationes  utrjnque  et  undevis  lequales  (Tom.  I.  pag.  12.  V) 
describet  i)  lineam  uniformem,  angulos  utrinque  et  ubique  aequales  cum 
bc  facientem  ;  ^angulum  esse  infra  patebit).  Dicatur  via  h^c  ipsius  &, 
sive  continuata  sit  in  infinitum,  sive  pars  quaevis  continua  eius  accipiatur, 
aequifluens  ipsius  ab  ad  distantiam  cb.  Est  vero  linea  hasc  recta,  si 
Axioma  XI.  Euclidis  constet,  et  coustat  hoc,  si  illa  recta  sit ;  de  quo 
infra. 

3.  Hinc  facile  cogitatur  rectam  ab  alicubi  terrainavi,  ibique  aliara 
incipere,  sive  in  eodem  plano  priore,  sive  in  alio  ;  et  ubi  hsec  termina- 
tur,  item  aliam  incipere,  atque  cuique  harum  aequifluentem  ad  distantiam 
eandem  cb  dare,  continuando  idem  donec  libuerit.  Denotentur  rectse 
dictse  per  literas   maiores,    et    earum    aequifluentes    per   minores  nominis 


vGoosle 


SECTIO    PRIMA.  19 

eiusdein  ;  nempe  sit  linea  ^IJBCX)  .  .  .  e  rectis  2133,  BtE,  CD,  .  .  .  compo- 
sita,  et  ab,  bc  sint  rectarum  213,  3£  asquiQiientes  in  b  secantes  se 
invicem  y. 

Quasstio  oritur  num  3  et  b  in  plagara  plani  2IBilb  respectii  rectas 
2la  eandem  cadant?  atque  si  generaliter  ponatur,  quod  si  quEevis  litera 
magna  f^  et  parva  Ij  fuerit,  f)3  ^^  3^  i"  plagam  plani  ^3^?'  respectu 
rect^  ^Ij  eandem  cadant ;  dicuntur  Hnea  2I230  .  .  .  e  rectis  composita, 
et  linea  abcb  .  .  .,  lineae  primario  aequesitae. 

4.  Unde  iterum  generalior  conceptus  oritur  :  nempe  qu^cunque  lineee 
simplices  L  et  l  dicuntur  generaliter  aequesitae,  si  pro  utvis  parva 
recta  k  dentur  lineee  U  et  /'  primario  aiquesit^  tales,  ut  cuiusvis  ipsa- 
rum  I.  et  U  punctum  quodvis  aut  in  alteram  cadat,  aut  detur  ab  illo 
ad  aliquod  punctum  Hneae  alterius  recta  <.k;  ita  cuiusvis  linearum  /  et 
/'  punctum  quodvis  aut  in  alteram  cadat,  aut  detur  ab  illo  ad  punctum 
aiiquod  lineae  alterius  recta  <:i. 

5.  Atque  hinc  demum  oritur  generaHs  conceptus  parallelismi  for- 
marum  F  et  /;  si  e  cuiusvis  forinarum  F  eX  f  ex,  gr.  ipsius  F  quovis 
puncto  p  ductis  in  F  quibusvis  et  quotvis  Hneis  simplicibus  nihil  prse- 
ter  p  commune  habentibus,  e  certo  puncto  p  ipsius  /  iis  asquesitas  repe- 
riantur  eodem  ordine  se  invicem  excipientes,  nihil  prseter  p  commune 
habentes. 

Aut  brevius  :  si  cuivis  lineEe  simpHci  in  quamvis  ipsorum  F  et  y^ca- 
denti  detur  Eequesita  in  altero,  dicuntur  F  t\  f  parallela. 

Sensu  iatissimo  dicitur  etiam  quaevis  pars  continua  ipsius  f  paraiUla 
ipsi  F,  si  /  et  F  parallela  fuerint.  Denotatur  paraHeHsmus  ipsorum  F 
et/per  F\\f 

Num  vero  recta  alteram  primo  non  secans  (pag.  17)  huic  paraHela 
sit,  aut  num  detur  recta  rectee  parallela,  a  decisione  Axiomatis  EucHdei 
undecimi  pendet ;  de  quo  inferius. 

Notaudum  autera  etiam  aHum  paralleHsraum  distingui  posse ;  si 
nempe  in  definitione  ^quesitorum,  pro  qusevis  Htera  magna  £j  et  parva 
Ij,  recta  £j3  ^^  ^'"^  Eequifluens  in  diversas  plani  dicti  plagas  cadant,  quo 
in    casu    Hnese    213CD  .  .  .  et  abcb  .  .  .  inverse    aequesitaet    atque    inde 
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parallelae  inversae  dici  possunt,  prioribus  directis  dictis  ;  et  tum  con- 
ceptus  aequesitornm  quam  parallelorum  extendi  generalius  potest,  si 
aequesita  dicantur,  dum  qusevis  £)3  ^l^  ^?'  ^"^^  simul  in  eandem  plagam 
plani  dicti  aut  qusevis  simul  in  diversas  eiusdem  plagas  cadant. 

iFig,  5.1  exhibet  exemplum  simplicissimum,  unde  conceptus  nascitur 
pro  linea  SI^CD  .  .  .  in  plano  sita,  ita  (Fig,  6.1  parallelismi  inversi  ; 
patet  etiam  formas  parallelas  tales  dari,  quEe  se  invicem  secant. 

%■   9- 

Post  hgec,  cum  disquisitiones  istee,  qua;  mentem  in  planum  descen- 
dentem  retinebant,  ipsse  indigitent  plura  adhuc  subsidia  desiderari,  ut  pe- 
nitius  intelligantur  :  ea  in  simpUcioribus  quterens  descendit  in  planum.  Ubi 

1.  Obviara  venit,  puncti  vias  in  campo  infinito  innumerabiles  dari, 
occurritque  prteter  rectam  aliaque,  etiam  linea  simplex  in  se  rediens ; 
quEe  in  quacunque  superficie  simpHci  iuGT\\,  figura  dicitur ;  et  in  plano 
quoque  curva  varii  generis,  quo  pertinet  etiam  circulus  per  operationem 
motus  intuitivam  secundam  via  ad  planum  restricta,  aut  mere  e  rectis 
composita  aut  mixta  esse  potest.  Si  e  tribus  rectis  componatur,  triangu- 
lum,  si  e  quatuor  rectis  constet  in  plano,  quadrilaterum  audit ;  ita  si  ex 
n  rectis  composita  sit,  n  latera  figura  rectilinea  plana  dicitur ;  si  vero 
latera  Kqualia  sint,  aequilatera,  si  anguli  aquales  aequiangula  \  si  et 
latera  et  anguH  sequaHa  sint,  regularis  dicitur,  et  figura  quatuor  late- 
rum  dicitur  qiiadratum,  si  plura  fuerint  latera,  polygonum  regulare  tot 
laterum  dicitur  quot  latera  habet. 

2.  At  vero  etsi  constaret  inter  quEevis  duo  puncta  dari  rectam,  eam- 
que  totam  in  idem  planum  cadere,  atque  e  quovis  puncto  plani  radio 
quovis  dari  circulum  in  planum  idem  cadentem  totum  ;  quEe  tamen  et 
ipsa  adhuc  inferius  demonstranda  erunt :  quEestio  ultro  suboritur,  nnm 
dentur  in  pr^cedentibus  dicta?  et  num  rectarum  circulorumque  certo  nu- 
mero  ea  adesse  demonstrari  queat? 

Id  quod  certo  rectarum  circulorumque  numero  determinatur,  dicitur 
geometrice  construi  posse. 
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Per  geometrica  consiructione  perficere  aliquid^  quod  in  ita  dicto 
problemate  enunciatur,  intelligi  solet :  id  numerabilibus  eiusmodi  opera- 
tionibus  peragere,  quarum  quEevis  est  rectam  ducere  aut  circulum  de- 
scribere ;  quod  omnino  tam  rectam  ducendo,  quam  circulum  describendo, 
motum  sapit,  in  ipso  Euclide  quoque  ;  quamvis  exemplar  constructionis 
geometricffi  exhibeat,  absque  eo,  ut  eam  uUibi  definiat  lut  linguam  vivani 
bene  loquentes  regulas  GrammaticEe  subticent! ;  at  tanto  raagis  commen- 
tator  eius  statim  apud  secundam  propositionem  (ubi  puncto  p  et  recta 
r  positione  datis,  recta  in  eodem  plano  ex  p  ipsi  r  aequalis  determi- 
nanda  est)  constructionis  geometricEe  ideam  dare  debet,  ut  genius  Eu- 
clidis  percipiatur.  Requiritur  nempe  ad  hoc  perficiendum  numerus  7. 
Omnibus  immotis  fit  hoc,  et  quamvis  facile  possit  extremitas  ipsius  r 
ipsara  r  in  plano  secum  ferendo  iper  operationem  motus  primam  intui- 
tivam  ad  planum  restrictara!  usque  in  p  moveri,  aliquid  valde  pulchri 
habet  propter  fidelem  idete  constructionis  geometricse,  quam  sibi  Eucli- 
des  proposuit,  executionera. 

Interim  in  numerum  finitum  dictum  admitti  etiara  dicta  operatio 
motus  prima  potest ;  ut  si  quid  suppositis  rectis,  quas  inter  queevis  duo 
puncta  adesse  demonstrabitur  inferius,  fiat  numero  finito  operationum, 
quarum  quEevis  aut  prima  aut  secunda  operatio  motus  intuitiva  est,  via 
et  generatis  ad  planum  restrictis,  nec  plures  operationes  coniungantur, 
id  est  in  J/ moto  interea  aliud  quid  haud  moveatur:  id  geometrice  con- 
strui  dicatur,  et  quidem  sensu  stricto ;  si  vero  non  restringatur  ad  pla- 
num,  admissa  operatione  tertia  quoque,  constructio  geometrica  sensu  lato 
dicatur. 

3.  Quamquam  autem  et  veritates  tequa  dignitate  polleant  'Ut  in  na- 
tura  sol,  orbium  dies,  et  noctilucae  exigua  lurainis  in  vasta  nocte  sphsera, 
eadem  sapientia  infinita  radiant) :  Geometria  qu£e  elementaris  dicitur, 
sensu  lato  in  iis,  quse  sensu  lato  geometrice  construi  possunt,  et  sensu 
stricto  in  iis,  quee  sensu  stricto  geometrice  construi  possunt,  terrainari 
potest  iis,  qu£e  nonnisi  operationibus  coniunctis  fieri  possunt,  ditioni,  quas 
Geometria  sublimior  dici  solet,  assignatis;  uti  inferius  pluribus  exemplis 
ostendetur. 
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Post  descensum  e  spatio  quaquaversura  infinito  in  campum  circum- 
circa  in  plano  infinitum  apertum  :  disquiritur  ibidem  in  qualitates  forma- 
rum,  prius  quarura  omnia  puncta,  tum  earum  quarum  non  omnia  qui- 
dem  sed  quodvis  geometrice  sensu  stricto  construi  possunt,  et  demum 
illarum,  quarum  quodvis  punctum  ope  formarum  priorum  construi  pot- 
est.  Considerantur  autem  prius  omniraodas  combinationes  rectarum  et 
circulorum,  prouti  arbor  inferius  ostendet.  Denlque  applicata  Arithme- 
tica  e  datis  quantitates  ignotse  quseruntur,  quo  etiam  Trigonometria 
plana  pertinet,  docens  e  quibusvis  triangulum  rectilineum  determinanti- 
bus  quantitates  per  idem  triangulum  determinatas  ope  calculi  computare. 

Datur  quidem  (in  paragrapho  sequente)  etiam  Trigonometria  sphae- 
rica  :  nempe  triangula  quse  in  superficie  sphffiras  per  tria  plana  per  cen- 
trum  posita  generantur,  suo  loco  etiam  computantur.  Estque  planum 
quasi  limes  geometricus,  cuius  idea  facile  determinatur,  superficiei  sphas- 
ricEe,  centro  remoto  in  infinitum.  posita  Axiomatis  XI.  Euclidis  veritate; 
secus  autem  alia  queedam  superficies  uniformis  circumcirca  infinita  est 
limes  geometricus  dictus,  in  qua  Axioma  XI.  Euclidis,  simul  cura  tota 
Planimetria  Euclidea,  demonstratur  in  Appendice  ;  Trigonometria  sph^- 
rica  autem  a  veritate  Axiomatis  XI.  EucHdis  independenter  absolute  vera 
stabiHta  ibidem  est. 

i  II. 

Dein  reditur  in  abyssum  spatii,  unde  in  planum  descensum  erat ; 
atque  ibi  formarum  omnium  quas  in  plano  prodierunt,  combinationes 
iuxta  arborem  exponendam  omnimodse  considerantur,  construunturque 
ea,  quas  sensu  lato  geometrice  construi  possunt,  atque  applicata  Arith- 
metica  computantur. 

§.    12. 

Denique  coniunctio  operationura,  cuius  superius  mentio  facta  est, 
sequitur  coronaro    arboris    constituens ;    oraniaque    spatii  puncta,  et  quo- 
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nimvis  complexus    hoc  pacto  ad  iinuin    aliquocl    certuni    spatii    punctuin 
fixum  revocantur. 
Ex.  gr. 

1.  Moveatur  recta  A  circa  punctum  suum  aliquod  a  in  plano  P  sem- 
per  porro,  ita  ut  punctum  h  ipsius  A  percurrat  peripheriam  radii  iib 
toties  quoties  Hbuerit ;  dicaturque  nomine  generali  u  longitudo  via; 
puncti  b:  interea  autem  moveatur  punctum  aliquod  C  e  certo  puncto 
ipsius  A  in  ipsa  eadem  recta  mota  A  certa  lege,  ut  nempe  y  dicta  via 
puncti  C  in  ^4,  sit  y=f'u);  quasritur  dato /"(m)  via  ipsius  C  in  plano? 

2.  Ita  si  recta  pa  moveatur  in  recta  eadem  continuata,  circulum  cen- 
tri  p  radii  pa  secum  ferendo  in  eodem  plano,  ita  ut  interea  punctura 
certuni  peripherias  in  ipsa  peripheria  certa  lege  moveatur,  ut  sil  nimi- 
rum  via  eius  ~  f{x)  pro  x  denotante  viam  puncfi  p  in  recta  dicta.  Ex. 
gr.  si  F\x}  =  x,  describi  cyclois  iut  Tom.  I.  pag.  356  poterit,  si  punctum 
motum  b  fuerit. 

3.  Ita  potest  p,  centrum  circuli  C,  in  peripheria  circuli  aUcuius  mo- 
veri,  circulum  C  circa  centrum  interea  certa  lege  motum  in  eodem 
plano  secum  ferendo ;  et  via  puncti  certi  peripheri^e  ipsius  C  qUteri. 
Imo  etiam  circulus,  in  cuius  peripheria  p  est,  interea  lege  certa  moveri 
potest. 

4.  Aut  si  planum  P  circa  rectam  certam  .^  in  Z'  cadentem  move- 
atur  semper  porro  :  vite,  quam  certum  aliquod  punctum  p  ipsius  P  de- 
scribit,  longitudine  generaliter  u  dicta ;  et  moveatur  interea  certa  lege 
punctum  b  ipsius  A  in  A,  perpendicularem  B  ad  A  in  P  secum  ferens, 
distantia  ipsius  h  a  certo  puncto  determinato  a  in  ^  leodem  pro  omni- 
bus  b)  generahter  x  dicta ;  atque  moveatur  interea  punctum  c  ipsius  fi 
certa  lege  in  B,  recta  ch  (quocunque  perveniat  C)  generaliter  y  dicta  ; 
nempe  ut  sit 

x  =  a:u]     et     y^h  [x] ; 

quserilur  via  puncti  c  in  spatio? 

Manifesto  per  u,  x,  y  quodvis  spatii  punctum  /  determinari  potest : 
demissa  enim  txp  ad  A  perpendiculari,  hcec  erit  y  aut  in  a  aut  in  plagam 
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inde  aliquam  cadens,    et   verso    circa  A   plano  I'  donec  ad  p  perveniat, 
eousque  j)  certam  viam  u  describere  potest. 

5.  Ita  si  certum  punctum  a  rectje  A  m  P  immobile  cadentis  fixum 
sit ;  atque  e  certo  puncto  b  ipsius  A  sit  B  perpendiciilaris  ad  A  in 
eodem  plano  P,  et  e  certo  puncto  c  ipsius  P  sit  C  perpendicularis  ad 
planum  P\  atque  dum  punctum  b  movetur  porro  in  A,  perpendicula- 
rem  .5  ad  ^  in  plano  P  secum  ferens,  interea  moveatur  certa  lege 
punctum  c  in  B,  rectam  C  ad  planum  /'semper  perpendicularem  secum 
ferens ;  atque  interea  in  hac  ipsa  C  quoque  moveatur  punctum  &  lege 
certa :  quteritur  pro  datis  huius  compositionis  motus  (non  virium)  legi- 
bus,  via  puncti  b  in  spatio  ?  Si  ex.  gr.  ixh  generaliter  :v,  bc  generaliter  jy, 
et  cb  generaliter  z  dicantur,  atque  x,  y,  z  semper  ut  coordinatas  simul- 
taneas  intelligendo  y  sit  ~o.{x\,  et  z  —  {-i\y);  manlfesto  quodvis  spatii 
punctura  p  per  x,  y,  z  determinatur ;  nempe  ex  /i  ad  /^  missa  perpen- 
dicularis  z  dici  potest,  et  e  puncto  illo  ipsius  P,  in  quod  perpendicula- 
ris  dicta  cadit,  ad  A  missa  perpendicularis  )',  et  recta  inde  usque  ad  a 
dici  X  potest.  Possuntque  prteterea  tam  x  quam  jy  et  .sr  et  positive  et 
negative  accipi ;  nempe  a:  ab  a  incipiendo  in  una  plaga  rectte  A  posi- 
tive,  in  altera  negative,  ita  ordinatie  y  e,y.  A  incipiendo  in  una  plani  P 
plaga  positive  et  negative  in  altera,  atque  ordinatse  z  ad  planum/^per- 
pendiculares  e  P  incipiendo  in  una  spatii  plaga  positive  et  negative  in 
altera  accipi  possunt.  Nirairum  ex  tomo  i,  pag.  28  determinationes,  qui- 
bus  rectEe  in  recta  aliqua  (pro  certo  puncto  eius  fixo,  atque  certa  con- 
ditione  C  accipiendi  resultati)  positivEe  a  negativis  distinguuntur,  patent : 
ita  perpendiculares  ad  rectam  A  iiunt  positivte  aliee,  alias  negativEe,  si 
pro  extremo  ibidera  dicto  rectee  cuiusvis  ad  A  perpendicularis,  accipi- 
atur  parallela  per  id  ad  ^  in  Z'  ducta,  atque  in  hanc  ponatur  initiura 
priorem  excipientis  ;  et  pro  resultato  accipiatur  distantia  ab  A  extremi 
rectcC  ad  A  perpendicularis  postremo  positas.  Ita  perpendiculares  ad  P 
alias  positivKJ  ali^  negativ^  fiunt,  si  per  cuiusvis  extremum  ad  _/*super- 
ficies  parallela  (pag.  19)  ducatur,  in  qua  recta  priorem  exclpiens  incipiat, 
et  pro  resultato  distantia  a  /■'  extremi  reclai  ad  /-'  perpendicularis 
postremo  positae  accipiatur. 
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6.  Potest  etiam  piinctum  b  in  recta  A  motum  planum  aliquod  O  ad 
A  perpendjculare  secum  ferie,  ita  ut  interea  in  Q  motus  sequens  con- 
cipiatur  ;  sit  j  sectio  plani  O  cum  certo  plano  fixo  P,  in  quod  recta  A 
cadit,  et  moveantur  certa  puncta  in  certis  perpendicularibus  ad  5  in  Q 
cadentibus,  prouti  omnia  per  x,  neinpe  distantiam  a  puncto  fixo  a  ipsius 
A  puncti  h  in  recta  A  inoti,  lege  certa  determinantur  :  atque  data  bac 
lege,  complexus  locorum,  in  quibus  puncta  in  perpendicularibus  dictis 
mota  ab  initio  motus  sub  punctis  temporis  expertibus  omnibus  sunt, 
qualisnam  sit,  quasri  potest.  Patet  hoc  pacto  non  lineam  tantum,  sed 
superficiem  quoque  prodire,  quum  bjec  complexus  sectionum  piani  moti 
Q  cum  ea  esse  queat. 

Imo  possunt  motus  plures  quoque  vario  modo  componi,  atque  cam- 
pus  disquisitionum  protendi. 


§.  13- 

Notandum  autem  est,  formas  omnes,  qualesvis  prodierint  linese  aut 
superficies,  dum  arithmetice  considerantur,  in  quantitates  respectivas  et 
quidem  ad  formam  temporis  reductas  iTom.  I.  pag  27;  mutandas  esse 
modo  sequente. 

Pro  quavis  linea  simplici  Z,  cuius  nulla  pars  recta  est,  intelligatur 
recta  r ;  si  quavis  linea  simplici  e  rectis  composita,  cuius  extrema  in 
extrema  ipsius  L,  et  puncta  qusevis  ad  qu^e  angulum  habet,  in  L  ca- 
dunt,  /  dicta  :  qusvis  /  sit  -^.r,  sed  pro  quovis  <■>  detur  tale  /,  ut 
r  —  l<(o  sit. 

Ita  pro  quavis  superficie  simplici  S,  cuius  nulla  pars  planum  est, 
intelligatur  illud  rectangulum  (Tom.  I.  pag.  288),  quod  Iimes  talis  super- 
ficiei  simpHcis  e  planis  rectiHneis,  ex.  gr.  triangulis,  compositEe  est,  api- 
cem  cuiusvis  anguli  in  S  habentis  :  ut  superficiei  eiusmodi  ut  dictum  est, 
limes  alius  eo  maior  non  detur. 

Hoc  pacto  omnes  lineee  ad  forjnam  rect^,  ita  omnes  superficies  ad 
formam  rectanguli  altitudinis  eiusdem  reductEe  (Tom.  I.  pag.  27!  compa- 
rari  aritbmetice  poteruut. 
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Recta  cuni  omnibiis  eius  proprietatibus  priraariis  siraul  cum  plano 
axioraatice  supponi  solent ;  at  quffiritur,  num  ea  pro  axioraatibus  adsurai 
possint?  Conceptus  temporis  quidem  ad  spatium  translatus  rectam  pepe- 
risse  videri  potest ;  attamen  tropicam  istam  rei  tam  diversas  translatio- 
nera,  externani  adiuvisse  experientiam  indigitant  tam  definitiones,  qualis 
Platonis  est  a  lumine  petita,  rectam  dicentis  lineam  cuius  punctum 
primum  reliqua  obumbrat,  quam  quas  a  punfcto  e  certo  loco  aliura  pe- 
tente  est,  observato  tempore  fatigioque  minimo  :  nihil  tamen  magis  ad 
rectam  perduxit,  quam  reflexio  ad  omne  id,  quod  e  corpore  quiescenti- 
bus  duobus  punctis  eiusdem  raoto  quiescit.  Si  quid  pro  axiomate  adsurai 
nequeat,  illud  e  quo  deduci  potest,  id  impiicite  continere  debet.  Adsu- 
mere  itaque  ea,  ut  fieri  solet,  aut  sequente  raodo  deducere,  ius  fasque 
cuique  est.  Spatii  quaquaversum  infiniti  filia  primogenita  est  punctttm, 
dein  sphaera,  media  quasi  inter  duo  extrema.  SphEerte  autem  linea  pri- 
mogenita  circulus  est,  dein  recta ;  atque  deraum  circuhis  cum  recta 
parit  planum. 

1.  Pro  fundamento  linea;  uniformis  simpHcis  in  se  redeuntis,  quam 
circulum  esse  patebit,  positum  est  fpag.  7) ;  pro  rectas  construenda; 
fundamento  ponitur  sequens.  Si  M  portio  spatii  circa  duo  sui  puncta 
revolvatur  (pag.  7I :  idem  jW  clrca  eadera  duo  puncta  undevis  asqualiter 
moveri,  atque  uno  solo  quoad  viam  cuiusvis  sui  puncti  modo  revolvi 
potest. 

2.  Hinc  quiescentibus  punctis  a,  &,  orania  talia  puncta  ipsius  M, 
quorum  quodvis  circa  a*b  moveri  (iuxta  pag.  7!  potest,  movebuntur 
etiam  simul  circa  a*^,  si  quod  eorum  raoveatur  :  et  quidem  omnia  viis 
iisdem  movebuntur  porro  usque  ad  reditum,    quas  singula  percurrerent. 

Atque  hinc  etiam  nullum  punctum  ipsius  M  ex  ullo  loco  p  duabus 
viis,  una  qua  ex  p  moveri  incipit,  altera  qua  redit,  plures  habet,  quibus 
motum  circa  a*b  incipere  potest.  Nam  sint  ex  eodem  puncto  tres  rami 
«,  (3,  y,  in  quorum  quovis  punctum  ex  p  moveri  quiescente  a*b  possit, 
moveaturque  in  uno  casu  punctum  ex  p  in  rarao  a  incipiendo  et  per  /:/ 
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redeundo :  raraus  7  tum  haud  potuit  percurri,  nam  incipiendo  per  «  aut 
redeundo  per  /?,  punctum  idem  simul  lineam  qua  ramus  7  ex  p  incipit 
describere  nequit ;  nec  antea  percurri  /  potuit,  nam  tum  punctum  porro 
motum  iam  antea  rediisset.  Cogitetur  iam  schema  totum  ita  poni,  ut 
punctum  quod  antea  in  p  erat,  extra  lineam  simplicem  redeuntem  pri- 
orem  in  y  cadat,  simul  a  in  a  et  b  in  b  cadentibus  :  raanifesto  motus 
idem  circa  a*b  locum  haberel  (per  il,  sed  idera  punctum  annulum  a 
priore  diversum  describeret  (contra  i ). 

3.  Sit  iam  {Fig.  7.)  sphtera  5  centro  £  cura  puncto  C,  dicalurque 
superiicies  eius  S\  et  fiat  sph^ra  .s  e  centro  c  cura  puncto  C,  huius 
siiperficie  s  dicta  ;  facile  patet,  nec  totam  sphferam  .s  in  5,  nec  totam 
5  in  5  cadere ;  nam  si  ex.  gr.  tota  5  in  5  caderet,  centrum  (L  in  super- 
ficie  s  nudura  haud  inchisum  raaneret.  Habet  igitur  tam  s'  aliquid  extra 
5,  quam  S'  aliquid  extra  s.  Hinc  autera  necessario  ipsis  S'  et  s'  aliquid 
commune  est ;  nam  punctum  e  quovis  puncto  eius  quod  ex  5  extra  S 
cadit,  usque  in  C  veniens  per  S'  transire  debet  (pag.  6).  Ita  si  pun- 
ctum  e  quovis  puncto  ipsius  S'  extra  .y  cadente  in  ipso  S'  usque  in  c 
veniat,  nisi  C  circumcirca  in  S'  ininterrupte  cingatur,  punctura  dictum 
e  loco  extra  spha^ram  .v  ad  centrum  eius  absque  transitu  per  s  venire 
posset. 

Exit  igitur  s'  ex  S'  circumcirca  c,  idque  manifesto  generatione  cir- 
cumcirca  aequali :  adeo  ut  (pag.  7)  quodvis  exitus  punctura  p,  sphaera 
5  circa  c*(£  mota,  viara  siraplicera  in  se  redeuntera  uniformera  descri- 
bere  possit. 

Idem  de  quavis  sphEera  centri  eiusdem  c  tali,  qus  priori  interior  est, 
patet ;  etsi  cogitentur  sphasrae  omnes  interiores  usque  ad  centrura  com- 
mune  C,  et  annuH  in  S'  se  invicem  semper  interius  usque  ad  c  eundo 
excipiant.  Dicantur  eiusmodi  lineEe  uniformes  simplices  in  se  redeuntes, 
quos  circulos  esse  nondum  constat,  annuli,  et  nomen  eorum  generale  sit  A. 

Imo  idem  de  quavis  sph^ra  centri  eiusdem  c  cum  puncto  quovis  i 
intra  superficiem  S'  cadente  facta  patet.  Nam  tum  superficies  S'  tota  in 
sphEeram  novam  cadere  nequit ;  namque  i  intra  S'  cadens  in  superficie 
sphEera;  novas  esse  non  posset.  Unde  reliqua  fluunt. 
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4.  Atque  hinc  manifesto  piinctum  e  cuiusvis  A  puncto  quovis  t»  intra 
annulura  eundem  A  usque  in  c  in  superficie  S'  ita  moveri  cogitari  po- 
test,  ut  semper  in  superficiem  sphsericam  centri  c  interiorem  veniat,  e( 
in  nulla  uno  plura  puncta  habeat,  atque  mota  sph-tera  circa  c*C,  annu- 
lis  descriptis  linea  dicta  /  circa  c  in  S'  porro  moveatur,  donec  redeat. 
Nempe  punctum  dictum  in  quovis  loco  ubi  sphtera  centri  c,  sive  ipsa  s 
sive  interior,  ex  S'  exit,  annulo  circa  c  *  C  gaudet  per  prsecedentia ; 
adeoque  omnia  quoque  simul  moveri  quiescente  c  *  C  possunt. 

5.  Atque  hinc,  propter  generationem  superficiei  sphjerica;  circura- 
circa  ^qualem,  e  quovis  puncto  f  ipsius  S'  datur  hnea  /'  priori  /  squa- 
lis  ;  atque  /'  circa  f  in  S'  moveri  potest  donec  redeat,  annuh)s  concen- 
tricos  prioribus  «quales  describendo. 

Imo  quum  de  sph^ris  S  &X.  s  demonstrata  de  quavis  alia  quoque 
valeant ;  pro  cuiusvis  sphserEe  superficie  datnr  linea,  quas  circa  quodvis 
punctura  superficiei  dict^e  in  ea  raoveri  potest,  donec  redeat,  annulos 
concentricos  undevis  sequaliter  describendo. 

6.  Dari  dimidia  annuli  etusmodi  ut  dictum  est,  Hneae  simpHcis  in  se 
redeuntis,  duo  puncta  communia  habentia,  uti  cuiusvis  partis  continuse 
eius  duo  dimidia  punctuni  coramune  habentia  dari  patet  sic.  Concipian- 
tur  ex  annuli  puncto  quovis  duo  puncta  moveri  in  eo  porro  usque  ad 
reditum,  temporibus  quibusvls  asquahbus  vias  asquales  describendo,  easque 
ex  eodem  puncto  diversas  sed  simul  incipiendo  ;  utrumque  per  alterum 
transire  debet ;  atque  ubi  hoc  fit,  vite  utriusque  Eequales  erunt ;  ita  ex 
arcus  cuiusvis  extremitatibus  tequaliter  motis  punctis,  priusquara  quod' 
vis  in  alteram  extremitatem  perveniat,  occurret  puncto  alteri,  et  ibi 
dimidium  arcus  erit  (Tom.  I.  pag.    12.  V.  et  Tom.  II.  pag.  6,1. 

7.  Accipiatur  iara  ex  4.  (Fig.  7.)  punctum  quodvis  f  in  primo  annulo 
A  iFig.  8.1  punctum  c  cingente  pro  centro ;  et  Hnea  prior/  — Ec,  cuius 
una  extremitas  in  c  altera  in  f  sit,  moveatur  circa  C  in  S'  donec  redeat : 
manifesto  pars  vi^  cuiusvis  puncti  ipsius  /  cadet  ab  annulo  in  unam 
ipsius  S'  plagara,  altera  in  aHeram ;  nam  ut  centrum  f  claudatur  ab 
annulo  per  punctum  quodvis  0  descripto,  necesse  est  punctum  eius  aliquod 
p  extra  segmentum  ipsius  S'  iHud,  in  quo  c  est,  cadere ;  atque  hinc  via 
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usque  in  0  per  A  transire  debet,  et  quidem  in  duobus  saltem  punctis 
a  E  ad  extremitates  arcuum  utrinque  sequalium ;  nam  annulus  dictus  cum 
annulo  A  unum  solum  punctum  coramune  habere  nequit ;  nam  tuni  ex 
hoc  puncto  usque  ad  E  aut  linea  simplex  esset,  aut  non  ;  et  in  neutro 
casu  esset  annulus  dictus  linea  simplex  rediens.  Erunt  igitur  annuli  hu- 
ius  transitus  per  annulum  A  ipsi  E  proximi  duo  supra  dicti. 

Accipiantur  porro  quorumvis  arcuum  ab  ~A  iu  plagam  non  C  (id  est 
illam  in  quam  non  cadit  c),  raeditullia  (per  61;  atque  tum  fiat  idem  cen- 
tro  in  meditullium  arcus  illius  posito,  qui  ab  annulo  (centro  t  per  ex- 
tremitatem  line^  Ec  in  S'  descripto)  e  duobus  punctis  ipslus  A  ipsi  E 
proximis  in  plagam  non  c  ipsius  S'  cadlt ;  atque  idem  continuetur  in 
infinitum ;  nempe  casus  idera  redit  semper,  nlsl  quod  centrum  In  primo 
A  ubivis  eligere  liceat,  postea  vero  in  quovis  novissimo  A  arcus  extimi 
medltuUiura  pro  centro  accipiatur,  et  idem  repetatur  In  infinitum. 

Complexus  omnium  eiusmodi  meditulHorum  coDtinuum,  Imo  linea 
simplex  est,  ut  statim  patebit.  Insistit  autcm  linea  heec  prlmo  annulo 
utrinque  tequaliter  ;  atque  e  quovis  puncto  annuli  eiusdem,  linege  eius- 
modi  per  generationes  Eequales  circumcirca  et  utrinque  Eequaliter  deter- 
minatas  promanant.  Unde  etiam  patet,  quod  si  e  quibusvis  duobus  pun- 
ctis  annuli  primi  promanantes  eiusmodi  line^  secent  se  Invlcem,  crura 
semet  secantia,  ob  generationes  utrinque  Eequales,  Eequalia  erunt.  Patet 
etiam  partem  quovis  novo  A  generatam  parti  sequente  A  generatge, 
Item  ob  generationes  aequales,  ffiqualem  esse. 

Complexum  punctorum  dictura  continuum  esse  vel  ita  patet.  Acci- 
piatur  complexus  a  punctorum  innumerabiliura,  quEC  per  quodvis  aliquod 
A,  centro  in  eo  posito,  generantur  usque  ad  arcuni  aliquem  k  Inclu- 
sive,  et  inde  complexus  j3  punctorum  itera  innuinerabillum  usque  ad 
arcum  extimum  generatorum  :  puncta  ipsius  j-l  in  arcus  post  k  se  invi- 
cem  continuo  excipientes  cadunt,  qui  simul  sine  k  cogitari  nequeunt, 
uti  complexus  priorum  ipsum  «  constituentium  ;  itaque  et /:^  gaudet  pun- 
cto  in  arcu  k,  quod  quum  solura  slt,  tam  ipsi  «  quam  ipsi  (j  com- 
mune  est. 

Sed  prasterea  quoque  e  cuiusvls  A  arcus    superloris    meditullio   pun- 
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ctimi  per  omnes  arciis  concentricos  superiores,  id  est  supra  prscedens 
A  cadentes,  usque  in  centrura  moveri  potest ;  et  quidem  ita  ut  per  cu- 
iusvis  arcuura  illorum  punctum  quodvis  datum  transeat ;  intuitu  patet, 
idem  simpUcissime  per  meditullia  arcuum  fieri  posse. 

Est  etiam  linea  simplex  :  nam  e  nullius  arcus  medituUio  tertius  ra- 
mus  dari  potest ;  quia  is  per  arcus  pr^ecedentes  aut  sequentes  ire  deberet, 
in  quorum  quovis  nonnisi  unum  punctum  ramis  duobus  commune  datur. 

8.  Dicantur  L  linea;  eiusmodi,  qute  ex  omnibus  punctis  annuH  primi 
utrinque  a^quaUter  insistentes,  et  semper  porro  utrinque  Eequaliter,  atque 
omnes  circumcirca  quoque  per  generationes  iequales  ^quaUter  deter- 
minatEe  sunt. 

Aut  dantur  dute  tales  L,  qua;  punctum  commune  habeant,  aul  nullEe 
duas  dantur,  quee  punctum  comraune  habeant.  Fosterius  fieri  nequit  : 
nam  tum  portio  illa  ipsius  S',  qu£e  supra  quodvis  A  usque  ad  arcum 
superiorem  novl  A  est,  imo  totum  A,  innumerabUibus  vicibus  repetere- 
tur  in  ipso  S' ;  adeoque  S'  non  esset  quantitas  finita  iTom.  T,  pag.  351, 
de  quo  plura  inferius. 

Nempe  tum  (per  pag.  26)  sphsera  S'  circa  c*(L  mota,  movetur  tota 
L,  omnibus  punctis  annulos  se  invicem  excipientes  describentibus. 
Quod  annuUis  puncti  cuiusvis  in  linea  Z  ulterius  generati  ulterius 
situs  sit,  patet  inde,  quod  si  ab  aHquo  annulo  sequentes  aliquaradiu 
regrederentur,  id  aut  statim  post  annulum  centri  aUcuius  A  iuxta  gene- 
rationem  dictam  fieret,  aut  post  medituUium  arcus  alicuius  supra  A  ge- 
nerati ;  prius  fieri  nequit,  nam  tum  punctum  aliquod  ipsius  L  ob  gene- 
rationes  utrinque  sequales  intra,  non  extra  prEecedens  A  caderet ;  nec 
posterius  fieri  quit,  tunc  enira  e  centro  prius  dicto  sphEerica  superficies 
exterior  cum  aliqua  interiore  aUquid  commune  haberet. 

Atque  per  hoc  adhuc  simpUcius  patet  superficiem  sphEericara,  si 
nullEe  lineEe  L  secarent  se  invicera,  quantitatem  finitam  non  esse.  Potest 
enim  e  centro  cuiusvis  A  in  S'  describi  talis  annulus  interior  ipso  A, 
qui  iiuxta  Fig.  9.)  nec  cum  ibidem  pr^cedente  nec  cum  sequente  quid- 
quara  commune  habeat.  Quod  cum  per  generationes  Eequales  semper 
porro  locum  habeat :  annuUis  dictus    innumerabiUbus    vicibus   repetetur. 
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Si  igitiir  superficies  sphjerica  quantitas  finita  sit :  necesse  est  duas 
lineas  /-  se  invicem  secantes  dari.  At  si  duae  dentur,  omnes  se  invicem 
in  eodem  puncto  secabunt.  Nam  sit  iFig.  10.)  ab  arcus  is  primi  annuli, 
e  cuius  extremitatibus  promanantes  lineEe  L  concurrunt ;  linea  Z  e  me- 
ditullio  q  arcus  ab  erecta  quoque  per  p  transibit :  nam  sit  bq  —  br,  adeo- 
que  ab  — qr,  et  br=it,  adeoque  bt:=  ba,  (posito  ah  esse  dimidio  primi 
annuli  minus,  quum  si  ab  dimidium  annuli  sit,  res  pariter  facile  pateat); 
lineee  Z.  ex  r  et  q,  Ita  ex  b  et  t  erectae  concurrent,  eruntque  singulas 
^quales  propter  generationes  aequales.  Hinc  autem  linea  Z  ex  t  erecta 
necessario  in  p  cadit ;  atque  ut  linex  i  ex  r  et  q  erectse  occurrere 
possint,  aut  prior  vel  posterior  transibit  per  bp,  aut  prior  per  pt,  vel  Z 
ex  q  erecta  per  ap  transibit :  quodvis  horum  fiet,  si  punctuni  transitus 
p  sit ;  sed  inter  p  et  t,  aut  inter  p  et  a  transitus  fieri  nequit  ;  nam  si 
ex.  gr.  Z  ex  r  erecta  inter  p  et  t  transiret,  idem  transitns  punctum 
etiam  ipsi  bp  commune  esset ;  si  vero  Z  ex  r  per  bp  inter  b  et  p  trans- 
iret,  punctum  idem  et  UncEe  ex  q  erectas  commune  esset :  et  linea^  L 
ex  r  et  q  erectEe  usque  ad  punctum  concursus  essent  ipsa  bp  minores. 
Necessario  igitur  in  eodem  p  concurrent. 

Atque  hinc  colHgitur,  bisecando  arcus  in  infinitum,  atque  circum- 
circa  transferendo :  ex  omnibus  annuH  primi  punctis  omni  dabiU  pro- 
pioribus  erectas  lineas  X  omnes  in  eodera  p  concurrere. 

Unde  si  sph^ra  S  moveatur  circa  c*^,  puncto  in  annulo  primo  porro 
moto,  simul  cum  toto  linearum  Z.  e  punctis  bisectionum  erectarum  sche- 
mate  ;  nullum  tempus  erit,  quo  punctum  p  viam  describat ;  nam  ab  initio 
motus  quodvis  temporis  punctum  cogitetur,  iam  antea  punctum  in  fin- 
nulo  motum  per  innumera  puncta  transiit,  pro  quibus  schema  Hnearum 
L  dictum  in  p  fuit. 

Consequenter  sph^ra  S  circa  c*C  ita  movcri  potest,  ut  p  quiescat. 
Atque  hinc  (per  pag.  26),  si  S  circa  C*C  moveatur,  p  quiescere    debet. 

Omnia  dicta  autem  ad  quemvis  annulum  superficiei  cuinsvis  appli- 
cari  manifestum  est,  si  puncto  quovis  eius  pro  centro  accepto,  cum 
Hnea  quadam  interna  annuli  fiant  annuH  concentrici  tales,  quales  e  quo- 
vis  sphEerse  iUius  superficiei  puncto  Eequaliter  dari  dictum   est. 
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g.  Atque  hinc  superius  fpag.  27}  segmentis  oiunium  5'  in  S  cadenti- 
bus  generaliter  s"  dictis,  cogitetur  in  omni  5"  punctum  illud,  in  quo 
linese  Z,  ex  annulo  ipsi  S'  et  ilU  s'  communi,  in  illo  s"  generatie  con- 
currunt ;  complexus  omnium  eiusmodi  punctoruni  simul  cum  c  et  i£ 
lineam  simplicem  esse  ut  supra  (pag  29)  patet.  Sed  manifesto  etiam 
sphEera  S  circa  C*<Z  mota,  cuiusvis  s"  punctum  quodvis  praster  punctum 
dictnm  in  ea  fpag.  7)  movebitur ;  atque  hinc  omnia  s"  (pag.  26)  move- 
buntur,  et  tota  Hnea  dicta  quiescet  inota  spheera  S  circa  c*C 

10.  At  vero  in  S  quoque  ex  annulo  egressus  extimo  antea  genera- 
tum  p  quiescebat  mota  S  circa  c«tL;  atque  si  pro  centro  p  eadem  iiant, 
quEe  ah  altera  parte  centro  c  facta  sunt,  prodibit  linea  cCp  quiescens 
mota  sphEera  circa  C*(£. 

Imo  quEevis  alia  duo  puncta  line^  dictie  accipiantur,  motus  dictus 
sphEeras  S  quiescentibus  lis  peragebatur :  itaque  !pag.  26}  circa  quievls 
duo  puncta  dicta  motus  idem  est. 

Sed  nec  ullum  punctum  sphasrEe  5  extra  lineam  dictam  cadens  qui- 
escit ;  nam  illud  aut  intra  segmenta  extima  ex  c  et  p  generata,  aut  inter 
illa  cadit ;  atque  tale  circumcirca  eequaliter  determinatum  gaudet  annulo 
(per  pag.  7).  Si  vero  in  aliquo  motu  circa  duo  puncta  annulo  gaiideat, 
circa  eadein  duo  puncta  (per  pag.  26)  semper  eundem  annulum  de- 
scribet. 

11.  Patet  porro  inter  qutevis  duo  spatli  puncta  dari  lineam  eiusmodi : 
nempe  acciplatur  unum  pro  centro,  iiatque  spheera  cum  puncto  altero  ; 
atque  applicentur  de  sphEeris  S  et  s  dicta.  Atque  hinc  etiam  patet  rec- 
tam  e  quavis  portione  spatii  finita  egredi  e  quovis  puncto  eius,  quum 
possit  generari  sphgera  ex  eo  puncto,    totam  portionem  includens. 

12.  At  quEeritur,  num  e  cenlris  sphgerarum  quarumvis  inasqualium 
generat^,  cenlris  coincidentibus,  congruere  possint  usque  ad  superficiem 
sphEeras  minoris  ?  Omnino ;  nam  (Fig.  11.)  feratur  rainor  in  alteram  cen- 
tro  in  centrum  l£  maioris  posito ;  sitque  linea  KOC  in  sphasra  maiori 
hac  circa  K*!"!'  mota  quiescens ;  transeat  hBec  per  superficiem  minoris 
in  c*i;'.  Mota  sphsera  maiore  circa  K^C,  omne  praeter  lineam  KK'  mo- 
vebitur,  perageturque  motus  quiescentibus  c,  £  ;    itaque    tum   et  sph^ra 
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interior  circa  c**L  movehitur  ;  adeoque  (per  pag.  261  idem  inter  c  et  lE 
quiescet  quod  antea, 

13.  Hinc  etiara  linea  talis  continuari  e  quavis  spliEera  in  aliam  quamvis 
maiorein  utrinque  potest ;  neque  intra  ullius  sph^rte  superficiem  detinetur. 

14.  Si  porro  cuiusvis  linete  eiusmodi  unius  exlrema  a,  h  et  alterius 
a',  h'  sint,  atque  a  in  a'  et  b  in  b'  simul  cadere  queant  ;  congruentibus 
extremis  et  linese  ipsse  coincidunt. 

Nam  feratur  ad  C  linea  ab  siinul  cum  sphasra  illa,  in  qua  generata 
est,  sive  in  centrum  eius  cadat  a  aut  b  sive  non,  atque  ponatur  a  in  C ; 
fiatque  sphasra  centro  (£  sphffiram  allatam  includens,  et  eodem  centro 
a  fiat  spheera  puncti  b.  Manifesto  linea  eiusmodi  ut  dictum  est,  quse 
dicatur  /.,  in  spheera  reliquas  duas  includente  e  centro  <L  generata,  per 
superficiem  sph^ras  puncti  b  e  centro  eodem  C  generatae  transit  in  ali- 
quo  puncto  t ;  moveatur  A  circa  C  simul  cum  sphsera  maiore,  donec  f 
in  b  cadat ;  atque  tum  moveatur  sphtera  eadem  maior  quiescentibus  punc- 
tis  b,  a ;  movebitur  etiam  spha;ra  allata  inclusa,  quiescentibus  iisdem 
b,  a;  adeoque  inter  b  et  a  Hnea  eadem  quiescet,  quse  motu  solius 
sphterce  allatae  quiescentibus  iisdem  punctis  quiesceret.  Itaque  linea  allata 
ab  coincidit  cum  linea  sphgerae  maioris  inter  a  et  b  quiescente.  Pariter 
adferri  linea  a'  b'  simul  cum  sphxra  illa,  in  qua  generata  est,  potest  a' 
in  C  posito :  atque  manifesto  et  a'b'  eidem  congruet,  cui  ab  congruebat. 

15.  Hinc  etiam  patet  lineam  eiusmodi  redire  non  posse :  nam  tum 
puncto  uno,  unde  duo  puncta  diversis  viis  profecta  porro  moverentur, 
et  altero,  ubi  prima  vice  sibi  mutuo  occurrerent,  communibus,  uterque 
ramus  inter  eadem  duo  puncta  coincideret, 

16.  Sed  hnearum  priorum  (in  14)  continuationes  quoque,  nempe  con- 
tinuatio  e  centro  spheer^  allatte  et  continuatio  e  centro  <L,  coincidunt. 
Nam  si  prJoris  punctum  p  extra  Hneam  ex  C  prodeuntem  utrinque  in 
infinitum  continuatam  caderet,  sphasra  puncti  p  e  centro  C  habeat  punc- 
tum  p'  cum  Hnea  posteriore  commune  :  fiatque  sphsera  tam  sphaeram 
hanc  quam  allatam  includens  ;  mota  hac  quiescentibus  a,  b,  et  p'  quies- 
cet,  p  autem  movebitur  ;  quod  Eeri  non  posset,  si  p  in  continuationem 
primara  caderet ;  tunc  enim  quiescentibus  a,  b,  et  p  quiesceret. 
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17.  Denique  linea  dicta  (per  pag.  8)  recta  est.  Nam  (Fig.  12.,  13.! 
qusevis  duo  puncta  q  et  r  fuerint  illius  (utrinque  continuatEe  in  iniinitumi, 
omnia  spatii  puncta  eorundem  unica  complectetur.  Etenim  quodvis  punc- 
tum  lineas  dictEe  ipsius  q  *  r  unicum  est,  nec  uUum  aliud  spatii  punctum 
eiusdem  t)*r  unicum  est. 

Namque  sit  quodvis  punctum  p  lineie  dictie  :  nullum  punctum  f  a  p 
diversum  tale  datur,  ut 

q*r»p4^q*r*f. 

Esset  enim  l  aut  in  linea  ipsa  aut  extra  eam :  neutrum  fleri  potest.  Nam 
si  E  in  Hneam  cadat,  aut  in  aliquod  ipsorum  q  et  r  caderet,  aut  inter 
ea,  aut  extra  ea :  atque  etiam  p  pariter  cadere  potest. 

Si  p  in  r  (aut  q}  cadat,  patet  nullum  E  a  p  (aut  q)  diversum  dari : 
itaque  tantum  casus  alii  considerantur.  Sit  prius  p  inter  q  et  r ;  tuni  E 
aut  etiam  inter  q  et  r  in  f  aut  f,  aut  extus  cadet,  ex.  gr.  in  f".  Si  in 
f  caderet,  tum  ut 

q*r*p4^q*r«E' 
sit, 

qr=qp 

esset  ipars  toti) ;  pariter  si  f  in  f"  caderet,  tura 

qf"^  qp 
esset.  Si  vero  f  in  f"  caderet,  tum 

qf"'-qp 

esset  fpariter  pars  toti).  Nempe  per  dicta  e  quovis  puncto  linea  talis 
^qualiter  incipiens  Eequaliter  quoque  continuatur. 

Si  vero  p  extra  qr,  ex.  gr.  in  p',  cadat  (Fig.  13. 1 :  tura  f  aut  in  f 
aut  in  f  aut  in  f"  aut  in  f"'  cadere  deberet,  quum  manifesto  in  ipso- 
rum  p',  q,  r  nullum  cadere  queat.  In  f  cadere  nequit,  quia  tum 

qp'=  qf 

esset;  neque  in  f,  quia  tum 
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1P  -  lE" 
esset ;  nec  in  f"  cadit,  quia 

rE'"^  l-p' 

(pars  Eeqiialis  totii  esset ;  neqne  in  f""  cadit,  quia  tiim  esset 

tT"'^vp'=vq  -i-qp', 
et 

c,p'-qr=rq+rr', 

et  hunc  valorem  substitueiido  ipsi  qp'  in  Kquatione  priore,  esset 

vt""~  rq  -h  cq  +  lE"". 

Sed  neque  extra  liiieam  dictam  datur  tale  f,  ut 

q  #  r  *  p  ^  q  *  r  *  t 

Nam  fiat  e  centro  sphEers,  in  qua  linea  dicta  generari  ccepit,  sphyera 
punctum  t  includens ;  quiescentibus  r,  q,  p  mota  sphsera  hac,  movebitur 
E  (pag.  32) ;  si  vero  q  in  q  et  r  in  r  cadentibus  p  in  f  cadet,  p  cum  E 
circa  r*q  moveri  poterit,  quod  antea  quievit  (contra  pag.  26). 

Sed  nec  ullum  spatii  punctum  f  extra  lineam  dictam  cadens  ipsius 
q*r  unicum  est ;  quum  sphtera  plane  dicta  circa  q*r  mota,  et  illud 
moveatur,  adeoque  in  alia  eeque  posita  puncta  veniat. 

Est  igitur  linea  dicta  plane  complexus  omnis  puncti,  quod  quorum- 
vis  duorum  punctorum  eius  unicum  est. 

Si  non  recta  e  rectis  aut  aliis  lineis  constet,  facile  patet  non  quo- 
rumvis  duorum  punctorum  adesse  quodvis  punctum  unicum. 

18.  Rccta  etiam  quantitas  est.  Nam  quasvis  partes  continu^  eius 
accipiantur ;  et  ponatur  una  extremitas  unius  in  unam  alterius ;  fiantque 
sphEerse  centro  in  eam  posito  cum  extreraitatibus  alteris  :  prodibunt  du£e 
partes  in  spheer^e  interioris,  nisi  utraque  eadem  sit,  superficie  terminatte, 
quarum  extrema,  adeoque  et  ipsse,  congruere  possunt. 

ig.  Recta  potest  in  se  porro  moveri,  Nam  e  quovis  puncto  p,  per 
dicta,  Eequaliter  continuatur  in  infinitum, 

20,  Planum  quoque  hinc  facile  construitur  modo  sequente.  Patet 
generatione  circumcirca  a^quali,  per  quodvis  punctum  circa  duo    puncta 
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usque  ad  reditum  porro  motum,  describ:  lineam  simplicem  in  se  redeun- 
tem  talem,  quse  et  ipsa,  ut  recta  et  superficies  sph^erica  erat,  quantitas 
est,  atque  etiam  e  qiiovis  puncto  sive  antrorsum  sive  retrorsum  tequa- 
liter  determinatur. 

Accipiatur  quEevis  talium  annuloruni  iFig.  14.};  sitque  (per  pag.  28} 
in  punctis  a,  b  bifariam  divisus,  et  dimidietas  abb  sit  in  &  bifariam  divisa ; 
atque  sit  rects  ab  meditullium  in  c  :  erit,  ob  generationes  utrinque  sequa- 
les,  forma  e  rectis  cb  et  ca  composita  formEe  e  rectis  cb  et  cb  compo- 
sitse  «qualis,  adeoque  recta  bc  est  perpendicularis  ad  ab  in  c  (pag.  15:; 
et  quodvis  rectas  cb  punctum  extra  rectam  ab  utrinque  infinitam  cadit. 
Fiat  sphsera  e  centro  C  totum  schema  includens,  et  moveatur  circa  a  *b 
sive  rectam  ab  utrinque  infinitam  :  quodvis  punctum  rectte  cb  describet 
annulum,  qui  propter  generationes  utrinque  xquales  utraque  facie  sibi 
congruere  potest,  (quod  de  antea  dictis  nondum  constati.  Cogitetur  iani 
recta  cb  in  quovis  loco  suse  vias  continuata  per  b  in  infinitum  ;  erit  com- 
plexus  omnium  earum  superficies  circumcirca  infinita  et  circumcirca  et 
utrinque  «qualiter  generata,  ut  circa  c  in  se  moveri,  facieque  utraque 
sibi  congruere  queat,  atque  spatium  in  duas  plagas  ^equales  dividat. 

Est  autem  superficies  ista  planum.  Nam  qusevis  duo  puncta  2J  et  3 
sint  eius,  quodvis  punctum  £  ipsius  21  #3  unicum  in  rectam  2J3  utrin- 
que  in  infinitum  continuatam  cadit.  Recta  213  vero  necessario  in  su- 
perficiem  dictam  cadit :  cogitetur  enim  in  generatione  huius,  recta 
cb  versus  b  infinita,  ex  21  versus  23  usque  in  33  per  annulum  plane 
dictum  mota ;  nisi  per  2123  transeat,  aut  cadet  ab  una  aut  ab  altera 
parte  ;  neutrum  vero  fieri  potest ;  nam  si  quod  fieret,  et  alterum  fieri 
deberet.  Et  idem  de  continuata  2123  patet :  accipiatur  nempe  sphasra  e 
centro  c  radii  maioris  quam  recta  queevis,  qu^  a  C  ad  2123  est ;  exibit 
ex  hac  sphsera  utrinque  tam  recta  2123  quam  c&  versus  b  infinita  ;  unde 
reliqua  patent.  Posset  etiam  brevius  dici,  quod  si  ex  uno  puncto  super- 
ficiei  ad  aUud  ducta  recta  in  unam  plagam  caderet,  in  altera  quoque 
esset,  et  inter  duo  puncta  du^e  rectee  fierent. 

22.  Unde  etiam  patet  rectam  IXS  etiam  utrinque  infinitam  in  planum 
cadere,  si  puncta  21,  3  in  eo  sint. 
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23.  Sed  quEeritiir,  nura  per  quaevis  tria  puncta  2f,  33,  £,  etsi  iioti 
in  recta  sint,  planum  detur  f  Oranino  :  nam  2J#3  (ex  Fig,  15,1  in  pla- 
num  dictum  poni  potest,  21  in  c  (Fig.  14.)  posito,  acceptaque  ex  c  ver- 
sus  b  recta  rectae  2(25  Eequali.  Si  iam  C  non  in  eo  plano  esset :  fiat  e 
centro  C  cum  puncto  C  sphiera,  sitque  ex,  gr.  recta 

cC  =  cb  =  ca  ; 

manifesto  sph^ra  radii  cC  e  ceutro  C,  per  planum  in  unum  dimidium 
superius  alterum  inferius  dividetur ;  atque  mota  sphasra  circa  ab,  quod- 
vis  superficiei  sphsericse  punctum  prseter  a  et  b,  dimidium  annulum  su- 
perius  et  alterum  inferius  describet  ;  atque  ubi  punctum  C  transit,  ha- 
betur  petitum. 

34.  Imo  etiam  per  eadem  tria  puncta  2f,  3,  C  non  in  recta  sita 
nullum  aliud  planum  poni  potest.  Nam  in  prascedentibus  21  in  c  et  i^  in 
b  positis  atque  C  in  planum  ibidem  generatum  cadente,  ponatur  quod- 
vis  aliud  planum  limo  eiusdem  plani  pars  aliaj  per  2I*2.^*C;  nullum 
punctum  p  (Fig.  15.}  unius  extra  aliud  cadere  poterit.  Nam  rectse  2fi^, 
33C  et  21C,  extremitatibus  earum  in  utrumque  cadentibus,  et  ipsas  in 
utrumque  cadent  totse.  Sit  iam  p  in  uno  eorum,  cadet  aut  supra  lineam 
compositam  ex  2fC,  C23  et  continuationibus  rectje  2123  ex  21  ad  lEevani 
et  ex  23  ad  dextram,  aut  infra  eam.  Si  supra  eam  cadat,  tum  recta  pc) 
transit  per  lineam  compositam  dictam ;  si  per  continuationem  alterutram 
rectEe  2f23  iret,  tum  et  transitus  et  q,  adeoque  et  p,  in  2(23  infinitam 
caderet ;  si  per  2fC  vei  C23  eat,  fiat  id  in  X;  tum  recta  Fq  utrique  plano 
communis,  et  continuata  puuctum  p  complectens  in  utramque  incidet. 
Si  vero  infra  cadat  in  p'  vel  p",  recta  e  quovis  horum  usque  ad  p,  iam 
utrique  commune,  transit  per  lineam  compositam  dictam  ex  una  plaga 
in  alteram  ;  et  item  duo  puncta,  adeoque  recta  per  ea,  utrique  plano 
communia  erunt. 

25.  Manifesto  etiam  lin  Fig.  14.)  ^C  ex  c  continuata  in  planum  (pag.  361 
primo  generatum  cadit ;  atque  pfanum,  ob  generationes  utrinque  Eequa- 
les,  in  duas  plagas  asquales  dividit :  atque  quum  quasvis  piani  P  recta 
in    ct)    simul    cum    plano    P  ita    poni    possit,  ut    P   cum    plano    primo 
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generato  coincidat  :  planum  quodvis  per  quaravis  rectam  in  ea  sitam 
in  duas  plagas,  inter  se  omnes  prioribus  Eequales,  dividi  patet.  Imo  evi- 
dens  est,  quovis  plani  puncto  in  idem  dictum  c  posito,  et  congruentibus 
planis,  circulos  quosvis  radiorum  aequalium  eequales  esse ;  atque  etiam 
punctum  in  plano  motum,  ipsum  planum  in  eodem  plano  secum  ferre 
posse. 

26,  Ita  formas  duarum  rectarum  angulares  congruere,  si  arcus  e  ver- 
ticibus  radiis  ffiqualibus  inter  crura  descripti  cequales  sint,  circulo  facto 
patet ;  necnon  omnes  rectorum  angulorum  formas  tequales  esse  ;  ita  ex 
uno  puncto  rectae  in  plano  unam  solum  perpendicularem  dari ;  et  sum- 
mam  angulorum  in  una  plaga  ad  rectam  circa  punctum  C  positorum 
esse  —  iR.  ;  atque  conversim  duas  rectas,  c  commune  habentes,  in  una 
recta  esse,  si  summa  angulorum  in  una  plaga  sit  —  2R,  per  R  rectum 
intelligendo. 

27.  Patet  etiam  planum  quantitatem  esse  ;  nam  qu^cunque  du^  por- 
tiones  eius  accipiantur,  ponatur  utriusque  punctum  aliquod  internum  in 
dictum  C,  ita  ut  portiones  ips^  in  planum  primo  generatum  incidant  : 
circuli,  recta  illa  qua  e  c  usque  ad  perimetrum  nulla  minor  est  pro 
radio  accepta,  congruent ;  et  (Tom.  I.  pag.  25)  locum  habet. 

§.  15- 

1.  Si  recta  cum  recta  aut plano  aitquid  commune  habeat,  id  nonnisi 
punctum  est :  nam  si  duo  puncta  communia  sint,  recta  in  alteram  con- 
tinuatam  in  infinitum,  et  pariter  in  planum  incidit. 

2.  Planum  vero  cum  plano,  si  utraque  infinita  concipiantur,  aitt 
nihil  commune,  aut  rectam  infinitam  communem  habent :  et  tam  recta 
quam  planum,  sive  rectam  sive  planum  secantia,  transeunt  in  pla- 
gam  alteram,  Nam  (Fig.  16.)  secet  recta  oh  rectam  bq ;  nisi  transeat 
in  plani  per  abq  determinati  plagam  alteram,  necessario  ahquorsum  in 
h\  cadet ;  cum  qp  enim  nuUum  punctum  prster  b  commune  habet,  quia 
tum  tota  incideret.  Itaque  abf  recta  esset ;  atque  tam  fl  quam  a-^ii-\-y 
djmidia  peripheria  radii  hX  esset. 
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Hinc  ab  per  planuin  etiam  transit,  si  b  cum  eo  'nec  quidquam  aliudi 
commnne  habeat  :  si  enim  in  eadem  plaga  maneat,  manifesto  pro  quo- 
vis  puncto  q  plani  in  b  secti  casus  preecedens  erit. 

Hinc  etiam  si  duo  plana  P  et  p  punctum  b  commune  habeant ;  Eat 
e  quovis  puncto  a  ipsius  p  tali,  quod  ipsi  P  commune  non  est,  recta 
ah ;  transibit  ista  per  P  per  prsecedentia ;  fiat  tum  semicircukis  in  plano 
p  radio  ba  centro  b;  transibit  is  per  P;  atque  recta  per  punctum  hoc 
et  punctum  b  tara  in  P  quam  in  p  incidet  ;  nec  ullum  punctum  pra;- 
terea  commune  utrique  est,  nam  tum  utraque  coinciderent.  Patet  simul 
planum  p  quoque  transire  in  alteram  plagam. 

3.  Ad  rectam  e  quovis  eius  puncto  perpendiciilarem  dari  patet  'ex 
Fig.  14.  pag.  36) ;  uti  etiam  e  quovis  plani  puncto  dari  rectam  ad 
planum  perpendicularem  ;  quum  quodvis  planum,  puncto  quovis  in  C 
posito,  prirao  ibidem  generato  congruere  queat. 

Sed  quamvis  e  quovis  puncto  tam  ad  rectam  quam  ad  planum  dari 
perpendicularem,  inferius  demonstretur  :  duas  ex  eodem  puncto  perpen- 
diculares  ad  eandem  rectam,  aut  idem  planum,  diversas  non  dari  facile 
patet ;  nam  tum  duas  illee  rectEe  cum  recta  duo  illa  puncta  in  qu^  per- 
pendiculares  caderent  connectente,  lale  triangulum  efficerent,  cuius  ad 
basim  uterque  angulus  rectus  esset.  Hoc  autem  fieri  nequit ;  quia  si 
duEe  rectae  in  eodem  plano  ad  eandem  rectam  in  eadem  plaga  concur- 
rerent,  idem  ob  generationes  utrinque  sequales  et  in  altera  fieret ;  ade- 
oque  recta  utraque  propter  duo  puncta  communia  coincideret. 

4.  Interim  si  recta  ad  "^C  et  fc  ( Fig.  ij.)  duas  plani  rectas  perpen- 
dicularis  fuerit,  erit  ad  omnes  adeoque  ad  planum  per  Ecb  determi- 
natum  ipsum  P  perpendicularis.'i:iz.m  5it  cp  ±  cf ,  et  cq  ±  c&  ;  moveatur 
Ecp  circa  Ec  porro  donec  redeat,  ita  ticq  circa  bc ;  via  ipsius  cp  erit  (per 
pag.  36)  planum  A' coraplectens  oranes  perpendiculares,  quae  ex  c  ad  Ec 
fieri  possunt ;  ita  via  ipsius  cq  erit  planum  Q  coraplectens  omnes  per- 
pendiculares  ex  c  ad  bc.  Datur  autem  ex  c  perpendicularls  ad  planum  P; 
atque  ea  tam  ad  Ec  quam  ad  hc  est  perpendicularis.  Sed  eiusmodi  recta, 
quEe  ad  lc  et  bc  simul  perpendicularis  sit,  nonnisi  una  datur,  nempe 
sectio  planorum  K  tt  Q;  adesse  enim  perpendicularis  ex  c  ad  Ec  in  K, 
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et  perpendicularis  ex  c  ad  bc  in  0  debet ;  adeoque  illa  quas  tain  ad  fc 
quam  ad  bc  perpendicularis  est,  tam  in  K  quam  in  Q  adesse,  id  est 
utrique  communis  esse  debet.  Consequenter  recta  ad  fc  et  bc  simul  per- 
pendicularis,  est  ipsa  ad  J^  perpendicularis. 

5.  Jist  etiam  planum  quodvis  p,  in  quod  perpendicularis  ad  P 
cadit,  ad  P  perpendiculare.  Nempe  angulus  duorum  planorum  genera- 
tur  modo  sequente  :  sint  ^Fig.  18.)  ad  rectam  ah  perpendiculares  sequa- 
les  &ir,  fc  in  eodem  plano  P^  atque  ac~bs;  et  moveatur  plaga  plani 
superior  circa  a*b  porro  donec  redeat ;  describent  puncta  b,  f  simulta- 
neos  arcus  Eequales  circulorum  radii  gequalis,  propter  generationes  omnino 
Eequales.  Ita  si  gb  J_  gb,  atque  accipiatur  pn  — eq,  erunt  moto  schemate 
circa  p*q  vi^  punctorum  b  et  f  siinultanese  asquales,  ob  generationes 
sequales :  sed  f  eodem  modo  movetur,  sive  a*b  sive  p«q  quiescant, 
quum  omnia  simul  quiescere  debeant.  Consequenter  omnium  perpendi- 
cularium  aequalium  extremitates  arcus  simultaneos  «quales  describent. 
Est  autem  (pag.  15)  quantitas  anguli  planorum  via  eiusraodi ;  quee  si 
quadrans  sit,  erit  (pag.  17}  planum  ad  P  perpendiculare.  Patet  hinc 
quantitatem  anguli  planorum  esse  quantitati  anguli  perpendicuiarium  e 
quovis  puncto  sectionis  eorum  asqualem. 

6.  Oritur  autem  anguli  cuiusvis  ram  duarum  rectarum,  quam  duo- 
rum  planorum,  per  transitum  cuiusvis  in  alteram  plagam  suus  verticalis  : 
quos  pro  lineis  rectis  «quales  esse  vel  ita  patet,  Sint  anguli  hi  vertica- 
les  u  et  V  [Fig.  19.):  si  hi,  raoto  f}  circa  c  donec  extremitas  arcum  S 
describat,  non  sint  sequales,  erit  unus  ex.  gr.  7/>  altero  &,  nempe  ^^'(J 
pro  radiis  «  et  /i  aequalibus.  Fiat  z  =  S;  erit  per  generationes  eequales, 
si  «  moveatur  (in  eodem  plano  intelligendo)  circa  c,  donec  arcum  z  =  S 
describat ;  erit  z  quoque  <;  arcu  quem  extremitas  ipsius  /-j  interea  de- 
scripsit.  Est  vero  manifesto  arcus  hic  <:J,  propter  transitum  rectas  per 
rectas  fi,  e  in  plagam  alteram.  Consequenter  esset  z,  quod  —S  est, 
minor  arcu  ipso  S  minore.  Pariter  patet,  si  7,'  >  u  esset ;  et  pariter  de 
altero  verticalium  pari. 

Atque  rectis  productis,  quorum  angulusrespectu  quantitatis  angulo  plano- 
rum  iequalis  est ;  manifesto  etiam  anguli  planorum  verticales  asquales  sunt. 
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7.  Plani  per  centrnm  sphseras  positi  sectionem  cum  snperficie  sphs- 
rica  circulura  radii  radio  sphasrte  Eequalis,  circulum  maximum  dictum, 
esse  (ex  pag.  36)  patet ;  quasvis  duo  plana  autem  per  centrum  c  posita 
se  invicem  in  recta  e  centro  eunte  secare,  cuius  punctum  p  in  super- 
ficiem  sphEerae  cadens  circulis  maximis  e  centro  in  utroque  plano  de- 
scriptis  comraune  est ;  et  patet  rectam  eandem,  utriusque  plani  secti- 
onem,  continuatara  alterura  quoque  eorundem  circulorum  punctura 
commune  pr^bere. 

8.  Angulus  vero  circulorura  maximorura  spha;rEe  quantitas  respectiva 
fit  per  arcum,  quo  quantitas  anguli  planorum,  in  quse  circuli  illi  cadunt, 
exprimitur.  Si  igitur  iFig.  2o.i  a  puncto  p  supra  tabulam  sito  in  duobus 
circulis  maxirais  quadrantes  accipiantur,  pa  in  uno  et  pb  in  altero  :  cir- 
culi  maximi  arcus  <:&  exprimet  angulum  eorum  ;  nam  pc  sectio  plani 
\<<:a.  cura  plano  pcb  est,  et  propter  quadrantes  pa,  pb  anguH  pca,  pcb 
recti  sunt. 

9.  Hinc  etiam  arcus  circuli  maximi  ad  arcum  ok>  perpendiculares 
in  extremitate  quadrantum  concurreni,  in  ita  dicto  polo  circuli  cuius 
ok>  arcus  est.  Nam  pc  est  ad  o,c  et  bc  simul  perpendicularis ;  adeoque 
ad  totum  planum  <!hi:-  perpendicularis  est ;  itaque  (pag.  40)  et  plana  acp, 
bcp  sunt  ad  planura  ohz  perpendicularia,  adeoque  angulus  quadrantis 
utriusque  cum  arcu  ah  rectus  est.  Consequenter  arcus  ex  a  et  b  ad  oh 
perpendiculares  in  p  concurrunt,  Patet  autem  schemate  circa  pc  raoto 
arcum  quemvis  per  a  describi  posse,  et  perpendicularem  circuhim  e 
quovis  arcus  QiO  puncto  unum  solum  generari. 

10.  Si  vero  plana  P  et  Q  se  invicem  ad  angulum  rectum  secent 
in  recta  nb:  e  quovis  puncto  p  ipsius  P  ad  oh  demissa  perpendicula- 
ris  est  perpendicularis  ad  Q,  atque  e  quovis  puncto  ipsius  ab  erecta 
ad  Q  perpendicularis  in  P  cadet.  Nara  sit  pb  _L  ab ;  ducatur  in  plano 
Q  ad  ab  perpendicularis  bf ;  erit  angulus  pbE  rectus,  quia  P 1.  Q;  adeo- 
que  pb  ad  duas  plani  Q  rectas  nenipe  oh  et  bf  perpendicularis,  con- 
sequenter  etiam  ad   O  perpendicularis  est. 

QuKCunque  perpendicularis  autem  fuerit  ex  a  ad  planum  Q,  illa  in 
planum  P  cadit ;  nam  si  extus  caderet,  ex  eodem  puncto  a  dua;  essent, 
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quia  per  pr^cedentia  perpendicularis  ex  a  ad  ah  in  P  cadeiis  est  ad  Q 
perpendicularis. 

Ji.  Denique  si  duo  plana  P  et  p  secent  se  itivicem,  et  iitruinqiie 
perpendtcnlare  sit  ad  planum  Q,  sectio  priorum  ad  Q  est  perpendi- 
cularis.  Nara  si  P  \-Q  et  simul  p  L  Q,  sit  A  sectio  planorum  P  et  Q, 
et  a  sectio  planoruni  p  et  Q ;  secabunt  A  et  a  in  Q  cadentes  se  invi- 
cem ;  quia  nisi  secarent,  nec  plana  ex  A  &X  a  didi  Q  perpendicularia 
secare  se  invicem  facile  patet.  Sit  sectio  rectarum  ^  et  a  in  a,  perpen- 
dicularis  ex  a  ad  Q  cadit  per  prascedentia  Tam  in  P  quam  in  /,  adeo- 
que  in  sectionem  solam  planorum  P  et  /,  cui  a  commune  est. 

12.  Quoad  angulum  quem  recta  ac  facit  cum  plano  P,  in  quo  centro 
c  sit  descriptus  circulus  radio  hc,  supposito  (sed  inferius  demonstrando) 
hypotenusam  esse  catheto  maiorem,  et  rectis  crescentibus  e  quovis 
puncto  eodem  extra  peripheriam  ad  eam  ductis,  angulum  ad  centrum 
crescere  :  facile  patet,  nisi  ac  _L  -P  sit,  esse  angulum  acb  minimum  (pag.  i6}. 
Nempe  sit  b  punctum,  in  quod  perpendicularis  ex  a  ad  /^  cadit ; 
erit  cathetus  hc-<.  hypotenusa  ac ;  tum  radio  bc  descripto  in  P  cir- 
culo,  erit  quivis  angulus  bca^^hca;  nam  concipiatur  a  omnino  supra 
planum  iihc ;  erit  in  triangulo  rectilineo  ahh  angulus  ad  h  rectus,  quia 
ab  _L  /■*;  atque  hinc  hypotenusa  a^  ~>  ab.  Concipiantur  iam  duo  trian- 
gula  nempe  abc  et  c^c,  et  ponatur  c  in  c  et  a  in  a,  atque  vertatur  tri- 
angulum  utrunique  (Fig.  21.)  in  eandem  a  recta  ca  plagam  in  P;  patet- 
que  per  supposita,  esse  angulum  acb<:ac^. 


§.   16. 

Sed  dicendum  etiam  (pag.  91  de  planis  et  rectis  se  invicem,  etiamsi 
in  infinitum  producta  sint,  non  secantibus  est.  Si  (Fig.  22.)  rectEC  ac  et 
bb  ad  rectam  OiO,  sive  in  eodem  plano  sive  non,  perpendiculares  fuerint, 
nuUum  punctum  commune  habent  (pag.  39) ;  pariter  si  cc&^  circa  ab 
usque  ad  reditum  moveatur,  plana  per  rectas  ac  el  bt»,  etsi  infinitse  con- 
cipiantur,  descripta  nuUum  punctum  commune  habent ;  nam  ibi  aliqua 
recta  az  et  aliqua  bb  productEe  secarent  se  invicem. 
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Patet  etiam,  quod  si  duo  hasc  phma  per  tertium  secentur,  rectys 
illse,  in  quibus  hoc  priora  secat,  in  idem  planum  tertium  cadant,  nec  se 
invicem  secent  ;  quia  tum  duo  priora  punctum  illud,  in  quo  hcc  se  invi- 
cem  secarent,  coramune  haberent. 

I.  At  quEeritur,  num  per  punctum  a  solum  planum  prius  detur,  quod 
planum  inferius  nempe  viam  rectae  bb  antea  dictam  haud  secet  ?  Atque 
htec  quEestio  eo  redit,  num  per  a  sola  recta  oc  detur  in  eodem  plano 
rectam  hb  non  secans  ? 

Aut  solam  rectam  solumque  planum  in  aliquo  casu,  aut  innumera  in 
omni  casu  dari  patebit. 

II.  Moveatur  ah  (efficiens  cum  recta  hb  angulum  v,  qui  sit  ex.  gr. 
—  7?,  denotante  7?  rectum)  circa  a  (Fig.  22.)  per  quadrantem  usque  in 
ac ;  aliquamdiu  secabit  ab  tam  quadrantem  quam  rectam  bb  semper 
porro,  in  ac  perveniendo  autem  non  secat ;  dari  igitur  punctum  aliquod 
ultimum  p  quadrantis  debet  (per  Tom.  I.  pag.  2o),  per  quod  recta  ex  a  ducta 
taiis  est,  ut  qusvis  alia  interior  secet  rectam  ht  ;  illa  autem  ipsam  non 
secat,  quia  id  in  puncto  aliquo  rectas  b&  esset,  et  recta  b5  e  recta  se- 
cante  in  plagam  superiorem  transiens,  innumera  puncta  haberet,  in  qui- 
bus  a  recta  circa  a  ulterius  mota  secari  posset;  adeoque  recta  ap  non 
esset  ultima  earum,  intra  quas  qusvis  secat  rectam  bb.  Itaque  ap  est 
primo  non  secans.  Sed  quEeritur  quantitas  anguli  u,  nempe  arcus  bp? 

Axiomatis  Euclidei  undecimi  sensus  est,  quod  si  ad  guantaevis 
rectae  ah  exirema,  in  eandem  plagam,  rectas  at  et  b&  ponantur,  quan- 
tavis  fuerit  summa  angulorum  internorum  u  et  v  duobus  rectis  minor, 
et  utvis  partita  :  rectas  aZ  et  b5  se  mutuo  secant, 

Tria  igitur  hoc  continet,  quorum  quodvis  solum  ad  reliqua  duo  de- 
raonstranda  ex  asse  sufficeret ;  nempe 

1.  si  pro  uno  solo  ah  non  sit  u<:_R,  pro  quantovis  ah  summa  duo- 
rum  internorum  u  et  v  pro  quibusvis  reetis  se  invicem  primo  non  secan- 
tibus  erit  =  2R. 

2.  Si  constaret  summara  internorum  u  et  v  dictorum  omni  dabili  nii- 
norem  fieri  non  posse,  etsi  recta,  ad  cuius  extrema  in  eandem  plagam 
positi  sunt,  quovis  dabili  maior  fiat,  tum  quoque    certum    esset  in  omni 
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casii  esse  u-\-v  ~  2R.  Si  nempe  pro  angulo  utvis  parvo  u  (Fig.  23.1 
posset  ap  ita  removeri,  ut  recta  ex  a  ad  angulum  ti  posita  primo  non 
secans  ipsius  hb  sit,  ultra  b&  quoque  ad  distantiam  a'b,  ah  a:;qualem, 
angulo  u  posito,  erit  rectarum  ex  a  et  a'  se  invicem  (ut  facile  patet) 
primo  non  secantium  angulus  uterque  =:«,  et  summa  internorum  —  2m, 
quod  --^0.  Eritque  (ut  patebit'  aut  semper  quodvis  ti  =  H,  aut  u-^—o, 
si  oh  -—  co. 

3.  Si  constaret,  quod  si  pro  certis  u  et  v  e  finibus  certse  rect^ 
secent  rect^  se  invicem,  etiam  ad  angulos  u-{-z  et  v  —  2  ad  fines  rectEe 
eiusdem  positae  secent  se  invicem  (nempe  pro  eadem  internorum  sumina 
utvis  partita) :  tum  quoque  facilHme  constarent  omnia. 

Vix  concipi  posset  tantum  Geometram  tale  axioma  ponere  potuisse  : 
at  in  manuscriptis  antiquis  inter  postulata  positum  repertum  est.  Nimi- 
rura  tota  Geometria  Euclidis  quasi  una  propositio  considerari  potest, 
si  dicatur,  Posito  A  poni  G,  iper  A  axioma  XI,  per  G  geometriam 
intelligendo).  At  plane  hoc,  quod  poni  debeat,  atque  et  contrarium  teque 
poni  possit ;  nempe  quum  omnia  reliqua  axiomata,  tam  cum  eo  si  'Fig,  22.) 
u  rectus  sit,  quam  cum  eo  si  eo  minor  sit  (imo  quantusvis  sit  ab  R 
inclusive  usque  ad  o  exclusive),  sque  subsistant :  duo  systemata  oriun- 
tur,  prouti  m=  vel  <^R  ponitur,  utraque  vera,  unum  sub  conditione 
quod  si  u  =  R  sit,  alterum  posito  ti<R:  quamvis  contraria  respectu 
eorum  prodeant,  qu^  a  quantitate  dicta  ipsius  ti  dependent.  Imo  prouti 
quantitas  ipsius  u<.R  pro  certa  recta  ah  supponitur,  eo  respectu  innu- 
mera  systemata  oriuntur ;  qu^  tamen  certo  respectu  consentiunt,  et 
omnia  sub  systemate  generali,  quod  suppositioni  u<iR  innititur,  con- 
tinentur ;  ex.  gr.  (Fig.  23.1  summa  internorum  pro  rectis  se  invicem  primo 
non  sccantibus  in  omnibus  -^  o,  si  distantia  -—00;  ita  surama  angulo- 
rum  trianguli  rectilinei  — o,  dum  latus  quodvis  -—00   y. 

Si  igitur  utrumque  systema  elaboratum  sit,  etsi  per  reliqua  axiomata 
indecisum  raaneat,  quodnam  reipsa  iocum  habeat :  dabitur  Georaetria  eo 
sensu,  quod  non  solum  quodvis  dictorum  systematum  suppositive,  sed 
etiam  inconditionate  verum  sit,  duorum  aliquod  reipsa  esse ;  ea  taraen 
cum    restrictione,  quod  etsi  constaret  systema  pro  u  <.R   reipsa    locum 
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habere,  eorum  quantitas,  quEe  p!ane  a  quantitate  ipsius  u  recto  minoris 
determinata  dependent,  eatenus  indecisa  maneret. 

Aliud  est,  si  res  non  a  priori,  sed  quoad  praxim  consideretur ;  et 
(Fig.  22.)  pTo  data  ab,  rect^  ac,  donec  adhuc  secet  rectam  bb,  angulus 
a  posteriori  mensuretur ;  nempe  tum  saltem  a  posteriori  constabit  u  a 
recto,  pro  tantis  lineis  quas  nobis  tentare  Hcet,  haud  inultum  differre, 
Sed  quidsi  ah  usque  ad  Sirium  protenderetur,  aut  ulterius?  Utcunque 
sit ;  tempus  ab  asterno  connata  spatii  soror,  ei  auxilio  venit ;  et  quum 
motus  corporum  ccelestiuin  calculis  u  =  R  posito  innixis  conveniant, 
pro  omni  mensurationum  nostrarum  sph^ra  in  praxi  eidem  suppositioni 
tuto  conquiescere  raonet. 

III.  Omnia  systemata  nobis,  si  prgeter  axiomata  reiiqua  nullum  po- 
natur,  subiective  possibilia,  id  est  e  quibus  unum  tantum  est,  sed  quod- 
nam  absolute  verum  sit,  decidere  haud  valeraus,  generaliter  comprehen- 
dens,  Appendicis  Auctor  rem  acuraine  singulari  aggressus  Geometriam 
pro  omni  casu  absolute  veram  posuit ;  quamvis  e  magna  raole  tantuin 
summe  necessaria  in  Appendice  huius  tomi  exhibuerit,  multis,  ut  tetrag- 
dri  resolutione  generali  pluribusque  aliis  disquisitionibus  elegantibus,  bre- 
vitatis  studto  omissis. 

Pro  data  quavis  recta  ah  anguluin  ii  (Fig.  22.)  geometrice  construere 
docetur  in  Appendice  dicta  :  de  quantitate  ipsius  u  tainen,  quamvis  in 
concreto  quasi  ante  oculos  stet,  a  priori  decidi  nihil  potest,  nisi  quod 
non  o  et  non  >  R  sit. 

Ibidem  porro  in  spatii  scientia  distinguuntur  ea,  quse  a  quantitate 
dicta  ipsius  u  non  dependent ;  id  est  eeque  vera  sunt,  sive  u  —  R,  sive 
quEevis  alia  quantitas  eius  inter  o  et  ^  ponatur  :  atque  Trigonometria 
sph^rica,  et  quasdam  alia,  ut  talia,  demonstrantur. 

lUa  vero  quae  absolute  a  quantitate  dicta  ipsius  u  dependent,  per 
eiusmodi  functiones  determinatas  ipsius  u  exprimuntur,  quse  pro  quovis 
valore  ipsius  ?y,  id  est  quicunque  valor  ipsius  u  reipsa  fuerit,  eo  in  ex- 
pressione  substituto  ipsi  K,  quantitatem  quEesitam  exhibent.  Si  ex.  gr. 
quantitas  certa  x—f[u\  in  spatio  absolute  a  quantitate  ipsius  u  depen- 
deat,  et  sit  f'\u]  talis  expressio,  qua;  nonnisi  ipsum  u  et  quantitates    da- 
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tas  complectitur  :  concipiatur  abscissa  a  o  usque  ad  7?  crescens,  omnes 
valores  cogitabiles  ipsius  u  (a  o  exclusive  usque  ad  rectum  inclusivei 
exhibens ;  et  erigatur  a  fine  cuiusvis  abscissas,  ordinata  f{u)  pro  illo  va- 
lore  ipsius  ^z,  atque  pro  u  =  R  fiat  ordinata  valori  illi  ^qualis,  quem 
expressio  pro  u  —  R  capit. 

Quum  autem  oranes  istce  expressiones  quantitatum,  in  toto  spatio  a 
quantitate  ipsius  ;/  dependentlum,  cum  reliquis  axiomatibus  Eeque  sub- 
sistant,  quicunque  innumerabilium  valorum  dictorura  substituantur  ipsi  u  : 
ex  jisdem  axiomatibus  quantitas  ipsius  u  determinari  nequit. 

IV.  Nihilominus  tamen  qusestio  suboritur :  quidsi  novum  axioma  de- 
tur,  per  quod  determinetur  u  ?  teutamina  idcirco  quas  olim  feceram,  bre- 
viter  exponenda  veniunt,    ne    saltera    alius    quis    operam  eandem  perdat. 

Distinxeram  ea,  e  quibus  Axioraa  undecimum  Euclidis  demonstrari, 
adeoque  theoria  parallelarum  Euclidea  stabiliri  posset,  in  axioraata  sttus, 
in  quantitativa,  et  intervalli,  atque  similitudinis. 

I.  Axiomata  situs. 

1.  Summa  duoTum  internorum,  quas  rectas  in  plani  eiusdem  plaga 
eadera  ad  rectam  positas  faciunt,  utcunque  hsec  crescat,  nequit  continuo 
decrescendo  orani  dabili  minor  fieri,  nisi  eee  se  invicem  secent. 

2.  Si  (Fig.  24.)  a  z  non  capitur  y,  neque  d.  z-A-v  capitur  v -(- ^^.  Hecc 
est  axiomatis  Euclidei  tertia  pars,  nempe  eadem  summa  ad  fines  eiusdem 
rect^  aliter  partita. 

3.  (Fig.  23.1  Si  C  ante  finem  temporis  /  dabilera  quaravis  portionem 
spatii  universi  ntvis  infinitam  (dummodo  nullum  punctum  recta;  qua;  post 
a  ad  dextram  est  incidat)  complectatur,  et  ad  finem  teraporis  /  fiat  C 
ipsum  spatium  universura  :  Id,  quod  e  spatio  prseter  C  est,  ante  finera 
teraporis  t,  semper  ilH  C,  quod  tunc  est,  absolute  aequale  complecli  ne- 
quit.  Duo  spatia  hoc  pacto  quaquaversum  infinita,  nullo  puncto  praster 
dimidiam  rectam  excluso,  prodire  videntur ;  nisi  XI  axioma  Euclidis  ve- 
rum  sit  iut  infra  videbitur). 
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n,  Quantitativa. 


1.  Si  ^  habeat  dimidia  absolute  tequalia :  innumerabilia  dimidia  a  se 
invicem  prorsus  distincta,  prioribus  absolute  asqualia  habere  nequit. 

2.  Nullum  A  habet  partes  innuraerabiles  a  se  invicem  prorsus  distinc- 
tas,  quarum  quEevis  ipsi  A  absolute  sequalis  sit. 

3.  Nullura  A  tale  est,  ut  (prow— -ooi  -^  queat  ipsura  A  ,uti  est) 
continere,    nonnisi  -^    deficiente. 

in.  Intervalli. 

Si  duarum  linearum  simplicium    uniformium    utrinque  infinitarum,  in 

plano  se  invicem  secantium,  apertura  (id  est  angulus  ad  punctum  sectio- 
nis)  raaneat  utrinque  constante  quodam  earundem  linearum  angulo  sem- 
peT  raaior  ante  temporis  t  finem  :  in  puncto  experte  temporis  ipsum  t 
terminante  una  alteram  transiliisse  nequit. 

rv.  Similitudiois. 

Sphxra  nulla  per  uUam  qualitatem,  prseter  magnitudinem  locumque 
ab  ulla  alia  discerni  potest. 

Aut  idem  de  quibusvis  duohus  piinctis  in  spatio  dici  potest. 

Quovis  horum  posito,  XI  axioma  omnino  cum  rigore  demonstratur  : 
et  aut  aliquod  horum  vel  alicui  asquivalens  adsumendum  est,  aut  nuUa 
alia  Geometria  absoluta  datur,  nisi  qu^  in  Appendice  stabilita  est ;  et 
quse  in  omnem  casum  absolute  vera,  magni  imo  eo  maioris  pretii  est, 
quod  nullum  axiomatum  propositorum  simplicitate  ceterorum  Geometriae 
axiomatum  gaudeat.  Si  igitur  nullum  propositorum  inter  axiomata  refe- 
ratur,  dabitur  quidem  Geometria,  sed  quantitas  ipsius  u  semper  indecisa 
manebit:  fons  purus  veritatis  in  seternitate  est,  eoque  nos  per  noctem  sepul- 
crorum  in  lucem  allicit ;  quum  mortalibus  labiis  inde  haurire  haud  liceat. 

Interira  quantitativum    aliquod    axioma    in    Geometria    adsuraere  ne- 
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cesse  est :  nempe  quod  sub  iis  axiomatibus,  quibus  relatio  totius  ad  par- 
tes  exprimi  solet,  latet  (Tom.  I.  pag.  52).  Et  hoc  est  sequens  : 

Quaevis  portio  spatii  undique  terminata,  tam  ipsa  quantitas  fimta 
est  quam  superficies  eius,  si  quantitas  sit.  Inde  sequitur  etiam  quan- 
titates  respectivas  eiusmodi  finitas  esse. 

Hoc  quasi  introitura  aperire  videtur  alicui  :ixiomatum  quantitativo- 
rum  :  utcunque  sit ;  quomodo  ope  cuiusvis  dictorum  demonstretur  it=-R 
esse,  breviter  referre,  paucis  primariis  ab  hoc  independentibus  suppositis 
Hceat. 

aj  Ex  (Ax.  I,  2)  facile  sequeretur  modo  sequente  :  (Fig.  24.)  si  nempe 
u^v  <^2R,  ad  punctura  b  deinceps  positis,  residuum  dicatur  y ;  ducta- 
que  e  quovis  puncto  f  cruris  anguli  y  recta  ad  c,  angulus  quem  fc  cum 
cb  facit,  dicatur  s  ;  ponaturque  ad  C  supra  z  angulus  v.  Manifesto  y  ■&  z 
non  capitur,  adeoque  (per  Ax.l  neque  y-\-v  capitur  a  z-\-v.  Consequen- 
ter  pro  internis  u  et  v -\- z  sectio  est ;  idque  tanto  fortius,  si  pro  v-h-z 
angulus  minor  v  ponatur. 

bj  Quoad  reliqua :  consideretur  (Fig.  25.)  via  extremitatis  rects  2la 
perpendicularis  ad  213  in  eodem  plano ;  accipianturque  inde  ab  a  inci- 
piendo  sive  ad  dextram  sive  ad  lasvara  partes  huius  vise,  qua;  Z  dicatur, 
se  invicem  excipientes  ab,  bc,  cb  i^  omnes  inter  se  Eequales ;  ducantur- 
que  rectEC  ab,  bc,  cb  y.  Angulos  omnes  x  propter  generationes  sequa- 
les  patet  Eequales  esse.  At  quum  puncta  a,  b,  C,  &,  .  .  .  in  recta  esse 
neutiquam  constet,  queeritur    num    x   rectus    vel   obtusus  aut  acutus  sit? 

I.  Si  X  rectus  esset :  tum  iFig.  26.)  punctum  Hneai  I.  e  medituUio  <Z 
ipsius  2123  generatum  quoque  in  rectEe  ab  meditullium  c  cadit.  Nara 
recta  medituilia  C,  c  connectens  per  generationes  utrinque  sequales  tam 
ad  l£  quam  ad  c  angulos  utrinque  asquales  adeoque  rectos  facit.  Si  iam 
punctum  line^  Z  per  perpendicularem  ipsi  a  Eequalem  ex  <Z  erectam 
in  p  aut  q  caderet :  in  casu  primo  hevet  a  =  d -h  ^-h/i,  adeoque  a>  R, 
quia  x  =  k-^h^  R  erat ;  at  idem  a<R  esset,  quia  p  —  R  externus 
interno  a  maior  est,  uti  suo  loco  independenter  demonstratur ;  in  altero 
casu  autem  fieret  i—h,  adeoque  i<iR,  quamvis  externus  ;' sit  >/ —  ^. 
Unde  etiam  a1\  —  Cc  esset. 


vGoosle 


SECTIO   PRIMA-  49 

Atque  eodein  modo  punctiim  lineas  L  e  meditullio  rectac  IX^  P^i'^" 
ter  in  medituUium  rectte  ac  caderet ;  atque  hoc  per  dimidiationes  cuius- 
vis  dimidii  in  infinitum  continuari  patet.  Tum  vero  nuUa  pars  continua 
liuese  Z  ex  a  supra  aut  infra  rectam  a&  cadere  poterit ;  nam  inter  a2I 
et  perpendicularem  e  puncto  quovis  linete  dictK  ex  a  inclpientis  (et 
omne  punctum  pr^eter  a  extra  rectam  ab  habentis)  ad  IXS  demissam 
innumera  linese  eiusdem  puncta  per  dimidiationera  dictam  generata  dan- 
tur  in  rectam  ab  cadenlia.  Essetque  hoc  pacto  linea  L  eadem  cum  recta 
abcb  .  .  .  (Fig.  25.) ;  unde  per  inferiora  omnia  facile  patent. 

2.  Si  vero  x  acutus  vel  obtusus  esset:  tura  abcb  .  .  .  talis  linea  e  re- 
ctis  composita  esset,  cuius  latera  ab,  hz,  c6,  .  .  .  utrinque  in  iniinitum 
essent  gequalia,  et  anguli  quoque  lateris  cuiusvis  cum  pr^cedente  latere 
et  sequente  in  eadem  plaga  asquales  essent.  Si  x<,R,  tum  angulus  re- 
ctarum  <xh  et  bc  inferior  est  <:  2i? ;  si  x>7?  esset,  tum  ubique  superior 
esset  <;  2 J? ;  potest  quidem  demonstrari  x'^  R  non  esse  ;  quia  tum  per 
diagonalem  a^  duo  triangula  fierent,  quorura  summa  angulorum  >  aR, 
adeoque  triangulum  daretur,  cuius  angulorum  summa  >•  2/?,  (quia  >4 
in  duas  partes  dispesci  ita  nequit,  ne  aliqua  >•  2  sit) ;  hoc  autem  fieri 
non  posse,  item  independenter  pluribus  modis  demonstrari  potest.  Sed 
sufficit  nunc  linea  dicta  ohz^  .  .  .,  cuius  per  quemvis  angulum  duobus 
rectis  minor  intelligatur  :  dicatur  hsc  linea  ?.. 

3.  Manifesto  vero  linete  /.  nullum  latus  ex.  gr.  cb  ad  dextram  con- 
tinuatum,  partem  ipsius  /.  per  perpendiculares  ad  SS  a  puncto  <Z  ad 
lasvam  cadentes  generatam,  ita  nec  uilam  perpendtcularium  porro  ad 
lasvam  cadentium  secare  potest :  nam  tam  omnes  perpendiculares  dictse, 
quam  omnia  quse  inter  tales  perpendiculares  sunt,  in  plagam  plani  illam 
cadunt,  qu£e  a  Cc  ad  l^vam  est ;  itaque  ut  sectio  dicta  fiat,  recta  S 
per  rectam  (Ec  alicubi  prjeter  c  transire  deberet,  et  tum  cb  in  cC  ca- 
deret. 

4.  Ita  perpendicularis  quasvis  Cc  per  verticem  anguli  ipsius  A  ex  c 
ad  2J23  missa,  angulum  ipsum  omnino  bisecans,  nullum  pr^eter  c  punctum 
cum  /.  (aut  cum  L)  commune  habet :  nam  si  quod  punctum  p  ipsius  X 
adhuc    cum    Cc   comraune    esset,    hoc    p    in    perpendicularem    e  puncto 
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rectEC  213  a  C  diverso  erecCam    caderet ;    et    si    p  etiara  in  Cc  caderet, 
duEe  rectEe  ad  eandem  rectam  perpendiculares  concurrerenL. 

5.  iFig.  27.}  Rectte  db,  ac,  ob  &  ex  eodem  a  ad  extrema  laterum 
linete  /.  duct^e  vocentur  Q,  Q',  Q",  .  .  .  et  nomine  generali  dicantur  Q ; 
atque  sit  Q  angulum  lineee  /.  qua;  ad  a  est  bifariam  secans,  adeoque 
perpendicularis  ad  513  per  a:  angulus  abc  est  —  bcb=  ctie  Sjf ;  sed  qua;- 
ritur,  quo  cadat  respectu  alicuius  Q  latus  sequens  lineae  ^?  Primo  sta- 
tim  bc  infra  ah  cadit,  quia  (pag.  49)  angulus  duobus  rectis  minor  acci- 
pitur  ;  porro  cb  infra  Q'  cadit ;  secus  enim  aut  in  Q'  aut  supra  Q'  cade- 
ret.  In  Q  non  cadit ;  quia  id  aut  intra  c,  aut  ultra  c  ex.  gr.  in  f  esset ; 
et  in  casu  posteriore  angulus  bcf  >  2/^  esset,  in  altero  vero  per  ci> 
secaretur  pars  ipsius  A  ante  generata  (contra  pag.  491.  Idem  fieret,  si  cb 
supra  Q'  caderet,  fieri  enim  hoc  inter  Q'  et  cb  deberet ;  nam  si  extra 
cb  caderet,  angulus  ~^2R  esset. 

Demonstratione  eadem  semper  ulterius  applicata,  patet  quodvis  latus 
sequens  infi-a  rectam  ex  a  ad  initium  eius  ductam  cadere. 

6.  Hinc  si  Q  circa  a  moveatur  per  bc^^i  .  .  . ,  usquequo  in  21a  per- 
veniat  :  omnino  semper  in  ulterius  punctum  linea;  h  veniet,  adeoque 
eain  secabit  aliquamdiu,  ipsum  Tko.  vero  nuUnm  latus  lineEe  /.  secabit 
(pag.  49) ;  itaque  ut  supra  (pag.  43)  datur  aliqua  recta  Q'  lineam  /  primo 
non  secans,  intra  quam  quodvis  Q  angulum  utvis  parvum  z  cum  (Q' 
efliciens  secat  lineam  /. 

Sed  tum  etiam  nuUum  latus  lineEe  A  (ex.  gr.  CO)  ad  dextram  utvis 
continuatum  secat  rectara  Q'  ullibi  (ex.  gr.  in  i).  Nam  perpendicularis 
e  quovis  puncto  ulteriore  (ad  dextramj  lateris  cuiusvis  utvis  continuati 
quoque  semper  ulterius  cadit :  namque  c  a  perpendiculari  T>h  ad  dex- 
tram  cadit ;  ita  continuatio  rectse  &e  per  perpendicularem  e(£  transit  ad 
dextram,  et  perpendicularis  e  quovis  puncto  rectas  huius,  quas  ab  e€  ad 
dextram  cadit,  panter  ad  dextram  cadit ;  uti  etiam  perpendicularis  e 
quovis  puncto  rectEe,  quas  per  novam  perpendicularem  ad  dextram 
transit. 

Itaque  si  sectio  i  fieret :  tota  bef  .  .  .  excepto  puncto  i>  intra  triangu- 
lum  abi,  adeoque  mter    perpendiculares  a2I  et  i^    contineretur    quodvis 
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punctiim,  et  qusevis  perpendicularis  generans  ex  eo  ad  313  missa,  et 
ultra  3  nulla  perpendicularis  generans  daretur.  Idem  valet  quocunque 
cadat  i^  atque  etiam  si  nbc&ef  .  .  .  versus  21V>  convexa  esset  iquod  ut 
dictura  est,  fieri  non  posse  facile  ostendi  potest'. 

7.  Manifesto  autem  iiinc  pro  z  utvis  parvo,  ex.  gr.  -^  ■<  -^  pro  «  in- 
tegro  utvis  magno,  crura  alicuius  anguli  constantis  g,  producta  in  infini- 
tum  etiam,  inter  crura  anguli  2  continentur.  Atque  hinc  si  ^e  vertice 
in  n  partes  asquales  dividatur,  inter  cuiusvis  eiusmodi  H-tae  partis  crura 
quoque  continebitur  unum  q  cum  cruribus  infinitis,  et  omnes  hi  anguli 
^  a  se  invicem  prorsus  distincti  erunt,  si  in  quovis  j'-  ita  accipiatur 
^  <  ff  y  "t  crura  ipsius  z  e  vertice  anguli  q  intra  crura  anguli  -^- 
cadant. 

Unde  cum  axioinate  ilT,  21  proposito,  anguli  u  (pag.  43)  quantitas  >- 
aut  <;  R  consistere  nequit.  Consequenter  u  rectus  est. 

8.  Hinc  (Fig.  28.}  si  (ex  Fig.  25.}  a2I  =  h33,  et  anguU  ad  21  a,  23,  b 
recti  sint,  erunt  anguli  a-hy  et  a'-\-y'  ac  /:/,  //  {alterni  dicti)  sequales, 
uti  externus  ex.  gr.  /?'  interno  opposito  //  sequalis,  et  qusecunque  recta 
aS  secet  ipsam  2iB  et  ab,  summa  internorura  est  duobus  rectis  ^qualis. 
Nam  triangula  rectangula  1\o.V>  et  b23a  propter  hypotenusam  commu- 
nem  et  cathetum  (OX  catheto  b23  Eequalem  sunt  (per  inferiora  ab  his 
independenteri  «qualia  ;  adeoque 

a  =  u      et     ii^ii'] 

et  hinc  quia  i^i  —  fi"  nerape  suo  verticali,  est  etiam  j-i"  —  fL  Atque  hinc, 
quum 

jT  -\-y-^a  ^  2R, 
erit  etiani 

,-i'  +  y  +  a—  2R. 

9.  Hinc  item  quodvis  triangulum  fuerit,  (Fig.  29.)  per  verlicem  tah 
Unea  ut  in  praecedentibus  generata,  erit 


adeoque 


/  =  /,     et    li=li; 
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nempe  producto  latere  quovis  triangiili,  anguius  externus  est  summas 
internorum  oppositorum  asqualis. 

11.  Et  hinc  iam  facile  sequitur,  quod  si  (Fig.  30.1  summa  internorum 
<;  2li,  tum  rectEe  secent  se  invlcem,  Nam  si 

u-^-p-V-oi-v-q^aR, 

et  yb  ipsam  IXo.  primo  non  secans  sit,  erir  tura  recta  e  quovis  puncto 
a  ipsius  2Ia  ad  23  ducta,  angulus    ad    a    trianguli    1[ixB  (per  9,1    tequalis 

27?  —  u  —p  —  u  -\-p  -\-  (■)-¥  q  ~u  — /  —  w  +  ^, 

essetque  semper  >^;  quod  falsum  esse  patet  lex  Fig.  31.):  nam  si 
a  =  a,  ita  i'j'=  iS,  et  ita  porro  cuivis  novo  lateri  ex  b  ducto,  e  fine  eius 
in  313  eequale  accipiatur :  orientur  triangula  aequicrura  se  in  infinitum 
excipientia ;  in  quibus 

Z—  2s',        z'  —  2z",   .   .  . 

itaque  angulis  z,  z,  z"  .  .  .  generaliter  z  dictis,  Z'~o.  Nempe  trianguli 
aequicruri  angulos  ad  basini  esse  aequales  infra  ab  hoc  independenter  de- 
monstrabitur. 

12.  Superius  generatam  i  (per  definitionem  pag.  19)  parallelam  ad 
2123  esse  patet ;  et  iam  hic  posito  axiomate  dicto,  manifesto  recta  ab 
non  secat  rectam  213,  qutevis  alia  per  a  ducta  autem,  quum  ab  aliqua 
parte  sumraa  inlernorum  <.2R  fiat,  secat  rectam  "2X3;  et  manifesto  da- 
tur  eodem  modo  parallela  ad  rectam  quamvis  per  punctum  quodvis, 
eaque  una  sola  est. 

13.  Atque  hinc  (Fig.  32.)  si  rectse  A,  B  secent  se  invicera  in  p,  ubi- 
cunque  sit  A'  ad  A  parallela,  etiam  A'  secatur  a  R.  Sit  enim  ex  p 
recta  ad  quodvis  aliquod  punctum  q  rectas  A' ;  erit 
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Z  -hV  ~hu  —  2R  ; 
itaque 

V    f  ;;  <  2/e  ; 

cnnsequenter  B  ultra  p,  et  A'  tiltra  q  contimiats  concurrent. 

14.  Pariter  patet,  quocunque  moveatur  B  sibi  parallele  lex.  gr.  in  ij"), 
rectas  A'  et  B'  quoque  secare  se  invicem,  et  angulos  z  et  k  in  sectione 
prima  esse  angulis  ^:  et  ^  sectionis  posterioris  aequales. 

15.  E  superius  dictis  autem  sequitur  etiam  inter  crura  anguli  utvis 
parvi  V  continuata  in  infinitum,  angulum  quatuor  rectis  quantovis  mino- 
rem,  simul  cum  cruribus  continuatis  in  infinitum,  imponi  posse,  nisi 
u=^.R  sit  .pag.  431. 

Nempe  inter  crura  anguli  utvis  parvi  v  (pag.  51  j  angulus  certus 
h  =  -^ ,  pro  R  rectum  et  «  integrum  denotante,  imponi  potest,  adeo- 
que  etsi  v—\^-b  fuerit;  fiat  id  ad  distantiam  d  a  vertice  anguli  v  =  —  h. 
Atque  hinc  fiat  (Fig.  33.)  linea  polygonalis  ahd>  .  .  .,  cuius  latus  quodvis 

—  d,  et  angulus  quivis  (duobus  rectis  minorem  intelligendo)  sit 

-.=  2R^\h. 

Dicaturque  u  continuatio  lateris  cib  efficiens  angulum  —  /;  cum  bc,  et 
fiat  ex  b  recta  bb',  ex  c  recta  c<:!,    ex    &    recta  &&'  y,    singulte    angulum 

—  h  cum  lateribus  e  punctis  b,  c,  I>,  .  .  .  incipientibus  efficientes,  ut  inter 
crura  cuiusvis  --  h  ad  distantiam  (/  sit  -^  5  -t-  ^  b  =  h  positum  ;  qujevis 
litera  gr^eca  autem  fuerit  ad  initium  lateris  alicuius,  efficiens  cum  eo  in 
plaga  dextra  angulum  aliquem  p  :  recta  ad  finem  lateris  eius,  cum  conti- 
nuatione  eiusdem  efficiens  angulum  externum  —p,  insigniatur  litera 
grseca  sequente ;  ex.  gr.  /5  efliciet  cum  continuatione  lateris  hz  angulum 
■-  h,  ita  y  efficiet  cum  continuatione  lateris  C&  angulum  2  .  --  h ,  ita  J 
cum  continuatione  lateris  be  angulum  "^  .  —  h  et  ita  porro,  donec  litera 
graeca  prodeat,  quEe  cum  continuatione  lateris  preecedentis  efficiat  an- 
gulum  (4« — i)  . -|- 5,  adeoque  cum  latere  sequente  faciat  angulum 
4«  ,  ^b  —  2R. 

Manifesto  li  in  plano  supra  a,  et  y  supra  (i,  ac  J  supra  y  y,  ac  quee- 
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vis  sequens  siipra  omnes  priecedentes  cadit  ;  imo  si  omniuni  rectarum 
literis  gr^cis  denotataruin  tantum  pars  a  linea  bc^S  .  .  .  in  plagam  dex- 
tram  cadens  consideretur  :  quasvis  supra  omnes  prsecedentes  cadet ;  nec 
illa,  quae  cum  latere  sequente  2J?  facit,  adeoque  in  recta  erit,  secat 
ipsam  a.  Erit  igitur  tota  hsec  recta  utrinque  infinita  inter  crura  ipsius 
V  =  -^  b;  nempe  hb'  est  intra  a5.',  ct  intra  hb',  w    intra  cc'  ^. 

Unde  etiam  (Fig.  34.)  ad  rectarum  A,  B  angulum  utvis  parvum  v 
efficientium,  latus  quodvis  A  potest  talis  perpendicularis  poni,  quse  utvis 
producta  latus  alterum  B  utvis  productum  secare  nequeat.  Sit  enim  C 
recta  talis,  quae  per  prBecedentia  etiam  utrinque  inlinita  inter  crura  anguli  v 
ab  ea  parte  in  infinitum  producta  maneat :  demittaturque  e  quovis  puncto 
p  ipsius  C  perpendicularis  pq  ad  A  ;  cadet  htec  in  plagam  eandem  cum 
C,  quia  si  in  alteram  caderet,  fieret  triangulum  cuius  unus  angulus  rectus 
esset,  alter  autera  obtusus,  nempe  ipsi  v  acuto  deinceps  positus ;  conti- 
nuatio  ipsius  pq  vero  transit  per  C  in  alteram  plagam,  quiE  pariter  tota 
inter  crura  anguli  v  continetur. 

Atque  hinc  (Fig.  35.)  inter  crura  anguH  iv  {quod  '—■0  si  r--— o)  non 
solum  totam  perpendicularem  fc',  sed  a'c  — tic  facta,  etiam  angulum  b'a'f 
Eequalem  4^  —  v  sJmul  cum  cruribus  infinitis  imponi  posse  patet. 

Si  igitur  bo.  circa  a  moveatur  versus  ac  usquequo  in  <xz  perveniat, 
atque  priusquam  <:!&>  in  dC  perveniat,  accipiatur  semper  tale  a',  et  tale  Qth' 
ad  anguium  ei  quem  ab  cum  txc  facit  aequalem,  ut  Ci'b'  et  flb  se  invicem 
haud  secent ;  atque  cogitetur  semper  spatium  quod,  si  schema  circa  <xd 
revolveretur,  maneret  a  via  ipsius  oh  ad  lEevam,  et  id  quod  a  via  ipsius 
dh}  ad  dextram  esset.  Hoc  pacto  qusevis  spatii  portio  .r  nihil  cum  recta 
aS'  (saltem  pr^ter  punctum  a)  commune  habens,  manifesto  alicui  spatio 
ad  leevam  generato  includetur  pro  v  minore,  quam  angulus  quivis, 
quem  recta  ex  a  ad  aliquod  punctum  ipsius  5  ducta  cum  <xc(  facit ; 
atque  a'  sufficienter  remoto,  ad  angulum  v  alteri  v  sequalem,  aderit  alte- 
rum  5  quoque  cum  priore  nihil  commune  habens.  Unde  applicatio  Axio- 
matis  propositi  (I,  3)  patet ;  non  tamen  duo  spatia  prodibunt,  nam  dum 
cCo  in  CiC  pervenit,  nascitur  quidem  totum  spatium,  sed  a'  in  infinito  dis- 
parens  nullibi  ainplius  in  temporis  puncto  experte  ultimo    reperitur ;    et 
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antea    qiiidem  qnodvis  punctum  in  spalium  ad  Itevain  inclusuni  est,  sed 
omne  nunquam  ante  finera. 

i6.  Ita  facile  demonstrantur  sequentia  : 

1.  Lineam  uniformem  L  (pag.  50)  nisi  recta  sit,  extra  lineam  abc?  .  .  . 
fluere,  cum  hac  iFig.  27.)  nonnisi  puncta  abcb  .  .  .  communia  habentem  : 
atque  hinc  applicatio  fAx.  III.)  patet ;  nempe  angulus  quem  continuatio 
inferior  ipsorum  Q  cum  L  extus  facit,  infrorsum  '—-a,  superius  ad  2A" — «, 
(si  per  /?'  intelligatur  angulus  quem  continuatio  rectce  n21  cum  X  facit), 
et  uterque  est  semper  >■  a  ;  inferior  crescit  continuo,  superior  decrescit, 
et  manifesto  sunt  anguli  ad  utramque  continuationem  cuiusvis  Q  ^quales. 

2.  'VC&  circa  21  sursum  motum  illico  secat  Hneam  L,  uti  etiam  qu^- 
vis  perpendicularis  ad  <xl\  inter  a  et  21 ;  et  statim  post  21,  ad  dextram 
lEevamque  secat  ipsum  L  ad  angulos  utrinque  Eequales,  a  Hmite  dicto  a 
decrescentes,  et  dato  constante  aliquamdiu  semper  maiores. 

:•,.  Manente  a  et  remoto  21  in  a2l  semper  porro  deorsum  in  infinitum 
simul  cum  perpendiculari  2I§,  ac  generatis  super  quavis  213  cum  per- 
pendiculari  n2l  Hneis  L,  et  angulo,  quem  recta  ipsam  L  primo  non  secans 
cum  a2l  facit,  generaHter  u  dicto,  atque  etiam  quovis  centro  21  radio 
a2l  descriptis  circulis  :  angulus  u-^—o;  aHoquin  recta  pro  certo  angulo 
perpendicularem  ulvis  remotara  secaret  (contra  pag.  54) ;  porro  Hneas 
L  solum  punctum  a  commune  habebunt,  et  descendent  ;  circuH  vero 
idem  punctum  <S  solum  commune  habebunt,  sed  ascendent  continuo, 
gaudebuntque  Hmite  geometrico  certo  eodem:  quem  existere,  uti  et  super- 
ficiem  per  revolutionem  huius  Hneje  circa  n2(,  atque  utramque  forraam 
uniformem  esse  constat ;  estque  si  XI  Axioma  EucUdis  verum  sit,  Hnea 
dicta  recta,  et  superficies  ^/a«Mm  ;  in  omni  tamen  casu  tam  linea  hasc, 
quam  superficies,  sola  determinatur  in  spatio. 

Describi  vero  Hnea  dicta  motu  puncti  continuo  potest  modo  sequente. 
Sit  prius  (Fig.  36.)  u  —  R,  et  raoveatur  ah  circa  a  usque  in  ac ;  simulac 
h  in  arcu  a  viam  aHquam  describet,  iHico  dabitur  aHquod  c,  unde  erecta 
perpendicularis  primo  non  secans  rect£e  ab  est,  et  pro  ca'=  ca  erit  a'b' 
prirao  non  secans  ipsius  ab.  Puncto  b  in  arcu  a  porro  moto  vero  pun- 
ctuni  c  ab  a  incipiendo  seniper  porro  movetur  :  nam  pro  quovis  puncto 
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interiore  ipsius  a  datur  c,  et  quidem  semper  iilterius ;  nec  ullum  punc- 
tum  ultra  quodvis  c  ab  a  incipiendo  est,  cui  aliquod  punctum  ipsius  a 
non  respondeat,  et  cuivis  ulteriori  puncto  interius  punctum  ipsius  «  re- 
spondet.  Nam  si  ab  primo  non  secans  ipsius  cp  sit,  interius  ducta  recta 
secabit  ipsam  cp,  adeoque  illa  perpendicularis,  quam  non  secat,  ulterius 
esse  debet ;  si  vero  aliquod  c  esset,  cui  non  responderet  punctum  ali- 
quod  interius  ipsius  «,  tum  perpendicularis  ex  a  esset  primo  non  secans 
ipsius  z^ :  atque  tum  pro  recta  ac  verum  esset  Axioma  XI ;  et  tum  de 
omnibus  facile  demonstraretur.  Potest  igitur  c  ex  a  incipiendo  ita  mo- 
veri  porro,  ut  mota  ah  circa  a,  adeoque  mota  h  in  a,  donec  w  (prius 
=  Ii}  fiat  —  o,  cp  semper  tale  sit,  ut  ab  primo  non  secans  illius  sit : 
atqiie  hinc  eadem  ad  a'  applicando,  poterit  a'  ex  a  ita  porro  moveri, 
ut  ab  et  a'b'  qusevis  alterius  primo  non  secans  sit. 

Atque  iam  moveatur  (Fig.  37.)  ab  circa  a  versus  a2l  in  eodem  plano, 
donec  u  fprius  =  J?)  fiat  =  o,  atque  interea  in  ab  moveatur  punctum  b' 
semper  porro,  ita  ut  b'  in  moto  ah  semper  in  loco  dicto  ipsi  u  respon- 
dente  sit :  erit  via  ipsius  K  per  motum  hunc  corapositura  /mea  dicta. 
Reliqua  autem  ultro  patent ;  uti  et  ea  qu£e  reliquorum  axiomatum  pro- 
positorum  quovis  posito,  rem  deciderent  :  nec  operas  pretium  est  plura 
referre ;  quum  res  tota  ex  altiori  contemplationis  puncto,  in  ima  pene- 
tranti  oculo  tractetur  in  Appendice,  a  quovis  fideli  veritatis  purse  alumno 
digna  legi. 
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SECTIO  II. 
PLANIMETRIAE  PARS  PRIMA. 


Sectio  milla  est  duarum  rectariim,  si  recta  ab  uno  puncto  unius  ad 
aliquod  punctum  alterius  ducta,  sumiiia  internorum  in  plaga  eadem  sit 
duobus  rectis  aequalis. 

Sectio  nulla  rectae  et  circuli  est,  si  perpendicularis  e  centro  ad 
rectam  radio  sit  maior. 

Sectio  nulla  duorum  circulorum  est,  si  recta  a  centro  ad  centrum 
summa  radiorum  raaior  sit.* 

Sed  de  his  heic  ordinis  gratia  allatis,  sub  ■21112121  'pag.  58)  et  in 
supplemento  post  ■2111211222  (pag.  66)  dicetur;  atque  nunc  sequitur: 


Si  du£e  rectee  punctum  commune  habeant,  formam  angularem  orjri 
e  Conspectii  Geometriae  generali  facile  patet,  Dictum  etiam  ibidem 
est  angulum  esse  quantitatem  respectivam  quoad  arcum  «  circuli  e 
puncto  sectionis  radio  certo  r  feodem  pro  omnibus)  descripti  inter 
crura  comprehensum ;  scilicet  si  peripheria  tota  sit  p,  anguli  quan- 
titas  dicitur   X-,    ut  nempe  angulus  rectus,  ut  quantitas,  sit  — -.  ■ 

Patet  vero  pro  duabus  formis  angularibus,  quse  congrnere  queunt, 
arcum  etiam    congruentem    describi,    adeoque    quotum    eundem    prodire. 

'  Quoad  sectionem  nullam  aut  quainvls  duorum  circulorum  vide  Fig.  Z40.  {Kx  Erratis  Ed.  I 
Tom.  II,  pag.  375). 
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Ita  conversim  si  arcus  ab  — pq  (Fig.  38.!  centro  radioque  eodem,  formse 
angulares  acb,  pcq  congruent.  Nerape  si  forma  pcq  superimponatur  ipsi 
ach,  ita  ut  c  in  se  maneat,  et  p  in  a  cadat,  atque  arcus  in  eandera  pla- 
gam  cadant :  arcus  pq  ob  generationes  aequales  simul  cum  arcu  ab  incipit 
continuaturque,  nec  prius  aut  serius  desinere  potest,  quia  tum  pars  tequalis 
toti  esset,  quum  circulus  linea  simplex  sit.  Consequenter  c  in  c,  p  in  a 
et  q  in  b  cadentibus,  et  recttC  ac,  bc  cura  pc,  qc  congruunt.  Patet  etiain 
pariter  q  in  a  poni  potuisse,  quum  circuH  generatio  ad  Isevain  dextram- 
que  prorsus  aequalis  sit. 

Est  etiam  manifesto  (Fig.  39.;  omnium  angulorum  u,  v,  z,p,  q,  quot- 
vjs  fuerinl,  sumraa  —  i,  nempe  arcuura  omnium  summa  est  peripheria, 
quEe  per  se  divisa  quotum  i  dat.  Ita  quotvis  u,  v,  z  fuerint  supra  rectam 
ab,  surama  est  -;  pariter  infra  ab.  Si  e  medituUiis  dimidiarum  periphe- 
riarum  supra  et  infra  ab  ad  c  rectee  ducantur,  angulorum  tam  superius 
quam  inferius  aequalis  summa  prcdibit ;  adeoque  et  quatuor  rectorum 
surama  est  =1,  et  duorum  rectorum  summa  =  ^.  Consequenter  summa 
prior  etjara  quatuor  rectis,  et  posterior  duobus  rectis  Eequalis  dici  potest. 

Hinc  anguli  verticales  sunt  Eequales  ;  nerape  (Fig.  40.)  u  —  v  et  z  =/  ; 
nara  u  -\-p  =  2R  =  V  -\-p,  et  hinc  u  —  v\  ita  z-\-v  —  v  -\-p.  Nerape 
(Fig.  41. :■  etiam  recta  bi;  per  rectam  ab  in  alterara  plagara  transit :  nam 
in  ah  nullum  aliud  punctum  prseter  C  habet ;  itaque  nisi  transiret,  in 
eandem  plagam  e  qua  venit  redire  deberet ;  tum  vero  esset  tam  k-Vu-^-v 
quam  «—  -  ,  adeoque  pars  peripheria;  diraidite  esset  ipsi  peripheriEe 
dimidiae  tequalis. 

■21 112121. 

De  tribus  rectt.s,  qiiarum  nonnisi  unum  par  est  se  mutiio  fconti- 
nuatione  sufficiente)  non  secantitim. 

%■  1. 

Si  angulus  externus  u  aequalis  sit  interno  opposito  v,  sive  alterni 
u,  V  fuerint  aequales,  sive  v-\~z-=2R,  quorum  quodvis  manifesto  po- 
nit  reliqua  duo  :  tum  rectue  ah  et  213  se  invicem  non  secant  (Fig,  42.). 
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Si  enim  1)3  et  ob  secarent  se  mutuo,  idem  et  in  plaga  altera  fieret ; 
nam  forime  M)fB  et  VTlba  congruunt  recta  M)  ita  posita,  ut  &  forma; 
prioris  in  D  posterioris  et  D  prioris  in  b  posterioris  cadat,  atque  verta- 
tur  forma  prior,  donec  in  plagam  plani  Isevam  cadat ;  namque  tum  &b 
propter  alternos  z  sequales  in  D21,  et  D23  in  &tT  cadet.  Tunc  vero  punc- 
tum  ipsis  D23  et  tib  commune  erit  etiam  ipsis  bS  et  D21  commune. 
Consequenter  ab  et  2iS  duo  puncta  haberent  communia. 

Hinc  si  /\abD=3Db  construatur  (pag.  6i},  ab  ipsi  Zl^S  per  b  6et 
paratlela. 


(Fig.  43.).  Etsi  externus  minor,  nempe  v  —  v>u'  fiat :  &^  ipsam  2123 
secare  nequit.  Nam  per  ab  prius  transire  deberet  ab'cubi  pra;ter  &,  atque 
item  duo  puncta  haberenl  ab  et  ^e  communia. 


Hinc  si  duae  rectae  bb  et  T>'S  secent  se  mutuo  :  oportet  externum 
maiorem  interno  opposito  v  esse ;  nara  si  externus  aequalis  aut  minor 
esset,  nulla  sectio  daretur  (per  §.  i  et  2).  Pariter  patet  (Fig.  44.)  externi 
u  verticalem  eadem  ratione  esse  altero  p  duorum  internorum  opposito- 
rum  maiorem  ;  nempe  si  asquales  essent,  tum  l£5  et  IVS  non  secarent 
se  invicem   y, 

Itaque  trianguU  latere  quovis  prodiicto,  exiernus  quovis  interHorum 
oppositorum  est  maior. 

§■  4- 

Unde  etiam  summa  quorumvis  duorum  angutorum  trianguli 
est  <2R. 

Nam  (Fig.  44.) 

u-A-z  —  2R ; 
sed 
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consequenter 

Conversa  huius,  nempe  quod  rectte  se  invicem  secent,  si  summa  duo- 
rum  internorum  duobus  rectis  minor  fuerit,  Axioma  XI  Euclidis  est ; 
de  quo  iam  in  sectione  prima  actum  est,  atque  in  sequentibus  ubique 
supponetur. 

i  5. 

Hinc  perpendicularis  acuto  angulo  obiecta  cadit;  secus  enim  trian- 
gulum  fieret,  cuius  unus  angulus  rectus  et  alter  obtusus  esset.  Atque 
hinc  etiam  patet  ex  eodem  puncto  duas  perpendiculares  ad  rectam  ean- 
dem  non  dari  ;  nam  triangulum  fieret  cum  angulis  rectis  duobus. 


Si  trtum  rectarum  nullum  par  sit  se  mutuo  (continuatione  suffi- 
ciente)  non  secantium  :  oritur  triangulum,  quod  si  angulo  recto  gau- 
deat,  rectangulum,  si  obtuso  obtusangulum,  secus  acutangulum  audit; 
et  quodvis  horum,  si  duobus  lateribus  Eequalibus  gaudeat,  aequicrurum, 
atque  triangulum  cuius  omnia  latera  Eequaha  sunt,  aequilaterum  audit. 
Trianguii  rectiiinei  latera  angulum  rectum  intercipientia  catheti,  latus 
angulo  recto  oppositum  vero  hypotenusa  dicuntur.  Quomodo  geo- 
metrice  construi  queant,  mox  dicetur. 


Acqualitatem  duorum  triangulorum,  et  quidem  ita  ut  lateribus  tequa- 
Hbus  anguH  asquales,  et  angulis  tequalibus  latera  gequalia  respondeant, 
generaUter  ponit  quodvis  sequentium  : 

I.  duo  latera  cum  angulo  intercepto, 
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2.  unum  latus  et  duo  angult,  si  unus  adiacens  adiacenti,  et  alter 
aut  adiacens  adiacenti  aut  non  adiacens  non  adiacentt  aequalis  stt, 

3.  tria  latera  tribus  aequalia. 

Casus  i.{Yi%.  ^S-)-  Si  2JC=ac,  atque  2l23^ab  et  simul  /\Oli^^cati: 
superimponatur  triangulum  cab  ipsi  OB,  ita  ut  a  in  2J  et  b  in  B  cadat, 
et  vertatur  in  eandem  plagam  ;  ac  nec  supra  nec  infra  Slt  cadet,  quia 
anguli  ad  a  et  21  sunt  .equales ;  cadetque  etiam  c  in  C  propter  2J£::^  ac. 
Consequenter  etiam  recta  bc  congruet  cum  B^t,  qimm  duo  extrema 
congruant. 

Casus  2.  {Fig.  46.).  Si  2^23  =  ab,  atque  anguli  ad  21,  23  angulis  ad  a,  b 
Eequales  sint :  superimponatur  triangulum  abc  ipsi  2(3C,  ita  ut  a  in  2i 
et  b  in  23  cadat,  vertaturque  in  eandem  plagam ;  cadet  ac  in  21C  et 
\>Z  in  3C  propter  angulos  dictos  ^equales.  Consequenter  c  extra  C 
cadere  nequit,  secus  enira  dus  rectte    duo    puncta    haberent  communia. 

Ita(Fig.  47.)  si2i23  =  ab,atque  Awada  =  A«ad  21,  et  Aacb^A^lCB; 
superimposito  triangulo  chc  ipsi  2[23C,  ita  ut  a  in  2i,  b  in  23,  et  af  in 
2IC  cadat;  c  nonnisi  in  C  cadere  potest ;  nara  r>5r>/  (pag.  59), 

Casus  3.  (Fig.  48.).  Si  ab  =  2123,  ac  — 2IC,  bc  =  23C:  superimponatur 
triangulum  C^C  ipsi  2I3C,  ita  ut  a  in  21,  et  b  in  23  cadat,  vertaturque 
in  eandem  plagam ;  et  describantur  centro  a  radio  o.t  et  centro  b  radio 
bc  circuli :  nisi  c  in  C  cadat,  aderunt  circulorum  dictorum  in  plaga 
superiori  duo  puncta  communia  ;  itaque  manifesto  iisdem  peripheriis  et 
inferius  duo  puncta  communia  parient  sectionem  peripheriarum  duarum 
ad  minimum  quatuor  punctorum  ;  quod  fieri  nequit,  quum  maximam 
earura  sectionem  nonnisi  duorum  punctorum  esse  iuxta  ordinem  in 
■21112121  (pag.  81)  demonstretur,  quod  hic  quoque  statim  perlegere  Hcet. 

Hinc  si  (Fig.  38.)  e  <\  radio  ha  secetur  arcus  qp  in  p,  fiet  angulo  qcp 
angulus  bca  aequalis. 


Triangula    dicta,    nempe    aequicrurum,  aeqiiilaterum,    rectangulum, 
obtusangulum ,  acutangulum  construi  geometrice  possunt ;  nempe  : 

I.  Si  (Fig.  49.)  centro  a  et  radio  r  dimidium  rectse  ab  excedente,  ac 
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centro  b  item  radio  r  fiant  circiili,  hi  secabunt  se  alictibi ;  nara  sit 
<xc-=c\)^  et  r— af  =  be=bs';  erit  e  puncliira  peripheria;  centri  b,  et  f 
punctum  peripherise  centri  a;  atque  i  punctum  internum  peripheri^ 
centri  a,  quia  ae<;af;  dum  igitur  centro  b  radio  be  scribitur  circulus, 
punctum  e  ut  in  e'  venire  queat,  e  circulo  priore  egredi  debet,  nam  e' 
extra  illum  cadit,  quia  ^'^'^■r.  Transitus  iste  autem  in  recta  ab  fieri 
nequit,  quia  partes  ex  a  et  b  nonnisi  in  c  squales  radii  esse  possunt. 
Si  igitur  b  sit  sectionis  punctum,  patet  ab  — ^b  — r  esse. 

Ita  si  r  —  o!o  accipiatur,  latera  omnia  manifesto  aequalia  sunt.  Et  si 
r^^Xsb  accipiatur  quoque,  manifesto  sectio  fit,  et  triangulum  aequicru- 
rum  in  omni  casu. 

2.  Rectangulum  triaugulum  construi  posse  patet,  si  perpendicularis 
construatur.  Hoc  vero  fit  sive  e  puncto  c  quopiam  rectte  erigendo, 
sive  e  puncto  &  extra  eam  demittendo  perpendicularem. 

Prius  fit  (Fig.  50.),  si  centro  c  radio  quovis  sit  circulus,  et  ca  — cb; 
atque  radiis  eidem  r  sequalibus  (ut  antea)  centris  a,  b  fiat  circulorum 
sectio  in  b:  erit  enim  triangulum  a&C  — bfiC,  quia  ac  =  bc,  iic  =  &C  et 
a^  —  Eib  — r;  consequenter  angulus    acfi  —  bc>>. 

Aiterum  vero  fit  !,Fig.  51.),  si  ex  ^  puncto  supra  2123  fiat  recta  ad 
quodvis  punctum  p  infra  213  situm,  fiatque  circulus  centro  &  radio  bp  ; 
manifesto  transibit  p  per  rectam  213  tam  ad  l^evam  quam  ad  dextram 
eundo  usque  in  p'  pro  bp  =  &p'.  Fiat  hoc  in  a  et  b ;  fiatque  centris  a 
et  b  radio  eodem  r  lut  antea)  intersectio  sive  in  e  sive  in  f :  recta  per 
J)  et  intersectionem  erit  perpendicularis  ad  213.  Nam  o.<i  —  \>i,  a£i  =  bb, 
e&  — e&;  itaque  triangulura  abe— bbe,  et  quidem  ita,  ut  5  in  se  et  e  in 
se  manentibus,  triangulum  abe  verti  possit,  usquequo  a  in  b  cadat ;  tum 
vero  et  quodvis  aliud  punctum  rect^  be  adeoque  et  q  loco  suo  priore 
manet ;  consequenter  &  in  b,  q  in  q,  et  a  in  b  cadentibus,  anguli  ad  q 
manifesto  asquales  sunt.  Pariter  sunt  triangula  abf  et  b^f  asqualia,  et 
manentibus  b  et  f  (adeoque  et  q}  superimponendo,  E)  in  b,  q  in  q,  et  a 
in  b  cadere  potest.  Rectam  &?  per  ab  transire  inde  patet,  quod  recta  e 
jigurae  cuiusvis  puncto  interno  utrinque  egredi,  duoque  ad  minimum 
puncta  communia  cum  figura  habere  debeat.  Etenim  si  centro  f  radio 
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quamvis  rectarum,  quEe  a  E  ad  punctum  aliquod  figutEe  est,  excedente 
circulus  fiat,  recta  ex  f  dicta  in  aliquam  diametrorum  cadet,  quie  utrin- 
que  e  circulo  exit ;  adeoque  radius  e  puncto  figurse  interno  E  ad  punc- 
tum  extra  figuram  situm  transit  alicubt  ;  pariter  radius  alter  diametri 
eiusdem ;  in  eodem  figurse  puncto  vero  radius  uterque  transire  nequit, 
quia  tum  recta  rediret.  Itaque  et  recta  e  puncto  interno  trianguli  abt) 
transit  in  duobus  punctis  ;  sed  unum  ^  est,  alterum  vero  nec  in  ba  nec 
in  ^b  esse  potest,  quia  tum  duje  rect£e  duo  puncta  haberent  com- 
munia, 

Patet  etiam  per  bj  angulum  il&b,  uti  per  ef  rectarn  ah  bisecnri. 

3.  E  quovis  puncto  \  (Fig.  52.)  sit  recta  fS  :  triangulum  Ea&  obtusan- 
gulum  est;  nam  z^  R  Ipag.  59,1. 

Acutangulura  autem  prEebet  etiam  Bequilaterum,  quum  statim  probe- 
tur  etiam  angulos  esse  asquales,  adeoque  quemvis  recto  minorem.  Sed 
inferius  etiam  nota  rectarum  e  quibus  triangulum  construi  potest  relata, 
mox  etiam  nota  e  quibus  dignosci  queat,  num  triangulum  rectangulum, 
obtusangulum  vel  acutangulum  sit,  exponetur. 


§■  3. 

Trianguli  ^quicruri  et  rectanguli  primariEe  qusedam  proprietates  refe- 
renda;  veniunt. 

I.  Trianguli  aequicruri  anguli  ad  basim  suni  aequales,  et  si  anguli 
ad  hasim  fuerint  aequales,  crura  sunt  aequalia,  ac  recta  e  vertice  ad 
meditullium  baseos  ad  hanc  perpendicularis  est. 

Prius  patet  (Fig.  53.):  nam  si  ac^hc,  congruet  triangulum  hca  tri- 
angulo  ach  ad  Isevara,  propter  ac  =  hc,  ch  =  ca,  atque  tertium  latus  tertio 
tequale  fpag.  61).  Consequenter  c  in  c,  b  in  a,  a  in  b  cadente,  u'  con- 
gruet  cum  u. 

Alterum  quoque  patet  iFig.  54.,i  triangulo  hba  ipsi  ach  ita  superirapo- 
sito,  ut  b  in  a  et  a  in  b  cadat ;  cadet  enim  propter  adiacentes  Kquales 
(pag.  61)  ^  in  c,  adeoque  &b  in  ca.  Sed  eodem  modo  potest  triangulum 
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abb  ipsi  ach  superponi,  ita  ut  a  in  a  et  b  in  b  cadat ;  atque  tum  erit 
a^  — ac.  Consequenter  ac^bt^^a^. 

Tertium  quoque  ex  (Fig,  55.;  patet ;  nam  si  a^  =  bb,  ac  — bc,  et  ^c^^bc, 
est  triangulum  a&C  — b&C. 

2.  In  triangulo  rectangulo  hypotenusa  ac  esi  maior  catheto;  imo 
et  hypotenusa  quaevis  ulterior  est  maior  (Fig.  56.). 

Est  enimvero  c  extra  circulum  centro  a  radio  oh  scriptum,  ita  h 
extra  circulum  centro  a  radio  ac  factuni  cadit.  Nara  si  c  iion  extus  cade- 
ret,  esset  aut  in  peripheria  puncti  b,  aut  intra  eam ;  prius  lieri  nequit, 
nam  tum  pro  bc'—  bc,  et  c'  in  peripheriam  eandem  caderet,  in  qua  ad- 
huc  duo  puncta  nempe  b,  c  sunt  (contra  pag.  81);  sed  neque  intra  peri- 
pheriam  cadere  C  potest,  nam  tum  (pag.  62)  e  circulo  in  duobus  saltera 
locis  egrederetur,  adeoque  recta  bc  prjeter  b  adhuc  haberet  punctum 
coramune,  atque  punctum  rectse  bc  ad  eandem  distantiam  ad  Ifevam 
pariter  in  peripheria  radii  ah  esset,  et  recta  circulum  itera  in  pluribus 
quam  duobus  punctis  secaret. 

Pariter  patet  "^  extra  circulum  centro  a  radJo  ac  factum  cadere :  quum 
secus  rectas  bc  prseter  punctura  c  adhuc  ahquod  punctum  rectye  c? 
supra  <XC,  et  ad  Isevam  tertium  ad  distantiam  a  b  eandem  commune 
cum  peripheria  puncti  c  esset. 

Hinc  item  triangulorum  rectangulorum  ' aequalitas  per  catheti  hy- 
potenusaeque  aequalitatem  ponitur.  Si  enim  cathetus  ipsi  ah  et  hypo- 
tenusa  ipsi  ac  sequales  fuerint,  superimponendo  patet  ex  a  hypotenu- 
sam  in  c  cadere ;   omnes  aliae  enim  maiores  minoresve  sunt. 

i  4- 

Hinc  summa  laterum  trianguli  quorumvis  duorum  a  et  b  est  ma- 
ior  tertio. 

Nam  aut  anguli  ad  latus  tertium  ambo  acuti  erunt,  aut  alteruter 
rectus  vel  obtusus  est.  Si  ambo  acuti  fuerint  iFig.  57.1,  perpendicularis 
d  ad  latus  tertium  e  vertice  opposito  inter  a  t^  b  cadit ;  atque  tum 
(z  >-  c  et  b>c   (per  prsecedentia) ;  itaque  a  -(-  (^  >■  c  -h  c . 
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Si  vero  {Fig.  58.'  a'J_c,  tiim  d  sokim  quoque  est  ^c-hc;  tanto  for- 
tius  a'^b>c-hc'. 

Item  pro  z  obtuso  u  acutus  est,  cui  perpendicularis  e  vertice  ob- 
iecta  cadit;  adeoque  b  solum  etiam  maius  latere  tertio  c'  est,  quia  b^c-hc; 
et  tanto  fortius  est  «  -H  ^  >  c'. 

Unde  manifesto  triangulum  nonnisi  e  talibus  rectis  construi potest, 
quarum  binarum  quarumvis  summa  tertia  recta  maior  est :  atque  ex 
omnibus  taiibus  a,  b,  c  construi  potest,  si  ex  una  extremitate  ipsius  a 
radio  b,  et  ex  altera  extremitate  radio  c  circuli  fiant ;  fiet  enim  (iuxta 
pag.  62)  intersectio,  e  qua  ad  extreraa  ipsius  a  ductis  rectis,  triangulum 
petitum  factum  erit. 

Sed  patet  etiam  (Fig.  59.)  e  puncto  trianguli  interno  rectis  ad  extrema 
baseos  B  ductis,  laterum  extimorum  summam  esse  summa  interno- 
rum  maiorem. 

Nam 


et 

adeoque 

unde 


a-v-d^-b-hc, 

c  +  e  >/; 

a-\-  d -'r  c  -^- e>  b  +  c -\-f ; 

a^d-^e^b  -\-f. 

At    U^u,    V:>v;  adeoque    fy-hV^^u-h-v. 


Si  hic  (pag.  51)  dictum  legatur,  erit  in  posterum  semper  summa  om- 
nium  angulorum  trianguli  cuiusvis  duobus  rectis  tequalis  ;  atque  pro- 
ducto  latere  quovis  angulus  externus  summte  internorum  oppositorum 
jequalis. 
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■21  11211222. 


Lateriim  angulorumque  oppositorum  dependentia  mutua  primario 
illa  se  ofFert,  quod  lateri  maiori  angulus  maior,  et  angulo  maiori 
latus  maius  opponatur. 

Duorum  laterum  alterutrum  aut  recto  vel  obtuso  opponitur,  aut  uon. 
Quoad  casum  primum,  si  'Fig.  60.I  latera  sint  hypotenusa  a  et  cathe- 
tus  c:  est  a>c,  estque  anguhis  ipsi  a  oppositus  rectus  R,  adeoque  ma- 
ior  quovis  alio.  Si  obtusus  sit,  uti  z  :  est  quovis  reliquorum  maior,  atque 
etiam  b>a',  et  b>c-\-c   adeoque  b>c'. 

Quoad  casum  sccundum  autem  demittatur  e  sectione  duorum  illorum 
laterum  perpendicularis  p  ad  tertiura  ;  cadet  hEec  utrique  acuto  u  et  v 
obiecta ;  sit  h>a,  cadet  pro  recta  ad  dextram  ipsi  c  ad  l^vam  ^quali, 
b  ulterius  ad  dextrara ;  nam  a'=a,  et  hypotenusarum  ad  dextram  nou- 
nisi  ultra  a'  cadens  ea  maior  est.  Itaque  fit  u^v,  nempe  externus  ma- 
ior  interno;  sed  huic  u  tequalis  est  alter  ad  Igevam  ;  adeoque  uti  b^-a, 
est  etiam  u  >•  7/. 

Conversa  quoque  patet  :  nam  qualiavis  fuerint  n  et  v,  si  ;/>>?',  ne- 
cessario  et  d^^a;  quia  secus  esset  aut  b~a  aut  a>b,  atque  in  casu 
priore  esset  u—v,  in  posteriore  v>u. 

Qusestio  hinc  suboritur,  num  duplo  lateri  duplus  angulus  obiiciatur  &: 
facile  patet  dependentiam  non  talem  quidem  esse ;  sed  ultro  subvenit 
quferere,  qualiter  tamen  angulus  latusque  oppositum  a  se  mutuo  depen- 
deant ;  atque  ista  disquisitio  originem    Trigonometriae  planae  dedit. 

Supplementum  numeri  211 1 11. 

Recta  cum  circulo  nil  commune  habet,  si  perpendicularis  e  centro 
ad  eam  radio  maior  sit :  nam  quasvis  alia  recta  ad  dictara  e  centro  ducta 
est  hypotenusa  catheto  maior  ipag.  64). 

Nec  circulus  cum  circulo  quidquam  comraune  habet,  si  centrorum 
C,  C  distantia  suramam  radiorum  excedat  :  nara  si  punctum  p  commune 
esset,  hoc  aut  in  recta  Cc,  aut  extra  eam  esset ;  prius  fieri  nequit,  nam 
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'£0  se  ipso  esset ;    nec    posterius    fieri    potest,    quia    in    triangulo    (Lpc 
Cp  +  pc>£c  (contra  hypothesini). 

■21112113. 

Sequuntur  quatuor  rectae  :  quarum  si  nuliuin  par  sit  parallelum, 
quadrilaterum  trapezoides  dictum  oritur. 

Si  duo  paria  parailela  fuerint,  quum  sectio  supposita  sit,  aliqua  recta 
a  paris  unius  secabit  aliquam  /i/  paris  alterius  ;  atque  tum  parallela  ad 
a  quoque  secabit  tara  ipsam  ft,  quam  eam  quas  ||  /9  est ;  secus  enim 
facile  patet,  rectam  utrinque  infinitam  duarum  rectarum  se  mutuo  secan- 
tium  utrique  parallelam  esse,  atque  tum  summam  internorum  in  paralle- 
lismo  dari  minorem  duobus  rectis.  Oritur  autem  hoc  pacto  parallelo- 
grammum,  cuius  species  referuntur  (in  Tomo  I.  pag.    14). 


Quodvis  parailelogrammum  per  diagonaiem  in  duo  trianguia 
aequalia  dispescitur. 

Nam  (Fig.  61.)  diagonalis  latus  commune  est,  et  propter  alternos  v, 
V  et  u,  u  eequales,  anguli  adiacentes  in  uno  triangulo  adiacentibus  in 
altero  Eequales  sunt. 

§■   2. 

Utcunque  fuerint  ductae  ae,  bJi  (Fig.  62.},  si  centro  C  radio  ca  abse- 
centur  ca,  cti,  ce,  cb  aequalia  :  abeC  est  rectangulum. 

Nam  quodvts  par  triangulorum  verticalium  est  sequale  per  angulum 
inter  latera  Eequalia  interceptum  verticalem ;  hinc  al?  ||  bc,  ab  ||  &e,  nam 
alterni  sunt  ^quales ;  itaque  4?/ -1-4»  — 4^?,  quia  quadrilateri  omnium 
angulorum  summa  est  summa  angulorum  omnium  triangulorum,  in  quee 
per  diagonalem  dispescitur,  nempe  =  2.2^?.  Itaque  u-\-v  =  R,  et  omnes 
anguli  a,  b,  e,  &  sunt  aequales.  Si  angulus  act  =  R  tura  v  -\-  v  =  R, 
v  =  —  R  =  u,  hinc  ab  — ab,  nam  triangulum  bati  a;quicrurum  fit ;  est 
igitur  abcb  quadratum. 
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Patet  autem,  punctum  a  ubivis  in  dimidia  peripheria  radii  ac  fuerit, 
ductis  rectis  prioribus  ace,  ab  is,  esse  u-\-v  ad  a  iteni  rectum;  adeoque 
angulus  in  semicirculo,  ut  dJci  solet,  nempe  cuius  vertex  in  peripheria 
est  et  crura  per  extremitates  diametri  eunt,  rectus  est. 

Si  vero  ac^  rectus  fuerit,  atque  c&  =  cb,  et  ca  quoque  —  ce,  sed  ac 
non  —  C^,  tum  oritur  rhomhus ;  si  ac^  non  sit  rectus,  tum  siib  condi- 
tione  dicta  fiet  rhomboides.  Quadrati  rhombique  alia  constructio  e 
(Fig.  9112,  5,  c,  d)  patet. 

§.  3- 

Si  QiO^  et  ~  cb,  etiatn  (Fig.  61.)  ac  ||  et  —hh. 

Nam  triangulum  abc— bcb,  per  duo  latera  cum  angulo  intercepto 
aequalia ;  itaque  et  alterni  z;  et  t^  sunt  eequales,  et  ac  \\  et  ~  bb. 


Intersectio  c  duarum  diagonaliiim  (Fig.  63.1  quamvis  rectam  per  c 
ductam  bisecat. 

Nam  triangulum  fc^  —  c^cb ;  nam  anguli  ad  ^  et  b  sunt  alterni,  ita 
ad  f  et  a ;  c6  vero  =  cb,  quia  triangulum  '^'C'i=hca.  Est  etiam  mani- 
festo  afgb  —  egfb. 

■2111211322. 

Si  unum  par  parallelum  per  alterum  non  parallelum  secetur,  pras- 
ter  trapezium  liunt  sequentia. 

§.   I. 

Sit  iFig.  64.)  par  parallelum  c  et  C,  par  non  parallelum  A  ti  B ; 
posteriores  se  invicem  secabunt,  et  formabuntur  duo  triangula  abc  et 
ASC  sibi  invicem  ^quiangula ;  nam  angulus  unus  communis  est,  et  an- 
gulus  ac  externus  interno  angulo  A  C  opponitur,  ita  angulus  bc  ipsi  an- 
gulo  B  C.  Sit  pro  n,  m  integris,  a~nu  et.  A  =  mu  -+-  w  pro  «  =  o  vel  <;  u, 
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atque  fiat  a  vertice  iiicipiendo  usque  ad  fitiem  m-U  u,  ab  extremi- 
tate  cuiusvis  u,  una  parallela  ad  B  et  altera  ad  C.  Facile  patet  ad  a 
numero  n,  ad  A  nuraero  m  oriri  hoc  pacto  triangula,  quse  inter  se 
sequalia  sunt:  nam  unum  latus  ti  est  in  quovis,  atque  anguli  adiacentes 
sunt  Eequales,  nempe  in  quovis  triangulo  unus  est  internus  externo  oppo- 
situs,  et  alter  externus  interno  oppositus.  Patet  quoque,  quod  si  trian- 
guU  ad  verticem  latus  ad  dextram  sit  v  et  basis  sit  v',  esse  a  —  nu, 
b  =  nv,  c  —  nv',  et  A~  mu  pro  oj  =  o,  atque  B  =  mv,  C=  mv\  per 
parallelogramraorum  ibidem  exortorum  latera  opposita  Bequalia. 
Quum  vero 

^■'  '^~n'    ^'^  n       ^'^     ^  ^  ~n  ' 

crescenteque  n  in  infinitum,  manifesto  '.j-^o,    /--— o,    v'^-~q;    sed  etiam 

■A'~o,  quia  e  fine  ipsius  y.  ducta  ad  A  parallela  patet  v  secari,  adeoque 

y.  <;  v' .     Consequenter     typum     proportionis     applicari     patet,     essetque 

A:a  =  B:b^C:c. 


Hinc  si  in  duobus  triangulis  duo  anguli  sint  duobus  angulis 
aeguales,  latera  prouti  aequalibus  angulis  opponuntur  suni  propor- 
tionalia.  Id  est  per  aegualitatem  angulorum  ponitur  laterum  proportiQ, 
uti  conversim  per  laterum  proportionem  ponitur  aequiangulitas  trian- 
gulorum.  Sed  ponitur  prseterea  generaliter  in  trianguiis  laterum  propor- 
tio  simul  cum  angulorum  illis  oppositorum  sequalitate,  quod  per  simi- 
litudinem  exprimi  solet,  per  duo  latera  in  iis  duobus  proportionalia 
cum  angulo  intercepto  aequali;  et  pariter  si  latera  unius  sint  a,  b,  c, 
et  alterius  A,  B,  C,  ac  singula  utrinque  in  infinitum  producta  concipi- 
antur,  atque  sive  a\\  A,  b  ||  B,  c  ||  C,  sive  a  -Ad.  A,  b  ad  B,  c  ad  Cper- 
pendicularia  sint,  erunt 

[\ab  =  l\,AB,   f\ac  =  /\AC,  et   f\bc  =  f\BC; 
adeoque  triangula  similia.    Quinque  igitur  hae  conditiones  similitudi- 
nis  triangulorum,  nempe    quarum    qusvis    sufficit,    exponendse  veniunt, 
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I.  Nani  quoad  prinium,  sit  (Fig.  65.) 

f\AB^l\ab,   /\AC=f\ac; 

tuin  etiam  tertius  eequalis  tertio. 

Sit  a<:^;  nam  si  a  =  A,  patet,  secus  autem  alterutrum  est  minus 
altero.  Ponatur  a  super  A,  et  angulus  ab  super  angulum  AB,  sit  y 
in  fine  ipsius  a  parallelum  ad  C;  orietur  /\axy  = /\  adc ;  nain  angulus 
ad  finem  ipsius  a  erit  externus  interno  angulo  A  C  oppositus,  qui  est 
—  f\ac  per  hypothesim)  adeoque  latiis  a  cum  duobus  adiacentibus  an- 
gulis  in  utroque  triangulo  sunt  Eequalia. 

Itaque  cum  trianguli  axy  latera  sint  proportionalia  lateribus  raaioris 
trianguli,  sunt  etiam  trianguli  abc  latera  iisdem  proportionalia. 

II.  Aitera  simiiitudinis  triangulorura  conditio  generalis,  nempe  con- 
versa  prioris  est,  si 

A:a^B:b  =  C:c. 

Fiet  enim,  parallela  ad    C  ex  fine  ipsius  a  ducta, 

A  :a  =  B:x~C:y  ; 
adeoque 

x  —  --^- 

uti  b ;  et 

aC 

uti  c;  itaque  x  =  b,  ei  y  =  c,  atque  Aaxy^Aabc;   est  ergo  et  hoc  uti 
illud  eidem  triangulo  ABC  aequiangulum. 

III.  Tertia  conditio  similitudinis  generalis  est,  si  (Fig.  65.) 

A:a=B:b,     ac      f\AB^f\ab. 

Ponatur  nerape  triangulum  abc  ita  super  ABC,  ut  a  in  A  et  angu- 
lus  ab  super  angulum  AB  cadat,  sitque  ^  ||  C;  erit  A  :  a  =  B :  x. 

Consequenter    et    hic    ut    in    prsecedentibus     erit    x  =  b  \     adeoque 
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A  axy  =  A  abc ;    et   hoc    quoque    Eequiangiilum    ipsi    triaiigulo    ABC,    uti 
triangulo  axy  est. 

Hinc  autem  modus  oritur  — -tum  rectae  cutusvis  C  geometrice  ex- 
hibendt,  adeoque  C  per  -—  geometrice  mulHplicandi,  aut  per  —  divi- 
dendi.  Sit  ex.  gr.  (Fig.  64;)  n  —  2,  m  —  S',  ponatur  ad  initium  ipsius  C 
ad  quemlibet  angulum  recta  indefinita ;  item  ab  initio  ipsius  C  ponantur 
in  rectam  dictam  rectee  u  qualesvis  aequales  se  invicem  excipientes  nu- 
mero  m,  atque  inde,  ubi  desinunt,  ponantur  retrorsum  numero  n  ;  erit 
parallela  ad  C  e  fine  H-t£e  partis,  usque  ad  rectam  e  fine  wz-tBe  partis 
{antrorsum)  per  extremitatem  alteram  ipsius  C  ductam,  recta  quassita. 
Ex.  gr.  si  A  =  mu,  et  a  =  nu,  erlt  et  C=mv,  et  c~nv,  adeoque  c 
recta  quaesita  est.  Patet  autem  parallelam  pro  n~:>  in  infra  C  cadere, 
et  pro  n~i  esse  c=^^- 

IV.  Quarta  conditio  generalis  similitudinis  trianguloruni,  Sit  iFig.  67.) 
Cc  ipsi  C  parallela;  erunt  anguli  partim  ob  verticalitatem  partim  ob  pa- 
rallelismum  illi,  qui  adscripti  sunt ;  et  erit  in  illo  puncto  sectionis  recta- 
rum  commune  germen  quasi  omnium  triangulorum,  quorum  latus  unum 
ipsi  A,  alterum  ipsi  B,  tertium  ipsi    C  parallelum  est. 

Nara  Cc  motu  parallelo  in  quamvis  rectam  ipsi  C  parallelam  perve- 
nire  potest,  adeoque  in  c  quoque;  36  in  quamvis  ipsi  B  parallelam, 
adeoque  in  b  quoque;  2Ia  in  quamvis  ipsi  A  parallelam,  adeoque  in  a 
quoque.  Si  duae  rectas  sint  duabus  parallel^,  illarum  angulus  est  eequa- 
lis  angulo  harum  ipag.  53) ;  itaque 

[\ab  =  t\AB,   f\ac--:^/\AC,  et   f\bc  =  f\BC. 

Sed  A  cum  B  facit  angulum  z  et  alterum  deinceps  u-^v  ;  A  cuni 
C  facit  u  et  alterum  v-\-z;  B  cum  C  facit  v  et  alterum  z^u.  Dica- 
tur  Z  deinceps  ipsius  z,  et  I^deinceps  ipsius  v,  ac  U  deinceps  ipsius  u; 
certum  est  in  triangulo  abc  esse  angulum  ab  aut  =z  aut  =  Z,  ita  an- 
gulum  ac  esse  aut  u  aut  U,  et  angulum  bc  esse  aut  v  aut  V;  itaque 
sunt  sex  literte,  tres  minusculEe  tres  maiusculas  nominis  eiusdem 
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Z,    Z  =  U-\-V 
U,     U—Z-hV. 

In  triangulo  duo  deinceps  esse  nequeunt,  adeoque  litera  parva  et 
niagna  simul  non  accipiuntur :  erunt  itaque  combinationes  sequentes, 
z,  V,  u;  Z,  V,  U)  z,  V,  U;  z,  u,  V;  v,  u,  Z\  Z,V,u;  Z,  U,  v  ; 
V,  U,  z ;  quarum  prseter  primara  et  illas,  in  quibus  una  tantum  maior 
litera  est,  quasvis  suramam  angulorura  trium  dat  duobus  rectis  maiorem ; 
nam  in  triangulo  ABC  est  u-^-v -\- z  =  2R,  et  substituto  valore  cuius- 
vis  literse  maioris  ex.  gr.  Z-\-V ->r-u^u-\~v -\-z -^u-\-u  patet  excedi 
u-\-v-^z,  adeoque  duos  rectos ;  sed  si  una  tantura  maior  litera  sit,  ex. 
gr.  Z-\-  u-i-v  ~u  -\-v-i-u  -\-v  —  2u  -h-  2v,  hoc  potest  esse  —  2J^,  si 
u-hv  —  R  —  z,  adeoque  z  el  ^  duo  deinceps  asquales. 

Itaque  in  triangulo  abc  angulus  ab  nonnisi  ~z,  angulus  ac  nonnisi 
—  u,  et  angulus  bc  nonnisi  ~  v  esse  potest. 

V.  Quinta  conditio  similitudinis  triangulorura  sequitur.  (,Fig.  68.1.  Sit 
ab  =  a,  hc  —  b,  ca  —  c, 

Quum  in  triangulo  dentur  duo  acuti,  sit  u  ad  b  acutus ;  fiatque  e 
lateris  ch  puncto  \  intemo  perpendicularis  ftj  ad  oh,  fiatque  e  puncto 
huius  interno  21  perpendicularis  ?II  ad  a.z,  et  2Jr  J.  zh ;  atque  productis 
IXt,  211,  ch,  Eb,  moveatur  perpendicularis  IXx  super  hz.  In  triangulo  E[jb 
est  angulus  q<iR,  gaudetque  suo  verticali  q,  adeoque  propter  suramam 
internorum  <;  2R  fit  trianguliim  'iSt,  iu  quo  est  u-\-  q  =  R,  at  in  tri- 
angulo  Etjb  quoque  est  q-\-u=R;  itaque  u^u. 

Est  porro  v^-A-  x  =  2R,  sed  in  quadrilatero  Ia(j2l  est  v-\-x  =  2R\ 
adeoque  v'-\-  x~v~\-x,  et  hinc  v  =  v.  Est  igitur  v'-\~  u<.  2R,  quia 
V  -\-u<.2R  est.  Consequenter  fit  triangulum  SIBC,  et  in  hoc  tertius 
augulus  s'—  tertio  nerape  z  in  triangulo  ahc. 

Consideratis  autem  trianguli  Sl^C  et  ahc  lateribus  angulisque  dictis, 
patet  cuivis  angulo  unius  ex.  gr.  a  lateribus  A,  B  facto  esse  illum  alte- 
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rius  trianguli  Eequalem,  qui  a  talibus  lateribus  <?,  b  efficitur,  ut  al^A, 
et  b±B  sit  pro  ^B  =  ^,  BC=^5. 

Applicetur  iam  prjecedens :  est  (Fig.  6g.)  2lv  \\  3(E,  quia  e  figura 
prEecedente  sunt  21r  et  Ce  ad  idem  be  perpendiculares ;  unde  per  angu- 
los  alternos  verticalesque  patet  germen  trianguli  cuiusvis  (ib'c',  cuius 
latus  a' \\  A,  d' \\  B,  c  \\  C,  esse  ad  21,  ut  antea ;  adeoque  omnia  ibi  dicta 
locum  liabere,  quum  quodvis  .i4,  quod  perpendiculare  ad  a^ab  est,  pa- 
rallelum  ad  2J23  sit,  et  quodvis  B,  quod  perpendiculare  ad  d  —  bc  est, 
parallelum  ad  2Ia  sit,  ac  quodvis  C,  quod  perpendiculare  ad  c  =  ca  est, 
paraUeUim   ad  (£21  sit. 

i  3- 
Ex 

A:a^B:d 

autem  lin  §.  i.  pag.  69)  sequitur  etiam 

a:A-a  =  b:B-b; 
nempe  segmenta  crurum  per   rectam    basi  parallelam  facta    in  pro- 
portione  esse. 

Conversa  quoque  huius  valet :    nempe    si  segmxnta    sint   in  propor- 
tione,  recta  secans  paralhla  fit. 
Nam  (Fig.  66.)  si 

d  :  a  =  b'  \  b, 

nec  tamen  c  ||  C,  fiat  parallela  alia  k  supra  vel  infra  c,  et  sit  pro  k  ex. 
gr.  segmentum  x  ;  erit 

d  \  a  —  b'-\-  (■)  :  x, 
et  hinc 

x  =  -|  (*■+,.,); 
sed  ex 

d:a=b':b 
est 

unde  x>-i^,  nempe  pars  >  toto.  Pariter  patet,  si  parallehi  infra  c  cadat, 
Estque  manifesto  (Fig.  70.)  ubivis  accipiantur  f,  i,  quum  a:a—j-i:j^  sit, 
du  recta  per  c  ad  ab  parallela. 
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i  4. 

(Fig.  66.1.  St  A  :  iZ  —  C:  c,  et  una  extreinitas  rectae  c  ad  C  paral- 
lelae  sit  in  A  ad  extremitatem  ipsius  a  :  altera  in  B  erit. 

Nam    parallela    c    producta    secat    rectam    B  \    fiat   c-±z<'i  ex  c;   erit 

A\a  —  C:c-^i'},     atque    hinc    c H- w  = ;    sed     etiam     c  —  -         (per 

A:a  —  C\c  suppositumi.  Est  ergo  c^m-^c,  adeoque  w  =  o. 

§■  5- 

Si  A:  a-=  B  :h,  est  etiam  A:  B  =  a  :b  ;  adeoque  %\  A—  mi  atque 
B  =  Mii  pro  «,  m  integris :  est  etiam  a  =  nv  et  b  —  mv.  Hinc  si  A  con- 
tineat  k  milliaria,  atque  B  contineat  m  milliaria  :  et  a  continet  n  milli- 
aria  minuta,  atque  b  continet  m  milliaria  minuta,  si  nempe  pars  H-ta 
ipsius  a  dicatur  milliare  minutum. 

Atque  etiam  si  in  triangulis  ABC,  abc,  A-=n  milliaribus,  B~tn 
milliaribus,  et  C—f,i  milliaribus,  atque  a  =  n  pollicibus,  b  =  m  pollici- 
bus,  c^u  pollicibus  :  patet  esse 

A:B^a:b,  et  A  :  C=a:c; 
adeoque 

A  :  a  =  B  :  b,  et  A  :  a  =  C:  c; 

consequenter  tria  latera  tribus  esse  proportionalia  ;  atque  triangula  ABC, 
abc  esse  similia. 

Imo  etiam  si  in  triangulis  ABC,  abc  fuerit 
A  :a^u:v, 
(seu  brevius  unum  latus  uni  proportionale,  nempe  uti  u  ad  v),    et  angu- 
lus  ipsi  B  oppositus  iequalis  erit  angulo  ipsi  b  opposito,    atque    angulus 
ipsi    C  oppositus  asqualis  angulo  ipsi  c  opposito  :  tum  etiam 

B  :  b  —-  II  :  7:     et     C:  c  —  u  :  v. 
Nam  tuni  est 

A:a  =  B:b  =  C:c, 
adeoque  quia 

A:a~u:v, 
est  etiam 

B  :  b  =  u  :  V  =  C :  c. 
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§.    6. 

Si  (Fig.  71.)  e  vertice  triangulj  rectanguli  demittatur  ad  hypotenu- 
sam  perpendicularis,  orientur  duo  triangula  «,  /i?  toti  triangulo,  adeoque 
sibi  invicem  similia ;  atque  hinc  perpendicularis  Aictz  est proportionalis 
media  inter  segmenta  hypotenusae,  atque  cathetus  quivis  est  propor- 
tionalis  rnedia  inter  hypotenusam  et  segmentum  adiacens. 

Namque  in  toto  triangulo  et  in  triangulo  a  est  u  angulus  comraunis, 
et  R  —  v'-\-u\  itaque  tertius  gequalis  tertio,  nempe  v'—v\  pariter  in  /? 
et  toto  triangulo  est  v  communis,  atque  R  =  v'-\-u\  adeoque  et  u  —  u. 
In  trianguHs  a,  [i  et  toto  ergo  sunt  in  quovis  anguh  R,  u,  v  ;  adeoque 
in  quibusvis  binis  trianguHs  latera  sunt,  prouti  anguHs  tequaHbus  oppo- 
nuntur,  proportionalia, 

Nempe  adsumantur  prius  anguli  w,  u  in  «,  item  v,  u  in  /^,  tum  v, 
R  m  a,  et  v,  R  in  toto ;  fiet  e  priore 


atque  e  posteriore  fit 

unde 

consequenter 


i:y=y:i, 

i:K=K:h; 

y'-  =:  il     et     K^—  ih, 

y  —  \[il     et     K—  \  ih. 

Si  igitur  ex.  gr.  ;'  unitas  rectarum  ponatur,  et  iungatur  /  in  directum ; 
atque  e  medituHio  ipsius  i-\-i  radio  — -—  semicirculus  fiat,  et  e  puncto 
rectarum  i  et  /  communi  erigatur  perpendicularis  usque  ad  peripheriam  : 
erit  ductis  inde  ad  diaraetri  extremitates  rectis  angulus  in  seraicirculo 
rectus  (pag.  68),  atque  perpendicularis  erecta  radix  quadrata  ex  /.  Pari- 
ter  patet,  et  si  non  /— r,  sed  radix  e  facto  ex  /  et  /  extrahenda  fuerit, 
eam  —y  esse.  Idem  etiam  per  cathetum  fieri  posse  patet. 

Unde  etiam  quum 

K^^hi, 
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et 

fit  addendo 

atque  hinc  k^=li~ — K~^  et 

adeoque  quaecunque  hina  e  cathetis  hypQtemisaque  data  ftierint,  tcr- 
tium  innotescit. 

De  secundis  potentiis  adhuc  tantum  sermo  est,  de  areis  quadratorum 
inferius  dicetur. 

Si  vero  (Fig.  72,1  ii  ohtusus  fuerit,  deraissa  perpendiculari  d,  erit 

h^^  fi?'+  [K+  xY~  d^-h  K'-i-  2Kx  -\-  X' ; 
sed  F=  d'-h  x^;  adeoque 

h'=  k'-{-  K'^  2Kx. 

Atque  si  m  acutus  fuerit ;  tum  aut  et  v  acutus  erit,  aut  v  rectus  vel 
obtusus  erit ;  si  v  acutus  sit  iFig.  73,),  tum  perpendicularis  jy  intus  cadet, 
fietque 

y^—k^ —  x^, 
item 

_>''=/2^ —  [K — XI", 

atque  hinc 

^^=  h^-—  K^^  2Kx, 
adeoque 

h'=  k"^  K^—  2Kx. 

Si    vero    v    obtusus    esset :     tum     per    pr^cedentia     esset    (Fig.  74.) 
k^^h^^  K"-v  2Kz,    adeoque   h^=k^—  K''' — 2Kz.    Pro  v  recto  fit  z  =  o. 
E  quo  raanifestum  est : 

a)  quod  si  h^^k^-^  K^,  angulum  ipsi  h  opposituin  nec  ohtusum 
nec  actttum,  sed  rectum  esse. 

b)  e  lateribus  dignosci,  num  triangulum  rectangulum,  acLitangulum 
vel  obtusangulum  fuerit,  et  cuivis  lateri  qualis  anguhis  opponatur. 

c)  (Fig.  73.1.  Ex  ^'— /z' — K'--\-2Kx  prodit 

k'-\~K'-h' 
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ubi  k  ^t  K  intercipiunt  angulum  m,  h  vero  ei  opponitur,  atque  recta  ab 
extremitate  ipsius  x  ad  apicem  est  perpendicularis  ad  K. 

%■  7. 

Sed  etiam  si  A—i  fuerit,  iFig,  75.1  eiusque  extremitas  cum  extremi- 
tate  factoris  dati  J-J,  in  alterum  crus  positi,  recta  iungatur ;  atque  tmic 
rectse  per  iinem  factoris  alterius  quoque  dati  a,  in  crus  ubi  A  est,  ab 
apice  positi,  parallela  fiat :  erit  b  factum  e  factoribus  B  tt  a;  quia 

A:a  —  B\b,     seu     A:  B^a  -.h. 

Si  vero  facto  dato  b  et  alterutro  factore  B,  huius  socius  quaeratur : 
unitatis  A  et  factoris  dati  B  extremitatibus  recta  iunctis,  ab  extremitate 
ipsius  b,  ex  apice  ad  crus  in  quo  B  est  translati,  huic  rectas  paralleia 
fiat :  erit  recta  in  crure,  in  quo  A  est,  ab  apice  usque  ad  parallelam 
factor  socius,  nempe  quotus  a  ex  b  diviso  per  B. 

Patet  autem  tam  in  multiplicatione  quam  in  divisione  angulum  recta- 
rum  A,  B  arbitrariura  esse. 

Idem  pluribus  quoque  modis  fieri  posse  e  dictis  liquet. 

■211 12114. 

Plures  rectae  numero  quovis. 

De  parallelismo  generali  pr^ter  in  pag.  19  dicta  plura  referre,  uti 
et  subdivisioni  figuras  rectilinea;  in  triangula  immorari  brevitas  necessaria 
vetat  :  quamvis  non  solum  partem  plani  a  figura  quavis  rectilinea,  sed 
etiam  a  duabus  figuris  rectilineis,  ex.  gr.  a  duobus  polygonis,  clausam 
in  triangula  dispesci  posse  demonstrari  debeat,  possitque. 


Si  quasvis  figura  rectilinea  ^li^C  .  .  .  (Fig.  76.)  fuerit  in  triangula  sub- 
divisa  ;  atque  e  puucto  X  extra  eam  sito,  quamvis  proprie  ubivis  in  spatio 
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accipi  queat,  ad  omnes  angulorum  apices  rectas  cogitentur ;  et  quavis 
harum  per  quantitatem  eandem  a  multiplicata,  factum  in  eadem  recta  e 
puncto  E  incipiendo  accipiatur ;  nempe  «.f2I  — ftl  in  t5l,  a.fS^lh  in 
IV>  y ;  atque  fiant  rectse  ah,  hc  .  .  .;  imo  si  a  Htera  magna  ad  aliam 
fuerit  recta  in  5I23C  .  .  .,  fiat  et  inter  literas  minores  nominis  eiusdem : 
erit  abc  .  .  .  figura  ipsi  213C  .  .  ,  similis  per  definitianem  (pag.  10),  uti 
singula  triangula  sibi  in-vicem  respondentia ;  et  simul  latera  duarum  figu- 
rarum,  uti  se  invicem  excipiunt,  in  eadem  proportione,  angulique  late- 
rum  correspondentium  ^quales  erunt ;  imo  qua;vis  puncta  P,  Q  fuerint, 
recta  pq=^a.p(p  erit. 

Et  conversim  figura  qusevis  ok>C  .  .  .,  cuius  latera,  uti  se  invicem  ex- 
cipiunt,  proportionalia  lateribus  ipsius  ^IBC  .  .  . ,  angulique  aequaies  eo 
ordine  sunt,  hoc  pacto  generari  potest ;  imo  si  ob^a.^^Vi,  quaevis 
figura,  cuius  latera  modo  dicto  proportionalia  anguligue  aequales 
sunt-,  dictae  ahz  congruit. 

Nam 

I.  Etsi  ad  omnia  puncta  figuras  iuxia  definitionem  rect^  concipian- 
tur,  idem  prodibit.  Quodvis  punctum  p  enim  concipiatur  ex.  gr,  in  recta 
213,  punctuin  illi  homologum  p  prodibit  in  recta  ab ;   est  enim  tum 

u.m^l%  a.m^Xh,  «.fp  =  Fp; 
itaque 

ra:fa-=l:a-^fB:fb^tp:fp; 

sunt  igitur  crura  fa,  fb,  fp  ipsi  XIX,  VS,  fp  proportionalia  cum  angulis 
interceptis  communibus  ;  est  ergo  et  <!^  ipsi  21?^,  ita  ap  ipsi  2ip  pro- 
portionale ;  adeoque  ab  ||  213  et  ap||2iP;  per  a  autera  ipsi  213  iinica 
parallela  datur ;  itaque  p  punctum  rectse  ah  est. 

II.  Quodvis  latus  SI^S  ipsi  ae  homologum  in  cadem  proportione  est 
uti  213  ad  ah  -.  nam 

f€:fe-=i:«^f21:fa; 

est  vero  angulus  inter  crura  f2I,  fC  cruribus  fa,  fe  proportionaHa  com- 
munis  ;  quapropter  et  IX^  ipsi  ae  proportionale  est. 
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Sed  anguli  etiam  homologi  sequales  sunt :  nempe  ex.  gr,  quivis  an- 
guli  2J€D  et  ai!:i  considerentur,  concipiantur  triangula  JJDfi  et  abs ;  est 

itaque  et  anguli  respondentes  Ecquales  [pag.  701,  adeoque 

A2(0  =  aeb, 

atque  si  angulus  convexus  sit,  et  convexus  convexo  «qualis  est.  Pariter 
de  angulis  StBC  et  abc  patet. 

III.  Sint  etiam  quibusvis  punctis  P  et  Q  homologa  p  et  q  ;  erit 
recta  pO^  ipsi  pq  homologa,  eique  proportionalis.  Nam 

fp  :  fp  =  f(!5:fq  =  213  :ab, 

atque  quodvis  punctum  rect^  PQ  fuerit,    illi    honiologum,    ut    antea,  in 
pq  cadit. 

IV.  QuEevis  hgura  rectilinea  ahc  .  .  .  fuerlt  talls,  ut  latera,  uti  se  iuvi- 
cem  excipiunt,  proportionalia  angulique  sequales  sint :  illa  modo  dicto 
generari  potest.  Sit  enim  ab  =  a.2l'&  ^;  talem  prodire  patet.  Et  qua^- 
vis  alia  ti'  b'  c'  .  .  .  fuerit,  cuius  latera  ad  latera  literis  maioribus  deno- 
tata  sint  uti  «  ad  i,  angulique  inter  crura  proportionalia  iequales :  iigurse 
dict^  congruere  potest,  Nam  posito  a'  b'  in  ab,  ita  ut  a'  in  a  et  b'  in  b 
cadat,  vertendo  in  eandem  plagam,  propter  angulos  ad  a'  et  a  ac  b'  et 
h  jequales  et  latera  ^qualia  y  .  .  . ,  manifesto  congrnent. 

Patet  vero  superius  a  etiam  negative  accipi  posse,  ut  omnia  facta 
ultra  E  in  altera  plaga  accipiantur. 

Scholion,  Notandum  autem  est,  hic  iam  ut  theorema  demonstrari 
posse  elegantem  Wolfii  observationera,  quara  pro  deiinitione  rect^  ha- 
beri  voluit:  quod  nempe  omnium  formarum  sola  recta  utrinque  finita 
sit,  cui  quaevis  pars  continua  similis  sit ;  sed  huic  quoque  brevitas  ne- 
cessaria  supersedere  iubet. 
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Rectae  cum  circulo  minitna  sectio  punctum  est,  maxima  e  duobus 
punctis  constat. 

§■   I. 

(Fig.  77.).  Sit  ab  recta  inter  diio  puncta  peripheriEe,  et  in  sit  medium 
arcus  ob,  ac  c  sit  centrum  ;  superponatur  forma  ex  arcu  am  et  rectis  <XC, 
Cllt  composita  ipsi  mcb ;  patet  rectee  mc  quodvis  punctura  in  suo  loco 
manere,  et  dictas  formas  congruere,  adeoque  o<\  super  ob  cadente,  an- 
gulos  ad  0  esse  sequales,  adeoque  rectos. 

Hinc  perpendicularis  e  medio  chordae  per  centrnm  transit,  atque 
medium  arcus  medium  chordae  et  centrum  sunt  in  recta  eadem  ad 
chordam  e  centro  perpendiculari. 


(Fig.  78.1.  Modus  hinc  se  offert,  datis  quibusvis  tribus  punctis  0,  b,  b 
non  in  recta  sitis,  centrum  z  reperire,  e  quo  radio  ZOi  scripti  circuli  peri- 
pheria  per  a,  b,  h  eat.  Nempe  si  ab,  bb  modo  (pag.  63)  bisecentur,  per- 
pendicularis  e  meditullio  f  rectse  ab  perpendicularem  e  raeditullio  i 
rectse  b&  secabit :  nam  recta  ft  cum  quavis  perpendicularium  dictarum 
efiiciet  angulum  <iR,  adeoque  summa  internorum  est  <i2R.  Sit  C  sectio 
perpendicularium ;  erit 

A  <^C  ~  bfc,     adeoque     0.C  —  \>C, 
ita 

A  bic  ~  btc,     adeoque     bc  —  &c ; 
consequenter 

ac  =  bc  =  c5. 

Unde  etiam  pari  modo  arcus  cuiusvis,  quum  in  eo  tria  puncta  qusevis 
accipere  liceat,  neque  in  recta  sint,  centrum  reperire  licet.  Nempe 
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Recta  circulum  in  tribus  punctis  secare  neqiiit.  Nam  Lum  duge 
chordae  essent  eiusdem  rectas  partes,  et  centrum  circuli  esset  in  perpen- 
diculari  ex  utriusque  medio  erecta ;  adeoque  duEe  perpendiculares  de 
eadem  recta  secarent  se. 

§.  4. 

(Fig.  77.).  Patet  etiam  chordam  totam  praeter  extrema  intra  circulum 
cadere.  Nam  pars  arcus  nequit  intra  cadere,  pars  extra ;  quia  tum  hab^- 
ret  recta  oh  cum  circulo  adhuc  punctura  commune,  ubi  ex  a  motum  in 
peripheria  punctum  ex  una  plaga  in  alteram  transiret  eundo  usque  ad  b; 
neque  in  eandem  plagam  cadere  queunt  duo  arcus ;  nam  tum  esset  cE=ca 
(contra  pag.  64). 

§■  5- 

(Fig.  79.).  Sectio  minima  rectae  cum  circulo  est punctum.  Nam  si  bE 
faciat  cum  radio  hc  rectura,  b  erit  punctum  contactus  rectEe  et  circuli 
centro  c  scripti,  nec  ullum  aUud  punctum  recta  bE  quamvis  infinita  in 
eodem  circulo  habet.  Nam  si  haberet  ad  dextram,  item  ad  lEevara  esset; 
itaque  duobus  punctis  fieret  sectio  maior.  Vocatur  ht  tangens. 

Est  vero  etiam  conversim  tangens  ad  radium  perpendicularis  ;  nam 
nisi  id  sit,  sit  bb  alia  tangens,  hasc  faciet  ab  aiiqua  parte  angulum  acu- 
tum  cum  radio ;  perpendicularis  CO  ex  c  ad  bfi  acuto  anguio  obiecta 
cadit,  adeoque  hypotenusa  bc  semper  decrescit  usque  ad  0 ;  itaque 
quEevis  recta  inter  b  et  0  ad  c  ducta  est  radio  minor ;  adeoque  bo  intra 
peripheriam  cadit,  et  quum  continuata  egrediatur,  tangens  non  est. 

Quaravis  autera  e  quovis  puncto  arcus  b^  possit  ad  tangentem  bC 
demitti  perpendicularis,  nulla  tamen  recta  ex  b  inter  arcum  bb  et  tan- 
gentem  bf  duci  potest.  Nam  qutevis  recta  b&  ducatur  inter  hc  et  bE, 
angulus  rectus  ilHco  decrescet,  et  demonstratione  pr^cedente  applicata, 
patet  punctum  ex  b  in  recta  illa  viam  infra  peripheriara  incipere,  ut  per 
arcura  obiectum  transeat. 
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■2III2I22. 

Plufcs  rectae  circulum  secantes  \ 

■211121221. 

Se  invicem  quoque  secantes  ; 

■21112211. 

In  eodem  puncto  ; 

■2III2I22I1I. 

In  peripheria. 
I,   ConsJderentur  prius  duae  tantum. 

i  I. 

Si  prius  alteruira  duarum  tangens  circuli  sit :  est  anguU  v,  quem 
tangens  cum  ckorda  /acit,  quantitas  dimidio  arcus  a  chorda  subtensi 
aequalis. 

Nam  (Fig,  8o.)  si  chorda  per  centrum  transit,  tum  v  est  rectus,  et 
arcus  tunc  subteiisi  dimidium  est  quadrans.  Alioquin  autem  iiat  per 
centrum  chorda  parallela ;  perpendicularis  e  medio  chordte  data;  per 
centrum  transit :  erltque  u^v  ad  centrum  =  R ;  sed  aherni  u  et  u 
sunt  asquales,  atque  u-i-v  angulus  tangentis  cum  radio  est  =  Ji ;  itaque 
angulus  V  ad  centrura  ~  v  illi,  quem  tangens  cum  chorda  facit ;  prioris 
V  quantitas  =  dimidio  arcus  subtensi ;  adeoque  etiara  posterioris  ^j  quan- 
titas  eadera  est. 

Idera  patet  de  angulo  deinceps  u-{-R;  nempe  v-+-u-\-R  est  totius 
circuh  dimidium ;  itaque  subtracto  v,  et  dimidio  arcus  a  chorda  sub- 
tensi,  manebit  u-h  R  =^  arcus  a  chorda  ab  aitera  parte  subtensi  dimidio. 


§.    2. 

Hinc  si  duae  chordae  a,  h  se  invicem  in  peripheriae  puncto  C  secent 
{Fig.  8i.],  orietur  u  angulus  ad  peripheriam.  Fiat  tangens  ad  punctum  f. 
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Est  u-hv  ~hz=  totius  peripheriEe  dimidio,  &  -j-  s  —  dimidise  summse 
arcuum  subtensorura  ;  manet  itaque  pro  m  dimidium  arcus  illius  cui 
insistit. 

Et  hinc  patet  (uti  pag.  68)  angulum  v  (Fig.  82.)  in  semicirculo  esse 
rectum ;  et  quadrilateri  ahd>  circulo  inscripti  angulos  oppositos  simul 
duos  rectos  efficere ;  nerape  /  -t- 1/,  ita  v  -hx=^  dimidio  peripheriEe 
totius. 

Sunt  etiam  arcus  «,  /9  per  chordas  parallelas  absecti  aequales  propter 
alternos  u  et  u,  siraul  angulos  ad  peripheriam,  asquales.  Ita  st  tangens 
chordae  parallela  fuerit,  sunt  alterni  z  tX  z  aequales  ;  quorum  unius  quan- 
titas    {r  est,  alter  autem  fpag.  82)  =-      est. 

II.  Si  plures  recta;  secuerint  se  invicem  in  eodem  peripherias  puncto 

(Fig.  83.)  :  est 

r  +  f->5  -!-^'; 

id  est  diameter  est  chordarura  maxima.   Porro 

a  -i-  (^'r>  r  et  r  =  a-k-d , 
atque   hinc 

sed 

d-\-  d>c ; 
itaque 

//+  5  >  c. 

Decrescente  igitur  arcu  infra  semicirculum,  chorda  quoque  decre- 
scit,  ac  maiori  arcui  chorda  maior,  maiorique  chordae  arcus  maior 
respondet. 

■211  12122112. 

£)e  sectione  intra  peripheriam  in  eodem  puncto. 


I.  Prius  duarum  rectarum  (Fig.  84.). 

I.    Quantitas  anguli  u  aequalis  est  ^  («  +  /?)■ 

Nam  ducta  parallela,  fit  m'—  u  ;  est  vero 

«'—--■  (c<'-l-/ii),   atque    a  —  d. 


vGoosle 


84  ELEMENTA    GEOMETRIAE. 

Consequenter 

2.  Triangula  ibidem  verticalia    sunt    similia,    quia    anguli  ad  periphe- 
riam  iisdem  arcubus  insistunt.  Hinc  a:b^b':a\  atque 

ad^bb'; 

nempe  facta  segmentormn  sunt  aequalia. 

II.  Si  duabus  rectis  plures  secuerint  se  invicem  intra  peripheriam 
(Fig.  85.),  sitque  sectio  extra  centrum  c :    rectarum  inde  usque  ad  peri- 
pheriam  minima  p,  maxima  5-Hr  est ;  atque  rects  dictge  a  p  crescunt 
semper  porro  usque  ad  s-Vr. 
Nam 

s-ha>k~\-k'  et  k-\-k'—s-^p; 
hinc 

a>p. 
Porro 

b  -\-  k'>  a  ; 
sed 

b'^k>r,     r  =  k-i-  k'] 
hinc 

b'->k'; 

itaque  in  b-\-k'>a  substituendo  b'  ipsi  k',  fiet 

b~\~b'>a. 
Item 

s-^-r^b-hb'. 

■211 121221 13. 
De  sectione  extra  peripheriam. 

I.  Duarum  rectarum  (Fig.  86.). 

I.  Est,    parallela   ducta,    externus    u'  =  n    interno    opposito ;   adeoque 
etiam  anguli  quantitas  eadem  est,  nempe    '- ;    sed    a—d  (pag,  83); 
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itaque 

/?— « 
u—  - —     ■ 

2 
2.    Est 

A:  B^d:n. 

Nam  X  -^y  =  2J?,  sedy-\-v  quoque  =■  2R,  nam  sunt  duo  aiiguli  ad 
peripheriam,  ambo  toti  insistentes  circulo :  adeoque  x  — ij;  u  vero  est 
coramunis  duobus  triangulis ;  itaque  proportione  instituta  patet  esse 
etiam 

Aa  ^  Bb. 

II.  Si  duabus  plures  secuerint  se  invicem  i'Fig.  87.)  :  acl  minima,  af 
maxima  est ;  illa  crescit  usque  ad  tangentem  cib,  hjec  decrescit  eousque. 
Nam 

ac -H  ce  =  af  >  ae  ; 
cf-i-fc>cc^cf+fc), 
hinc 

fe>fb; 
sed 

E^f  -t-  fa  >  ?a, 
itaque 

ef-Hfa>&a. 

Idem    pro    tangente,    si  f  pro  f  et  b  pro  &  ponatur,    applicari   patet. 
Demum 

ab-H  fK<ai-i-ic 
{pag.  65),  sed 

\c  =  \\c; 
itaque 

ah  <  ai. 
Ita 

flg-Hgc<  alj  +  bc, 
adeoque 

ag  <  ab. 


2111212212. 

In  "2111212213  usque    ad  '211121222    inumerum    posteriorem,   ipsum 
iara  pag.  82  relatum,  excludendo)  figurae  rectilinete  continentur,  quarum 
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aut  apices  omnes  in  peripheria  sunt,  aut  latera  omnia  eam  tangunt.  In 
casu  priore  rectilineum  circulo  inscriptum,  circulus  autem  rectilineo 
circumscriptus ;  in  postertore  autem  circulus  rectilineo  inscriptus,  et 
rectilineum  circulo  circutnscriptum  dicuntur. 

De  quovis  rectilineo  P  itaque  quatuor  quiestiones  oriuntur  : 

1)  circa  F  circulum  scribere, 

2)  circulo  ipsi   /-*  asquiangulum  inscribere, 

3)  ipsi  P  circulum  inscribere, 

4)  circulo  ipsi  P  .equiangulum  circumscribere. 


Sit  prius  exemplo  triangulum.  Circa  triangulum  quodvis  scribi  cir- 
culus  (pag.  80)  potest ;  atque  si  radii  per  apices  producantur,  quivis  cir- 
culus  centri  eiusdem  in  tribus  punctis  secabitur,  qute  si  rectis  iungantur, 
orietur  triangulum  priori  Eequiangulum ;  sunt  enim  latera  lateribus  paral- 
lela,  quia  crura  e  centro  sunt  ut  radius  ad  radium. 

Si  trianguli  ahc  (Fig.  88.)  anguli  u,  v  bifariam  divisi  sint :  patet  sum- 
mam  internorum  u'-\-  v  sectionem  parere,  e  qua  ad  latera  missse  per- 
pendiculares  sunt  ^quales.  Formantur  enim  triangula  a^a,  ft—jf  per 
latus  unum  commune,  et  angulos  u  et  R  in  a  et  a,  ac  v'  et  li  in  /i 
et  (■}'.  Si  circulus  centro  p  radio  pq  fiat :  erit  quodvis  latus  tangens ; 
atque  triangulo  dato  circulus  inscriptus. 

Si  vero  perpendiculares  producantur :  per  puncta  peripheria;  cuius- 
vis,  cuius  centrum  p  est,  in  quibus  perpendiculares  priores  eam  secant, 
tangentes  ductas  efFormabunt  A  2(23tE  ipsi  ahc  Eequiangulum  (pag.  71  ■; 
atque  hoc  pacto  dato  circulo  triangulum  dato  triangulo  aequiangulum 
circuniscriptum  erit. 


Si  arcus  a  sit  —  -^  ,  denotante  p  peripheriam,  n  integrum ;  atque 
ducatur  chorda  cuiusvis  arcus  a,  uti  se  invicem  in  p  excipiunt :  oritur 
iolygonum   regulare    n   laterum ;    erunt   nempe    latera    chord»    arcuum 
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Eequaliiini,  et  angiili  quoqiie  Eequales,  utpote  quivis  est  angnlus  ad  peri- 
pheriam  arcui  /  —  2«  insistens. 

Sunt  etiam  manifesto  ^qualia  quxvis  triangula  per  radios  ad  cuius- 
vis  lateris  extrema  ductos  generata,  per  tria  latera  tribus  gequalia  ;  sunt- 
que  triangula  eiusmodi  tot,  quot  latera,  et  quum  duo  latera  sint  in  quo- 
vis  ffiqualia,  quodvis  ffiquicrnrum  est,  et  angulus  quilibet  ad  basim  est 
dimidio  anguli  polygoni  tequalis. 


^  3- 

Conversim  quoque  si  figurae  rectilineae  abc5e  latera  aequaiia,  an- 
gulique  aequales  fuertnt :  apices  omnes  in  eadem  peripheria  sunt. 

Nam  (Fig.  89.)  perpendiculares  e  meditulliis  f,  g  laterum  oh  et  bc 
secant  se  invicem,  quia  ad  rectam  ftj  sunima  internorum  est  <:.2R]  fiat 
in  p.  Erunt  triangula  afp  et  bfp  jequalia,  propter  duo  latera  cum  recto 
intercepto  sequalia ;  adeoque  in  triangulo  apb  anguli  u  ad  basim  sunt 
Eequales.  Est  quoque  Apfb  =  pgb,  propter  hypotenusam  cathetosque 
aequalia  (pag.  64);  adeoque  et  angulus  pb9  =  «=  dimidio  anguli  poly- 
goni;  A  pbg  vero  =pcg,  ita  uti  Aafp  =  bfp  erat.  Erit  igitur  angulus 
pct' =  M ;  demissaque  perpendiculari  pb,  est  Apac  =  pcli,  per  pc  com- 
mune  et  angulos  tcquales ;  atque  hinc 

ch  — ca  =  lj!> ; 

est  igitur  A  pch  =  p&h,  per  pij  commune,    ch  =  h^,    et   rectum    intercep- 
tum.  Quod  continuando  patet  esse 

ap  =  bp  =  cp  =  bp  y. 


Sunt  etiam  e  praecedentibus  perpendiculares  pf,  p*^,  .  .  .  asquales ; 
adeoque  centro  p  radio  pf  circulus  polygono  inscriptus  erit,  uti  prior 
circumscriptus. 

Si  vero  ut  supra  de  triangulo  dictum  est,  tam  perpendiculares  quam 
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radii  ad  apices  producantur  :  qiiiviK  circulus  centri  p  fuerit,  ubi  a  per- 
pendicularibus  secabitur  peripheria,  tangentibus  ductis,  polygonum  regu- 
lare  totidem  laterum  circumscriptum  erit ;  et  si  radiorum  sectiones  iun- 
gantur,  circulo  inscriptum  erit ;  nempe  qusevis  du^  rectas  duabus 
parallelas  angulos  eequales  facient,  omniaque  circumcirca  ffiqiiaUter  ge- 
nerantur. 

5-  5- 
Si  arcus  lateris  sexta  pars  peripheriae  sit,  chorda  erit  — -  radio,    nam 
tum  angulus  ad  centrum  est  -->-    ™6o°,  adeoque  duo  anguli    ad  basim 
trianguli  tequicruri  sunt  i8o" — 6o"=  I20°,    adeoque    unus    —60°,    et    tri- 
angulum  asquilaterum  est. 

§.  6. 

Angulus  polygoni  n  laterum   aequalis   est -^^ — ■ 

Nam  e  centro  ductis  ad  apices  angulorum  rectis  triangula  numero 
n  prodibunl,  quorum  omnium  angulorum  summa  =2nR;  unde  sub- 
tracta  summa  angulorum  ad  centrum,  residuum  est  (2;/ — 4)  i*?,  quod  cum 
n  anguH  sint,  dividi  per  n  debet, 

Patet  etiam  quemvis  externum,  latere  in  eandem  plagam  respectu 
antecedentis  producto,  esse  eidem  q  ^qualem,  Itaque  quum  hoc  pacto 
q  numero  n  prodeat,  et  quodvis  q  sit  =  2R —  angulo  polygoni 

erit 

,-,       n  [2n—A]K  ,-,  j-,         ,,  ri 

nq  =  2nR  —  — ■ ^    ■  -  =  2nR —  2nR -h  ^R^  4R. 

■211121222. 
De  rectis  circulum  secantibus  parallelis  dictum  Ipag.  83)  est. 
■2111213. 
De  circulis  se  invicem  secantihus. 
I.  1.  Prins  de  sectione  duorum  circulorum  :  sectio  miniraa  est  punc- 
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tum,  maxima  duo  punctoruin  est.  Ducs  circulos  in  tribus  punctis  secare 
se  invicem  non  posse  vel  inde  patet,  quod  tum  dua;  ciiordEe  essent 
utrique  circulo  communes,  e  quarum  mediis  erectse  perpendiculares 
centrum  utriusque  idem  determinarent ;  adeoque  aut  toti  coinciderent, 
aut  nullum  punctum  haberent  peripherite  utrique  commune. 

2.  Si  circuli  unura  tantum  punclum  habeant  commune,  dicuntur  tafi- 
gere  se  inviceni,  et  quidem  is  intus  tangere,  qui  prjeter  punctum  cactus 
totus  intra  alterum  est,  et  circulus  alterum  tangens,  qui  non  intra  hunc 
cadit,  extus  tangere  dicitur ;  adeoque  duo  circuli  possunt  se  invicem 
extus  aut  tntus  tangere  :  nerape 

Centris  C,  C,  c'  in  perpendiculari  ad  ab  iFig.  90.J  acceptis,  radiorum 
extremitate  altera  a  scriptos  circulos  se  ita  tangere  patet :  quia  si  prseter 
punctum  a  adhuc  haberent  commune,  ex.  gr.  ad  Isevam  respectu  <£c,  id 
etiam  ad  dextrara  fieret ;  adeoque  duo  circuli  duobus  punctis  plura  ha- 
berent  communia. 

3.  Sunt  vero  centra  circiilorum  se  contingentimn  et  punctum  tactus 
in  recta  eadem. 

Nam  si  circulus  ab  altero  intus  tangatur  :  eadem  in  puncto  a  utri- 
usque  tangens  erit.  Nam  sit  oh  tangens  interioris ;  nisi  eadem  esset 
etiam  exterioris,  sit  ap ;  hsec  secabit  interiorem  adeoque  tum  etiam 
exteriorem  :  itaque  tangens  huius  esse  nequit.  Si  vero  db  tangens 
communis  est,  tum  perpendicularis  ex  a  per  c  et  c'  transiens  unica   est. 

Si  duo  circuli  se  invicem  extus  tangant  (Fig.  90.),  tum  nisi  a,  C,  c 
in  recta  sint,  sit  C^^  recta  :  erit  ^d  ^  ca^ ch^  \  nempe  summa  duorum 
radiorum  addita  aliqua  recta  esset  summa  duorum  radiorum  minor. 
Unde  patet,  a  duobus  ad  tres,  inde  ad  quatuor  y  progrediendo,  omnium 
quotquot  fuerint,  se  invicem  in  eodem  puncto  (sive  extus  sive  intus)  con- 
tingentes :  centra  cum  puncto  tactus  in  recta  eadem  esse. 

4.  Fonna  per  sectionem  minimam  generata  est  duplex,  prouti  iutus 
aut  extus  se  tangunt :  sed  (Fig.  91.)  forma  per  maximam  sectionem  gene- 
rata  constat  e  duabus  lunulis  et  intermedia  fenestra,  ad  quarura  coramu- 
nem  chordam  e  medilullio  huius  erecta  perpendicularis  per  centra  am- 
borum  circulorum  transit. 
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Aequalitatem  per  imum  anguUim  in  qualibet  duoriim  circu!orum  sec- 
tione  determinatam  esse  patet.  Nam  tunc  ex  utroque  congruit  portio,  et 
tria  puncta  deteruiinant  circulum, 

II.  Si  circvlns  A  duos  circulos  B  et  C  sccet :  aut  tanget  utrumque, 
aut  unum  B  solum  tanget,  aut  neutrura. 

In  casu  primo  (Fig.  92.,  93.,  94.,  .  .  .1  aut  intus  aut  extus  cadet  uter- 
que  ab  A  tactus ;  aut  unus  extus  alter  intus.  In  quolibet  horum  casuum 
aut  habebunt  hi  duo  aliquid  commune,  aut  non  :  si  ita,  id  aut  punctum 
erit,  aut  duo  ;  si  punctum  solum  fuerit,  hoc  aut  in  A  cadet,  quo  pacto 
sectio  oranibus  commune  punctum  erit,  aut  non  in  A  cadet.  Si  B  extus, 
C  intus  cadat,  tum  casus  unus  tantum  est,  ut  C  et  B  aliquid  commune 
habeant,  nempe  sectio  unius  puncti,  In  casu  secundo  ubi  A  nonnisi 
ipsum  B  tangit,  habet  taraen  cum  C  ahquid  commune,  secabit  ipsum  C 
in  duobus  punctis ;  tum  vero  B  et  C  aut  habebunt  aliquid  commune, 
aut  non  ;  si  ita,  erit  id  aut  punctura,  aut  duo. 

In  casu  tertio  A  neutrum  ipsorum  B,  C  tangens  habere  cum  quovis 
ipsorum  B  et  C  communia  duo  puncta  debet ;  et  ^  et  C  aut  habebunt 
aliquid  commune  aut  non ;  si  ita,  id  erit  aut  umim  aut  duo  puncta ;  et 
ha;c  aut  ambo  erunt  eadem  cum  iis,  quee  A  cum  B  et  C  habet  com- 
munia,  aut  unum  tantum,  aut  neutrnm. 

Facile  patet  omnes  hos  casus,  quorum  aliquot  conincidunt,  pervesti- 
gando,  sectionem  esse  minimam  r  puncti,  6  punctorum  maximam,  et 
dari  sectiones  i,  2,  3,  4,  5,  6  punctorum,  atque  forraas  varias,  et  angulos 
infra  in  duas  species  distinguendos  generari. 

Ob  facilitatem  iramorari  cura  necesse  non  sit,  exempli  caussa  casura 
unum  casus  primi  attulisse  sufficiat;  nerape  casum  sectionis  trium  punc- 
Lorum,  in  quo  quilibet  bini  ipsorum  A,  B,  C  tangent  se  invicem,  at 
non  in  eodem  puncto. 

Fieri  hoc  nonnisi  B  et  C  utroque  extus  aut  utroque  intus  A  cadente 
patet. 
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Si  C  t\.  B  extus  cadant  \Fig.  93.',  sit  a  radius  ipsius  A,  et  in  conti- 
nuatione  eius  accipiatur  punctum  illud,  ubi  (quantavis  fuerint  §,  c)  rectEe 
a~\-b  et  h-\~c  circa  extrema  rectse  a-\-c  motse  occurrunt ;  quod  fieri 
patet,  cum  quorumvis  duorum  laterum  summa  excedat  tertium. 

Tum  si  e  tribus  verticibus  triangu.i  tanquam  centris  circuli  fiant 
radiis  a,  b^  c,  nempe  radiis  circulorura  A,  B,  C\  patet  e  quantislibet 
a,  h,  c  triangulum  tale  generari,  quale  oritur  in  schemate  e  tribus  arcu- 
bus,  cuius  vertices  sunt  puncta  tactus  externi. 


Si  B  et  C  intus  cadant  '^Fig.  94.),  sit  a  centrura  ipsius  A,  et  h 
centrura  ipsius  B,  et  c  centrum  ipsius  C.  Sit  r  radius  ipsius  C,  ac  radius 
ipsius  A  sit  r-\-u;  et  radius  ipsius  B  sit  ji\  pro  quovis  /:/,  dummodo 
<.ii  sit,  reperietur  b  ibi,  ubi  /-  +  /:/  circa  C,  et  u-hr  —  j-i  circa  a  raota 
occLirrent. 

Si  occurrant,  res  patet.  Nani  tara 

h\  =  ii, 
quia 

ai^r-hu     et    ba  =  n-\-r  —  ,i  ■ 

itaque  i  est  punctura  tactus  ipsorum  B  et  A,  quia  t  iu  recta  per  ambo- 
rum  centra  est ;  ita  recta  (-J-hr  ex  b  ad  c  transit  per  c  et  taclum  ipso- 
rum  B  et  C. 

Datur  vero  h  pro  quolibet  ^i  quod  <iu. 

Nam  tum  latera  /i-hr  et  u  ac  u-hr — ji  talia  sunt,  ut  qiiorumlibet 
binorum  summa  tertio  maior  sit ;  de  reb'quis  patet  pro  quovis  /i ;  at 
postremorum  summa  priore  tunc  tantum  est  maior,  si  j!<iJi  sit,  Nam 
surama  h£ec  est  2u-i-r  —  fi,  quod  debet  esse  :>ji-hr;  subtracto  utrin- 
que  r,  manet  211  —  ii>(i;  adeoque  pro  ji^ii\^oi,  est 

211  —  |W|^  w)  =  2U  — /:?=  u'^0) ; 
et  manifesto  w — no  est  ^Cmi^w,  et  u^i^io^u  \ — \  (,>. 
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§■  3- 

(Fig.  95.J.  Sit  quantusvis  angulus  bac,  et  ba  —  ac;  et  sit  chordae  bc 
meditulUum  t»,  fiantque  centro  b  radio  bb  =  bq,  centro  C  radio  Ci>,  et 
centro  a  radio  aa,  — ab  circuli ;  fiet  triangulum  gbb,  ubi  arcus  gb,  utvis 
mutetur  angulus  a,  manet  —  bb ;  nimirum  in  triangulo  sequicruro  ahc 
sunt  ad  basim. 

Porro  arcus  ab'-~-R,  si  /\a--— o;  et  a& — ^o,  si  /\a — ^2/^;  arcus 
<£ti  vero  —  /i^  in  casu  prirao,  et  iu  altero  —  2R.  Radius  ga  autem  in 
casu  prirao  — ha,  h  ipsi  E  quam  proxime  eunte  ;  in  altero  vero  ga-^o, 
b  ipsi  ),  et  ti  ipsi  a  quam  proxime  euntibus. 

i  4. 

Plurium  circulorum  sectionibus  prastermissis  unum  tantum  attigisse 
sufficiat  (Fig.  96.). 

Si  hc  sit  latus  figurte  regularis,  cuius  vertices  sunt  in  peripheria  radii 
ab :  patet  per  dicta  generari  e  verticibus  tanquam  centris,  dimidio  latere 
pro  radio  accepto,  circulos  aequales  coronam  claudentes,  quorum  quivis 
quemlibet  inter  quos  est  tangit,  uti  in  schemate. 

De  formis  etiam  in  cnsibus  dictis  notasse  sufficiat : 

1.  Figuras  ibidem  oriri,  quse  duobus  lateribus  concavis,  aut  duobus 
lateribus  convexis  spatium  claudunt. 

2.  Oriri  triangula  circularia,  de  quibus  statim  dicetur. 

3.  A-nguIum,  sub  quo  occurrere  arcus  arcui  potest,  in  duas  species 
distingui  posse :  nempe  in  convexum,  scilicet  cuius  crura  possunt  circa 
verticem  in  talem  situm  moveri,  ut  recta  quEedam  per  verticem  ducta 
sit  chorda  utriusque,  arcubus  in  diversas  plagas  cadentibus :  alioquin  an- 
gulus  concavus  vocetur.  Ex.  gr.  (Fig.  95.)  bc(h,  et  (Fig.  97.}  gab  convexi 
sunt,  ^at  concavus  est. 

4.  Triangulum  eiusmodi  combinari  posse  e  tribus  convexis  angulis, 
e  2  concavis  et  1  convexo  ;  at  non  posse  e  3  concavis,  aut  ex  i  con- 
cavo  et  2  convexis,  patet. 
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i  5. 

Quantitas  anguli  esse  eadem  potest,  quEe  anguli  est,  quem  tangentes 
crurum  ad  verticera  faciunt;  at  illa  tangentis  dimidietas  intelligatur,  cum 
qna  arcus  non  formara  fluentem  facit  ipag.  i6).  Hoc  pacto  w  =  o— t', 
(Fig.  92.),  et  (Fig.  95.)  trianguli  gMi  angulorum  sumnia  =o;  at  (Fig.  98,) 
trianguli  abbfcea  summa  angulorum  ^i2K\  maior  summa  trium  angulo- 
rum  esse  nequit. 

Nempe  (Fig.  99.)  sit  abc  triangulum  a;quilaternm,  et  q,  r,  [  meditullia 
laterum,  angulique  -ii  a;quales,  atque  e  punctis  a,  b,  c  erectis  ad  crura 
ipsoTura  u  perpendicularibus,  intersectiones  p,  m,  i  fiant  centra  radiis 
pa,  ib,  mc  sequalibus :  patet  angulum  bac  convexum  accipi,  et  dabili 
quovis  minus  sumi  posse. 

Datur  triangulum,  cuius  angulorum  summa  dabili  quovis  minor  esse 
potest. 

Sint  nempe  (Fig.  97.)  duo  arcus  alh  et  ahb  ad  angulos  convexos  a 
et  h  se  invicem  secantes,  (et  angulus  concavus  dato  quovis  minor  fieri 
potest) ;  et  sint  tangentes  in  a  rectee  ab  et  af ;  moveatur  arcus  aEt» 
circa  a  per  arcum  aB&,  tangentem  suam  ab  secum  ferens ;  poterit  ah  ire 
quam  proxime  ipsi  af ;  itaque  angulus  ad  a  fiet  omni  dabili  minor ; 
sed  is  solus  erit  summa  trium  angulorum  trianguH,  qui  e  meditullio  0 
chordse  aiE  radio  og  ad  chordam  perpendiculari  scripto  semicirculo  gljm 
clauditur, 

Interim  haud  sufficit  quantitas  duorum  angulorum  dicta  ad  angulo- 
rum  Eequalitatem  geometricam :  necesse  est  et  anguli  species  easdera, 
radiosque  unius  radiis  alterius  Eequales  esse ;  poterit  autem  inferius,  ubi 
de  areis  tractabitur,  angulus  quivis  eiusmodi  etiam  per  areas  certo  modo 
determinatas  exprimi. 


Aequalitas  triangulorum  circularium  deierminatur  modo  sequente  : 
I.  Duo  latera  cum  angulo  intercepto  non  sufficiunt;  nam  latns  ter- 
tium  esse  potest  radiorura  variorum. 


vGoosle 


94  p:i,ementa  geometriae. 

2.  Ai  tria  latera  stifjicitint^  nisi  sif  aliquod  convexiim  et  illi  res- 
pondens  concavum. 

3.  Ita  duo  anguli  et  unum  latus  adiacens. 

4.  Imo  tres  anguli  quoque  ponunt  triangulorttm  horttm  aequali- 
tatem,  sed  duo  non. 

Cum  casus  reliqui  sint  faciliores,  ultimum  tantiun  referre  iibet. 

At  sequens  prius  demonstrandum  est  (Fig.  ioo.i.  Peripheria  centri  a 
radii  pd  dicatur  a,  peripheria  centri  h  radii  h<x  vero  A,  peripheria  radii 
bp  autem  dicatur  H. 

Utcunque  secet  a  ipsum  H  ad  angulum  z,  omne  punctum  peri- 
pheriae  A  tale  est,  ut  circulus  ex  eo  tanquam  centro  scriptus  cum 
radio  ap,  plane  ad  angulum  z  secet  ipsum  H;  nullum  vero  extra 
peripkeriam  A  tale  punctum  q  datur,  ut  arcus  radii  ap  peripheriam 
H  ad  angulum  z  secct. 

Prius  (Tom.  I.  pag.    12.  V.j  patet ;  sed  nec  ullum  tale  pimctum  q  est. 

Nam  sive  intra  A  sive  extra  sit,  recta  qlj  transit  per  A ;  fiat  in  c, 
et  sit  q  extra  A;  radius  pro  centro  utroque  c  et  q  sit  =ap,  terminabi- 
tur  uterque  in  bq  in  duobus  diversis  punctis  111  et  r. 

Fiant  centro  c  radio  Cllt  et  centro  q  radio  qr  circuli ;  neuter  horum 
potest  tangere  ipsum  ff,  quia  si  unus  tanget  (extus  aut  intus!,  ex.  gr. 
extus,  et  alter  extus  tangeret,  si  ex  q  et  c  descripti  circuli  circulum  H 
ad  angulum  ipsi  z  asqualem  secarent ;  tum  vero  quia  tactus  punctum  in 
Ijq  esse  debet,  radii  inasquales  fierent  tequales. 

Itaque  secaret  ipsum  H  uterque  in  duobus  punctis,  unus  in  Fl,  alter 
in  Di ;  et  quidem  ita  ut  si  E  ultra  D  cadat,  et  I  plane  ita  ultra  i  cadere, 
et  si  E  in  t>  cadit,  I  in  i  cadere  debeat. 

Neutrum  vero  fieri  potest.  Nam  quum  hoc  pacto  esset  angulus 
mfo  =  rDO,  et  per  angulum  unum  ponatur  tequaUtas  figurEe  e  duobus 
arcubus  composit^  (pag.  90),  esset  finonf^DrOP;  adeoque  E  et  I  non 
possunt  non  in  D  et  i  cadere  :  at  neque  in  r  et  t  possunt,  quia  tum  m 
cum  r  coincideret,  quia  per  angulum  f  =  o  non  posset  in  e  peripheria 
pri  egredi. 

Si  q  intus  A  cadat  demonstratio    eadem    est.    Itaque  assertum  patet. 
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Liquet  hinc  quamvis  triangulorum  circularium  speciem  per  tres  angu- 
los  determinari,  ponique  Eequalitatem  per  tres  angulos  Eequales  iFig.  loi.). 

Nam  sit  unus  arcus  trianguli  circularis  e  peripiieria  H  cuius  centrum 
Ij,  alter  e  periplieria  /  cuius  centrum  i,  tertius  ex  K  cuius  centrum  q 
est ;  adeoque  sit  triangulum  <:^c. 

Tum  manente  angulo  C,  omne  centrum,  e  quo  angulus  =tl  cum  H 
produci  potest,  est  in  peripheria  A,  et  omne  centrum,  e  quo  cum  /an- 
gulus  —  b  produci  potest,  est  in  peripheria  B  per  preecedentia ;  descri- 
bitur  vero  arcus  ab  latus  angulo  c  oppositum,  ex  uno  centro ;  adeoque 
centrum  hoc  adsumi  debet,  ubi  A  ex.  B  ^^  invicem  secant ;  adeoque  ad 
summum  duo  puncta  esse  possunt  uti  p  et  q,  nimirum  plura  puncta 
A  et  B  communia  habere  nequeunt,  unde  angulus  —  a  cum  H,  et  an- 
gulus  =  b  cuin  /  produci  possit ;  scilicet  z  —  a,  et  v^h. 

At  z  patet  icadentibus  p  et  q  in  diversas  plagas)  vertere  convexam 
partem  ipsi  C,  si  a  concavam  ostendit,  ita  ut  z  semper  aliter  sit  versus 
c  versus  quam  a. 

Itaque  unicum  adhuc  triangulura  construi  potest,  ut  c  =  E  sit,  h  —  v, 
et  z  =  a;  h^ec  vero  sunt  asqualia.  Ita  Aacn  —  ztm;  sed  z  est  concavus, 
et  illius  deinceps  positus  est  convexus,  ita  in  altero  triangulo.  Nempe 
Iriangulo  zvf  considerato,  si  s  =  a  angulus  concavus  sit,  angulus  deinceps 
positus  dicti  anguli  convexus  est. 

■2I1I22. 

De  sectione  sine  angiilo,  quae  itaqtie  formam  fliteniem  parit. 

I.  Recta  cum  recta  :    si    circa    punctum    sectionis    moveantur,    donec 
fiat  angulus  —  2R,  id  est  nullus  angulus  sit,  forma  fluens  evadet. 
Recta  cum  circulo  : 

1.  Cum  uno;  tangens  dimidia  cum  dimidia  altera  peripheria  forma 
fluens  est.  Ex.  gr.  hal  (Fig.  102.). 

2.  Cum  duobus  circulis  dupliciter  fieri  potest ;  scilicet  tangente  recta 
on  duos  circulos  in  duobus  sui  extremis,  aut  in  eadem  plaga  aut  in 
diversa ;  uti  est  pour  et  potun. 
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3.  Cum  tribus  circulis  fteri  nequit ;  quia  si  ad  finem  rectse  ponatur 
tertius  :  is  cuin  priore  circulo  faciet  angulum,  si  ita  ponatur,  ut  cum 
recta  non  faciat ;  in  puncto  intermedio  quovis  vero  angulum  iieri  cla- 
ruin  est. 

II.    Circnlus  ciim  circulo  : 

1.  Cum  uno  ;  nempe  duo  arcus  qualiumvis  radiorum  eadem  tangente 
gaudentes,  in  plagas  respectu  rectae  centrorum  diversas,  et  aut  in  eandem 
respectu  tangentis  plagam  aut  diversas  cadentes,  sine  angulo  secant  se 
invicem  :  talis  forma  fluens  est  lE*.  (Fig.   103.1. 

2.  Circulus  cum  duobus  circulis  :  si  arcus  cuiuspiam  ambo  extrenia 
raodo  plane  dicto  cnm  aliquo  arcu  iungantur,  uti  ahz^  aut  fintlC  aut 
Eimil.  (Fig.  104.). 


Formse  fluentes  sunt  quasi  rivi,  quibus  naturas  viventis  vena  fluit, 
rarius  iter  frangens,  ut  in  dulciorem  cursum  refluat,  demum  in  mortis 
regni  angulatis  terminis  hserens. 

Lineamenta  qu^vis  describi  quam  proxime  possent,  ad  cuiusvis  arcus 
finem,  certi  radii  arcu  certa;  quantitatis  in  eandem  aut  alteram  respectu 
tangentis  plagam  posito. 


Figuram  duo  arcus  non  eiusdem  circuli,  sine  duobus  angulis  claudere 
nequeunt.  Tres  arcus  requirunt  ad  ininimum  unum  angulum  ;  quatuor 
possunt  sine  angulo  'figurara  claudere. 

Prius  manifestum  est.  Alterum  quoque  (pro  Fig.  105. 1  patet.  Nam  sint 
tres  ilU  arcus  A^  B,  C,  centra  a,  b,  c ;  punctum  tactus  ipsornin  A  et  B 
sit  71,  punctum  tactus  ipsorum  B  et  C  sit  b,  et  punctum  tactus  ipsorum 
^  et  C  sit  p ;  patet  p,  a,  C  in  recta,  atque  etiam  b,  b,  C  in  recta  esse 
debere,  itaque  c  eo  cadere  oportere,  ubi  rectae  pa  et  bb  se  intersecant: 
uam  p  et  &  in  arcu  ex  uno  centro  C  scripto  esse  oportet ;  ibi  vero  ore- 
retur  triangulum  abc,  essetque  radius  cp  —  C&  ;  porro  quia 
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hb  =  ab-h  a2(  ~  ab  +  ap, 

ac  +  ap  =  cti  —  cb  +  hb^ 

ac  +  ap  —  cb  +  ap  +  ab ; 

ac  =  ch-hah; 


quamvis  duo  trianguli  latera  nequeant  jequalia  esse  tertio, 

Idem  facile  patet  pro  casu,  si  trium  arcuum  aliquis  contrarie  flexus  sit. 

§■  3- 

At  nec  e  tribus  lineis,  quarum  quselibet  recta  aut  circulus  est,  figura 
sine  angulo  claudi  potest,  Nam  si  quasvis  sit  recta,  aut  du^  rectEe  et 
unus  arcus,  patet, 

Si  vero  una  sit  recta  et  aliEe  duee  arcus  sint,  patet  modo  sequente. 
(Fig.  106,) 

Sit  Dtr»  tangens  arciis  inq  ;  tum  ut  tertia  linea  figuram  ciaudens  arcus 
sit,  necesse  est  dari  tale  p,  ut  po  ad  vm  perpendicularis  sit  —  pq,  rectee 
per  arcus  inq  centrum  c  ductae,  quia  tunc  tantura  petitura  pr^stari  per 
arcum  a  q  usque  ad  V  centro  p  radio  pD  scriptum  posset. 

At 

pp<pq; 
nara 

mc  —  vo  =  cc\, 

porro 

po  <  pc, 

ergo 

co  +  po<pc-i-cq. 


Fieri  posse  cum  uno  angulo  figurara  e  trlbus  arcubus  patet :  si 
(Fig.  107.)  centrum  E  arcus  ash  in  recta  per  eius  extremum  a  et  centrum 
c  ipsius  afb  ducta  accipiatur,  et  centro  i  radio  bi  — bi  semicircuius  de- 
scribatur :  generabitur  hoc  pacto  figura  afbgbea,  nonnisi  ad  b  angulo 
gaudens. 
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Tta  ex  iina  recta  et  duobus  arcubus  datur  figura  cum  uno  angulo 
(Fig.  io8.). 

Nam  arcus  nio,  cuius  tangens  est  mtl,  centrum  in  c  habet ;  itaque 
facile  patet  in  oc  producta  posse  centrum  f  arcus  on  accipi,  et  ad  ii 
angulum  generari. 

E  duobus  rectis  et  uno  arcu  quoqiie  datur  figura  cura  uno  angulo, 
Nempe  si  ahcb  quadratum  sit  (Fig.  io8.*),  et  centro  tl  radio  ob  fiat 
arcus  bec. 

§■  5- 

Figuram  quatuor  arcus  possunt  sine  ullo  angulo  claudere ;  et  4  est 
minimus  numerus,  cum  e  paucioribus  fieri  non  posse  dictura  sit. 

Nimirura  ab  extremitatibus  a  et  b  arcus  afb  (Fig.  109.)  ducantur  rect^e 
per  eius  centrum  C ;  et  acceptis  ca  ex  a  et  bf  ex  b  Eequalibus,  scriban- 
tur  radiis  ca  et  fb  centris  C  et  E  arcus  a;quales  be  et  af,  ducanturque 
rectje  Ee,  cf  ;  et  fiat  ex  intersectione  f  radio  f  e  arcus  ef.  Figuram  fbcfa 
quEesitam  esse  e  prsemissis  facile  patet.  Talem  etiam  esse  21b&e3fglj2i 
patet  (Figg.  iio.  et  iii.\  centris  in  apicibus  quadrilateri  eequilateri  ifcf 
acceptis,  radiisque  ib^ib— ce— cf  e  centris  i,  c,  et  radiis  fli^ff— fb— fe 
e  centris  f,  E.  Facile  ex  inspectione  patet  id  quoque,  quod  si  u-"~.R, 
liraes  ipsius  tj2lb  et  eBf  semicirculus,  et  limes  ipsius  bbe  ita  ipsius  ha,\ 
rectse  sint,  quainvis  ipsa  (Fig.  112.)  nunquam  attingatur.  Si  vero  m^^o, 
tum  b2lIj-'--o  (in  Fig.  iio.),  in  Fig.  iii.  autem  b2IIj  peripheriae  toti  quam 
proxima  venit,  et  bf  semper  minus  distantia  puncti  f  ab  ic  esse  debet, 
il|  vero  ^  -~-  ic. 

Potest  e  duabus  rectis  et  duobus  arcubus  quoque  figura  sine  angulo 
fieri;  talem  esse  patet  befgab  (Fig.  112.1;  ita  ex  una  recta  et  tribus  arcu- 
bus,  qualis  est  (Fig.  113.)  bemba  :  ubi  arcuum  ab,  em  centra  i,  c  sunt,  et 
arcus  abin  centrum  t  est,  ac  remoto  E  in  perpendiculari  bE  dato  quovis 
ulterius,  Hmes  (Fig.  112.)  erit. 

E  tribus  rectis  et  uno  arcu  figura  talis  fieri  nequit. 

Quum  omnia  hEec  ahaque  huius  generis  e  prsemissis  facile  perspici- 
antur ;  brevitatique  consulendum  sit ;  pauca  hasc,  quo  ordo  ipse  induxit, 
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attulisse,  nec  plura  adferre  concessum  sit.  Aliquid  tamen  adhuc  addetur 
inferius. 

"2112. 

De  areis  figurarum  planarum  rectilinearum  circulariumque. 

I.  De  facto  e  rectis  ;  hinc  area  rectanguli,  area  parallehgrammi  cuiusvis,  area  tri- 
anguli,  area  quadrilateri  cuius  dantur  duo  latera  parallela,  area  quadrtlateri  cuiusvis, 
area  cuiusvis  rectilinei,  per  sumniationem  triangulorum  aut  trapeziorum,  e  quibus  con- 
stat ;  ita  area  polygoni  regularis  ;  hinc  area  circuH. 

II.  Transmutatio  arearum  et  reductio  ad  formam  rectae  (Tom.  I.  pag.  27),  nempe  ad 
rectangulum  datse  altitudinis  ;    et  mutatio  plurium  quadratorum  in  unum. 

III.  Comparatio  areartim  figurarum  similium  aliarumque.  Inde  lumila  Hippocratis 
et  id  genus  alia. 

IV.  Additio,  subtractio,  divisio  figurarum  sub  certis  conditionibus. 

V.  Si   alicui    figurje   aliffi    sub    certa    conditiono    impouantur,    impositarui 
limesque  huius  qu£eritur. 


Factum  e  quotvis  rectis^  recta  est  (pag.  77) ;  at  si  rectarum  uni- 
tas  sit  a ;  et  pro  planorum  unitate  accipiatur  tale  quadratum,  cuius 
latus  a  est ;  ita  pro  unitate  omnium  spatii  portionum  sit  cubus,  cuius 
latus  a;  tum  si  l,  /',  /"  rectae  sint ;  i.  recta  l.V  mensurata  per  uni- 
tatem  a  plane  eos  numeros  dat,  quos  area  rectanguK  ex  l  et  V  com- 
pQsiti  mensurata  per  arearum  unitatem,  nempe  quadratum  a ;  ita  ut 
si  ex.  gr.  recta  l.l',  nempe  factum  lineare,  sit  -^-tum  ipsius  a,  et 
area  rectanguli  dicti  sit -r- -ta  quadrati  a.  2.  Ita  factum  l.V.l"  si 
^-tum  ipsius  a  sit,  etiam  parallelepipedum  (de  quo  infra)  ex  l,  V  et 
V  est-    {-tum  iinitatis  solidorum,  nempe  cubi  cuius  latiis  a  est. 

Namheictantumde  areis  loquendo  (Fig.  1 14.)  sit  /  unitatis  -^--ta,  /'  vero 

— ta ;   est 

■^  /  /'„  i^C  —  -P—     ^^'  jp^qy 

qs  qs       qs  qsqs 
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Dividatur  a  —  i  in  qs  partes  asquales,  continebit  /  partes  einsmodi 
niiinero  ps,  /'  vero  numero  rq,  (patet  ---  et  -  ad  eandem  denomina- 
tionem  reductis).  Ductis  vero  parallelis  e  fine  cuiusvis  -  '  ,  orientur  in 
strato  inferiore  quadrata,  quorura  cuiusvis  latus  est  -  ,  numero  rg  ;  et 
quum  /  strata  eiusniodi  nuniero  ps  producat,  erunt  eiusmodi  omnia 
quadrata  numero  psri^ ;  itaque  lotum  rectangulum  ex  /  et  /',  erit 
-^- — ^--tum  quadrati  u  ;  namque  stratum  inferius  continet  eiusmodi  qua- 
drata  numero  qs,  et  cum  strata  quoque  numero  qs  dentur,  constat 
quadratum  a  ex  eiusmodi  quadratis  numero  qsgs. 

Patet  itaque,  uti  factum  lineare  superius  -^— J- — tura  unitatis    linearis 

,  ?^?-^  fisar 

est,  ita  rectanguium,  ex  eiusmodi  factoribus  composftum,  esse  -'-^     -tuin 

"  ^  qsqs 

unitatis  arearum. 

Si  vero  L  tx  i  sint  incoramensurabiles,  tum  id  ex  /,  quod  <i-^Y  ^^^ 
et  remanet,  sit  /,,  et  id  ex  Z.,  quod  <;  —  remanet,  sit  oi ;  utrumque 
—  o,  quia  qs  omni  dabili  maius  accipere  licet. 

Sit  rectangulum  ex  Z-  et  /  asquale  I^,  atque  rectangulum  ex  L'  et  /' 
aequale  L'';  erit  /* —  P'=  rectangulo  exL  et/,  etrectanguloex  /'  et  w;  /etc; 
aut  sunt  sequalia,  aut  alterutrum  est  maius  altero,  sit  A>-w  ;  erit  P—P^^C 
rectangulo  ex  iL-hl)  et  X;  sed  hoc  quoque  ^^o;  quia  basis  Z-h/  ina- 
net,  et  X  omni  dabili  minus  iieri  potest ;  adeoque  non  datur  tam  parva 
assignabilis  recta  A,  ut  quadrato  eius  non  fiat  rectangulum  dictum  minus  ; 
nam  dividatur  L-\-/  m  tot  partes  n,  ut  una  sit  <;  ^,  deinde  fiat  A  tam 
parvum,  ut  sit  ■<.--fi  ^  et  si  superstruantur  rectangula  /  sibi  invicem,  nl. 
non  ad^quet  altitudinem  ^;  patet  oriri  rectangulum,  cuius  tara  basis 
quam  altitudo  est  <.^;  adeoque  P—P'  esse  dato  quadrato  ipsius  k 
minus ;  potest  vero  cuivis  assignabili  figurae  circulus,  et  huic  quadratum 
includi ;  itaque  P'  quod  =  P.  /'  (id  est  L'.  /'-to  quadrati  unitatis),  nuUa 
assignabili  quantitate  differt  a  P,  et  tendit  ad  liraitera  P;  sed  LJ'— L. 
et  /'■^~/,  adeoque  (Toin.  I.  pag.  85)  L.l'--~L.l,  et  cum  L'l'=P',  P  <\h 
L./  nulla  assignabili  quantitate  differt. 

Hinc  rectanguli,  cuius  basis  L  altitudo  /,  area  —  Z./. 
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Parallelogramma  (et  trianguld)^  basibus  aeqiialibus  et  altitudi- 
nibus  aequalibus  gaudentia^  sunt  aequalitate  quoad  porttones  termi- 
nata  aequalia ;  per  altitudinem  intelHgendo  in  parallelogrammo  distan- 
tiam  baseos  a  latere  opposito  parallelo,  in  triangulo  autem  perpendicu- 
larem  e  vertice  ad  basim. 

Vide  Tom.  I.  pag.  66.  Fig.  17.  c.  ubi  trianguli  A  latus  lasvimi  ad 
latera  parallelogrammi  aViEi?  (nempe  €c',  i5a'i,  et  latus  dextrum  ad  pa- 
rallelogrammi  £3^2  latera  €6,  "Sa.  translata  sunt,  donec  aut  nihil  aut 
aliquid  supersit :  atque  rectas,  in  quovis  parallelogrammorum  dictorum 
fines  quotarumvis  partium  connectentes,  basi  parallelas  esse,  imo  in 
utroque  rectas  tales,  uti  parallelas  per  g  et  I^,  in  eadem  recta  esse  patet ; 
nempe  ad  quotEevis  partis  finem  subsistere  libeat,  ex.  gr.  ad  g  et  tj ; 
triangulum  &€(£  desinens  ad  partium  primarum  fines  erit  triangulo  gljiE 
simile,  ob  angulum  interceptum  communem  et  latera  intercipientia  pro- 
portionalia ;  adeoque  latus  tertium  tertio  paralleluro  est.  Et  manifesto  si 
supra  g  residuum  manet,  idem  supra  Ij  fieri  debet ;  secus  enim  parallela 
ea  infi"a  c'a'  caderet,  si  adhuc  una  pars  daretur  supra  Ij,  et  supra  c'a'  ca- 
deret,  si  in  li  adeoque  in  c'  ultima  pars  terminaretur. 

Est  demum  hinc 

per  unum  latus  tanquam    distantiam    parallelaTura    eandem,    et    angulos 
externos  internos  oppositos  ;  atque  etiam  trapezia  E'-\-E,  et  e-\-e'  ; 
esse  patet. 

In  casu  (Fig.   115.1  autem  est  manifesto  A^C^  et  B  —  B. 


Quum  igitur  parailelogrammum  quodvis,  rectangulo  baseos  asqualis 
et  altitudinis  ^equalis,  sit  tequale  :  erit  parallelogrammura  quodvis  asquale 
facto  ex  altitudine  in  basim ;  triangulum  autem  utpote  dimidium  paralle- 
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logrammi,    baseos    Eeqiialis    et   altitndinis    sequalis,    est    manifesto  Eequale 
basi  per  altitudinem  dimidiam  mnltiplicatse. 


QuEevis  autem  fignrfe  /•"  et  f  fuerint  inter  dnas  parallelas  p  et  q  :  si 
pro  quacnnque  recta  utrinque  infinita  inter  p  et  q  ipsis  parallela,  eo 
quod  heec  cum  F  commnne  habet  C  dicto,  et  eo  quod  eadem  cum  / 
commune  habet  c  dicto,  pro  quibuslibet  C,  c  siraultaneis  sit  C=  ac ; 
(e  Tom.  T,  pag.  2ioy)  liquet  esse  F=af,  areas  intelligendo,  etsi  sequaHtas 
interminata  esset. 


Hinc  si  unins  parallelogrammi  basis  h  altitudo  a  sit,  alterlns  basis 
B  altitudo  A  sit :  erit  area  prioris  —ab,  et  area  posterioris  =AB\ 
itaque,  si  ab=-AB,  est  a:A^B:b,  nempe  altitudines  parallelogram- 
morum  areas  jequalis  snnt  in  ratione  inversa  basium.  Qunm  vero  triangula 
sint  dimidia  parallelogramraornm  altitudinis  baseosque  aequalis,  idem  de 
triangulis  arete  Eequalis  valet.  Si  vero  a=A,  areas  sunt  uti  bases. 

%.  6. 

(Fig.  73.*).  Altitudo  y  trianguli  solis  lateribus  daiis  innotescit :  nempe 


sed  erat  (pag.  76) 
atque  hinc 

et  hoc   (ex  Tom.  I.  pag.   146) 


\-_b;—_c^_ 


__   [a-hb-^c)  [a~v-b—c\  [c-^a~b)  [c—a-\-b) 
-     -         -    "-  4^^  -    -- 
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e  quo  radix  quadrata  per  -^  b  multipHcata  fit 
=  areae  trianguli  e  solis  laterihiis  coniputatae. 


Trapezium  (Fig,  116.1   constat    e    parallelogramino  ex  b  et  a,  et  tri- 
.ngulis  b'a^   B'a  ;    estque 


Notandura  b  esse  -^.B.  Hinc  si  e  medio  ipsius  /  sit  {i  |1  B,  patet  esse 

b"^-\b'  et    B"^\  B', 
adeoque 


esse  per  a  multiplicandum.    Et    idem    generaliter    de  quadrilatero  patet, 
si  duobus  lateribus  parallelis  gaudeat. 


Quadrilateri   cuiusvis    ^^(^    area    est    aequalis    duplo    parallelo- 
gramrni  a'b'c'&',  qiiod  oritur  (Fig.  117.)  latus  guodvis  bisecando. 
Nam 

ad—^ah,  ab'=  \- ah, 

atque  in  triangulis  ao!'^'  et  abb  angulus  a  comraunis  est,  hinc  a'&'  ||  b&  ; 
ita  b'c'  II  hb,  adeoque  a'&'  ]|  h'c',  atque  ita  a!h'  \\  &'c'.  Sunt  vero  triangula 
similia,  uti  secundae  potentice  laterura  homologorum  (vide  pag.  iii);  itaque 

Aaa'&'=~;- ab&,  et  Ab'cc'— ^  bct»; 
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adeoque  triangulorum  aa'h'  et  h'cc'  summa  =  ^-  abcb.  Sed  eodem  modo 
est  triangulorum  a'bb'  et  b'bc'  summa  =  ~  ahcQ.  Consequenter  triangu- 
lorum  aa'b',  a'bh',  h'cc',  c'bb'  summa  —  -'  abcb,  et 

a'b'c'ti'=y  abctt ; 
atque  a'b'c'y  parallelogrammum  est. 

§•  9- 

Si  vero  quadrilaterum  (Fig.  ii8.)  in  duo  triangula  dispescatur,  et  basis 
communis  sit  B,  altitudoque  unius  sit  A,  alterius  a  ;  erit  area 


§.  10. 

Forro  area  cuiusvts  figurae  rectilineac  reperitur  per  summam  are- 
arum  omnium  triangulorum,  e  quibus  illa  constat ;  et  polygonum  regulare 
n  laterura  e  totidem  triangulis  Eequalibus  constat,  quorum  quodvis  ^equale 
est  lateri  multiplicato  per  dimidium  perpendicularis  e  centro  ad  illud  de- 
missje  ;  patetque  factum  hoc  pro  tota  polygoni  area  «-ies  sumendum  esse. 
Adeoque  si  summa  laterum  /  et  altitudo    /  fuerit,  erit  area  =  -^—  ■ 


%.  II. 

Sit  p  summa  laterum  polygoni  interni,  areaqiie  eius  sit  a,  area 
circuli  sit  C,  et  summa  rcctangulorum  circumcirca  (Fig.  119.I  sit 
k  —  zp;  est 

r  b 
a-\-/:=    ^    -hzp; 

eritque 

a-^-K^C^a. 

Duplicato     semper     n     numero    laterum     polygoni,     k'—.Q,     nempe 
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105 


z-=r — /— o,  atque  p  limite  gaudet:  prius  inde  patet,  quod  e  radio  potest 
quam  proxime  ad  punctum  contactus  eundo  perpendicularis  usque  ad 
arcum  erigi,  quo  arcu  dattxr  minor  talis,  qui  in  peripheria  n .  2'"-ies 
contineatur ;  sed  etiam  /  habet  limitem ;  semper  enim  crescit,  sed  / 
quoque  crescit,  atque  etsi  /  non  cresceret,  si  /  in  quantumvis  magnum 
excrescere  posset,  a  supra  C  cresceret.  Sit  limes  P  ipsius  p  ;  tum 


pr 


Pr 


quia/-'— ■/*,  et  r''~r  [Tom.  I.  pag.  85). 

Pr 

At  vero  tnm  etiam   C— ■  Nam  fl-4-/.  erat  >>C>a,  et  (a+Ai— a— -o; 

itaque    C — a--~o,  id  est 


Consequenter 
adeoque 


2 

c=- 


estque    area    circuli  areae    trianguH,    cuius    basis    P  et   radius  r  est, 
aequalis. 

Sit  a  =  — ,  quod     ^^-  erat ;    nempe    si    latus    /   polygoni    prioris    n 
laterum  datum  sit,  lex,  gr.  latiis  hexagoni  asquatur  radio);   r'  prodibit 


=/-•-■  ^, 


quo  subtracto  ex  r,  raanebit  z,  cathetus  trianguli  rectanguli,  cuius  alter 
cathetus  =  ^  /  est ;  e  quibus  prodit  hypotenusa,  nempe  latus  polygoni 
2K  laterum  ;  quod  continuari  posse  donec  libuerit,  manifestum  est;  uti 
et  X  crescere  crescente  a,  quum  r  constans  maneat. 


Sitque    a-\-l 


pr  _ 


et  hoc  est 
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adeoque 

p'>P>x\ 

si   igitur    computando  (pro  «-Ci   et  k<:^i,  atque  integris  /^,  v)  prodierit 

p  = r      et     JC  = r, 

constabit  P  certo  continere  v  eiusmodi    partes,    quales  radius  r  inimero 
,((  continet,  sed    numero  ?'  +  !  non  continere.  Ex.  gr.  pro  diametro  i  fit 


panter 


3.  iS>/>3,  '4. 
3,  I5>x>3,  14; 


adeoque  P  constat  pro  diametro  i,  usque  ad  secundam  notain  decima- 
lem  inclusive  rite  prodiisse.  Valor  verus  ipsius  /-*  pro  diametro  i  dici- 
tur  n. 

Computatum  est  /c  in  prope  300  notis  deciraalibus,  ita  ut  ubique 
abrumpatur,  n  parte  ad  la;vam  raaior  est,  sed  minor  fit,  si  nota  ultima 
ad  dextram  uno  augeatur. 

Si  quis  igitur  talem  ipsius  u  valorem  se  reperisse  iactaverit,  qui  in 
fractionem  decimalem  conversus  in  aliqua  a  dictis  nota  aberrat,  oleum 
operamque  perdidit.  Si  aream  proposuerit,  ea  per  -^  nempe  dimidium 
radium  divisa  dabit  factorem  alterum  cum  fractione  dicta  decimali  con- 
ferendum. 

Ope  fractionum  continuarum  fractionibus  'dppioximantibus  valor  ipsius 

n  alternatim  maior  minorquc  terminis  rainimis  exprimitur  :  talis  expressio 

est  -s- 1  quam  Archimedes  reperit  a  bexagono  incipiendo,  duplicandoque 

laterum  nuraerura  usque  96;    estque  -^^  >  71  quidem,    sed    ad    vulgarem 

praxim  sufficit. 

3_  .22     333_    355  ... 
1      7      106     113 

sunt  hte  approximantes,  quarum  prima  ■<  77,  secunda  >  ^r,  tertia  <:  /r, 
quarta  >  n  £3",  ultima  tamen  tam  exacta  est,  ut  in  asquatoris  peripheria 
quoque  parum  aberret. 
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§.    12. 

Paucis  exceptis,  qui  desperatam  hanc  caussam  aggredi  ausi  sunt, 
nec  id  quod  quasrerent,  satis  intellexerunt ;  multique  similes  his  miran- 
tur  mathematicos  rem  tam  absurdam  desiderare,  nempe  circulum  quadra- 
tum ;  aut  per  polygona  circulum  consequi  velle,  cum  nulla  pars  peri- 
pheriae  sit  recta.  Natura  curvse  plane  in  eo  consistit,  ut  nulla  pars  eius 
recta  sit,  plura  spatia  curvilinea  tamen  exacte  quadrata  sunt ;  nec  quid- 
quam  ahud  in  problemate  quadrationis  circuli  quseritur,  nisi  construc- 
tione  geometrica  sensu  stricto  (saltem  sensu  lato)  exhibendum  punctum 
illud,  in  quo  P  (pag.  105}  terminari  (Tom.  I.  pag.  20)  tanquam  limes 
ipsius  /  debet ;  atque  punctum  istud,  uti  inde  et  circulo  cuivis  quadratum 
asqualitate  saltem  interminata  sequale,  (pagg.  105,  109)  certo  datur:  nemo 
vero  adhucdum  demonstravit  huius  impossihihtatem  possibihtatemve ;  uti 
diametrum  cum  peripheria  esse  commensurabilem  incommensurabilemve, 
aut  circulum  ulh  quadrato  esse  ^qualitate  terminata  asqualem.  QutCvis 
interim  expressio  terminorum  nuraero  finito,  quo  simphcior,  eo  magis 
laudanda  erit.  Series  ahseque  expressiones  infinitas  dato  quovis  propius 
euntes  permidtse  sunt  (uti  Tom.  I.  pag.  442). 

§.13. 

Si  unius    circuli    sit    diameter  =1    alteriusque    diameter  =  2r,    atque 

construatur  ex.  gr.  hexagonum  in  utroque,  semperque  simul  duphcentur 

laterum  numeri  in  utroque  :  erunt  manifesto  semper  triangula  per  rectas 

e  centris  ad    laterum    extremitates    ductas    generata,    in    utroque    simiha, 

atque  polygonum  circulo  diametri  i   inscriptum,  erit  ad  polygonum    cir- 

culo    diametri    2r    inscriptum,    uti   radius    ad    radium.    Hinc  etiam  limes 

polygoni  prioris  ad    limitem    posterioris  ita  erit,  uti    ^-  :  r     seu     1  :  2r, 

Quum  igitur  pro  diametro   i   sit  peripheria  n,  erit   pro    diamelro  2r  pe- 

ripheria  ^m.  Eritque  area 

r 
—  2riL-  ---  —  r^ji ; 
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unde  iteruin  ex  area  a  reperitur  radius ;   nerape  si  n—r^n,  est  r— |/-— ■ 
Si  vero  peripheria    P  data    sit,  reperietnr  ex  P=.2rn  radius  r  —   


§.  14. 

Annulus  A  quoque  i.Fig.  120.)  hinc  facile  prodit  e  maioris  circuli 
radio  R  et  ininoris  radio  r;  nempe 

A  =  R^n  —  r^u  —  {R^—  r=)  n. 

Ita  sector  prodit  pro  arcu  fi  in  circulo  radii  r  ;  nempe  sectoris  area 
erit  ad  totius  circuH  aream,  uti  arcus  ad  peripheriam,  seu  /^  ad  2r.-T. 
Data  chorda  radioque  etiam  segmentum  innotescit,  si  sectoris  area  nota 
fuerit,  subtracto  triangulo  a  chorda  et  duobus  radiis  facto,  e  sectore ; 
nimirum  area  trianguli  e  tribus  lateribus  prodit  (pag-   103'. 

11. 

Transmutatio  figurarum  quoad  areas  ;  et  hinc  rediictio  eariim  ad 
formam  rectae  (Tom.  I,  pag.  27). 


(Fig.  121.).  Si  a  .A  =  b .  B,  et  angulus  aA  —  angulo  bB:  tum  paral- 
lelogrammum  ex  a  et  A  parallelogrammo  ex  b  et  B  quoad  contentum 
aequalitate  terminata  aequale  est. 

Nam  si  e  fine  IXi  ipsius  B,  (quod  in  parallelogrammi  (BlEfi^f  lateris 
(£C  prolongationem  ponatur),  311311  ^t  —^^  fiat,  3*^  secabit  ipsam 
j^iS,  quia  m^lUf^S;  pariter  ducta  per  D  parallela  ad  €111  secat  ipsam 
3JTi.  Oriuntur  autem  hoc  pacto  triangula  Cfjll  et  321^*^  simiha  propter 
^1)\\B,  ill^llfjC;  itaque  prodit  tale  x,  ut  sit  a  :  x  —  B :  A,  adeoque 
aA=xB ;  atque  hinc  manifesto  x=^b,  quum  per  hypothesim  sit  tz^i^i^^. 

Est  etiam  (53  in  recta  eadem  cum  (S^,  atque  ipsi  2TKE  parallela 
est;  nam  ^^\\m^,  atque  3113  ]1  et  t^(5C 
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Estque  JnCfjK  parallelogrammum  ex  d  et  B  cum  angulo  bB^z^ 
uti  (StE^E^  ex  fl  et  ^  cum  angulo  aA—z.  Htec  duo  parallelograraina 
autem  aequalitate  terminata  esse  sequalia  patet :  si  ad  latera  posterioris 
ipsi  A  jequalia  transferatur  5,  donec  fieri  potest,  et  ad  latera  prioris 
ipsi  B  aequalia  transferatur  a,  donec  fieri  potest ;  nam  parallelogramma 
orta  sunt  asqualia,  uti  i~i,  ita  si  plura  quotquot  essent :  porro  l\k=i\k\ 
^\  a  va  B  exacte  certo  numero  adesset,  patet  tum  /7  non  remanerCj 
neque  a  adesse,  et  A  etiara  certo  numero  continere  b,  quia  a:B—b:A, 
atque  tum  pro  k  quoque  parallelogrammum  reliquis  asquale  adesset.  At 
si  adsint  a  et  /?,  tunc  si  in  latere  ipsi  B  opposito  inferiore,  ex  ultimo  a 
deraatur  /9,  et  sit  ab  extremitate  eius  parallela  ad  A ;  erit  lisec  —  «,  et 
tertium  latus  =y ;  ita  si  ex  ultimo  b  in  €^  dematur  a,  et  fiat  ab  extre- 
mitate  eius  parallela  ad  B;  erit  li^ec  =fi,  et  triangula  «/?/ omnia  erunt 
^qualia,  per  unum  latus  in  quibusvis  duobus  eequale,  et  angulos  per 
latera  parallela  tequales. 

Hinc  etiam  quinquelaterura  jJxaab  —  alteri  j-^saab  ;  nam  latera  et 
anguli  ordine  quo  semet  excipiunt  sunt  aequalia ;  nam  ^  remanet  utrinque 
e  diagonalibus  Eequaiibus  subtracto  y ;  patet  etiam  ex  a-h/?  demto  ji 
remanere  a,  uti  ex  b-^a  demto  a  remanere  b.  Itaque  parallelograin- 
mum  Aa  =^  parallelogrammo  Bb  sequalitate  terminata  est. 


Hinc  patet,  quod  cum  cuique  paralielogrammo  detur  aliud  Eequale 
angulo  z  gaudens,  nempe  inter  parallelas  easdem  rectis  ad  angulum  z 
ductis  ab  extremitatibus  baseos  parallelis :  dari  hoc  modo  cuivis  paral- 
lelograramo  aliud  ad  datum  latus  et  angulum  ^quale ;  ita  cuivis  tri- 
angulo,  quiahoc  paralielogrammoaltitudinis  Kqualis  baseos  dimidi£e  =^  est. 

Ita  etiam  plura  quotvis  parallelogramma  summari  possunt,  omnia  ad 
angulum  z  et  latus  datum  reducendo ;  adeo  ut,  quum  z  etiam  rectus 
esse  possit,  quasvis  area,  quae  ad  summam  triangulorum  reduci  potest, 
in  rectangulum  eiusdem  altitudinis  summari,  adeoque  ad  formam  rectae 
reduci  queat,  (Tom.  I.  pag.  27). 
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Si  in  prEecedentibus  aA  =  B^,  (uti  pag.  75),  prodit  b  —  B\  atque  qua- 
dratum  ipsi  h  superstructum  rectangulo  ex  a  et  .^  aeqiialitate  terminata 
=^  erit. 

Hinc  si  (Fig.  122.)  a^  fi  catiieti  fuerint,  et  deraissa  e  vertice  anguli 
recti  ad  hypotenusam  /  perpendicuJari,  quadratum  hypotenusffi  in 
rectangula  p  et  q  dividatur  :  erit  (pag.  75)  a^^ay,  et  ff-  —  by.  Conse- 
quenter  e  quadrato  ipsius  a  exstrui  modo  in  §.  i  relato  poterit  rectan- 
gulum  /,  uti  rectangulum  q  e  quadrato  /?;  adeoque  quadratum  hypo- 
tenusae  exstruetur  e  quadratis  cathetorum. 

Unde  duo  quadrata  in  unum  commuiari  possunt,  si  priorum  latera 
ad  angulum  rectum  iungantur,  et  ducatur  hypotenusa :  huius  quadratum 
enim  summa  priorum  erit.  Pari  modo  tertium  quadratum,  et  tum  quar- 
tum  et  ita  porro  in  unum  mutantur. 

5. 4. 

Si  vero  figuras  cuiusdam  area  a  in  iiguram  certje  speciei  per  x  de- 
terminatam  mutanda  sit,  sitque  haec  =/{x),  tum  x  ex  a=/{x)  eruitur. 
Ex.  gr.  si /'(:v)  circulum,  cuius  radius  x  est,  denotet :  erit 

/[x)  —  x^7i~a, 
et  hinc 

Ita  si  /{x)  hexagonum  circulo  radii  x  inscriptum  denotet :  erit  area 
eius  perimetro  per  perpendicularis  y  e  centro  ad  latus  missae  dimidium 
multiplicatEe  Eequalis,  adeoqiie 


nam  latus  hexagoni  aequatur  radio,  et 


,  =  j/..-i,.=|/- 


,  =  l/..—^,.  =  l/-^  «.  =  -;-,/ 3. 
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Unde  areani  dictam  hexagoni,  pro  radio  ;i:,  ipsi  a  asqualem  ponendo, 
prodit  X. 

Ita  si  f{x)  aiinulum  circa  circulum  radii  r  per  circulum  radii  x 
factum  denotet,  erit 

f{x)  =  [x'^  —  r^)  -ji  =  a; 
unde 


E  quibus  ad  alia  applicatio  patet. 


III. 

Comparatio  figurariim  similium  quoad  areas. 


Si  in  duobus  triangiilis  latera  «,  b  et  latera  A,  B  angulos  aequa- 
les  intercipiant,  uti  (Fig.   123.') 

I\ab  =  l\AB--^v, 

area  trianguli  abc  est  ad  aream  trianguli  ABC  uii  ab  ad  AB. 

Nam    sint    pro    basibus    b    tt   B   altitudines  p  et  P]    erunt  triangula 
apq  et  APQ  similia,  itaque  pro  a  =  np  erit  A  —  nP.  Est  autem 


atque 

-^  :    ^^-^-  =  npb  :  nPB  =  ab  :  AB. 

2  2-' 

Idem  de  parallelogrammis  patet,  quum  quaevls  parallelogramma  uno 
angulo  tequali  gaudentia  eiusmodi  triangulorum  dupla  sint. 


Sunt  porro  areae  triangulorum  similium  cbh  et   CBH  (Fig.  124.), 
uti  quadrata  linearum  homologarum. 
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Sint  enim  latera  quxvis  homologa  b  &t  B  pro  basibus  accepta,  sint- 
que  altitudines  a  f^t  A  :  erunt  propter  angulos  v  et  R  triangula  cqa  et 
CQA  similia  ;  itaque  si  per  hypothesim  sit 


B: 

h=C:c     et     B  = 

--nb, 

adeoque 

C=  nc ; 

erit  etiam 

A  =  na, 

propter 

C:c=A:a. 

Est  vero 

area 

triangiili 

cbh 

et  area  trianguli    CBH 
Consequenter 


^  h^- :  n^b' =  h-' :  B\ 


%■  3. 


Hinc  etiam  quarumvis  figurarum  rectilinearum  similium  areae 
sunt  in  ratione  duplicata  linearum  homologarum. 

Nam  sit  unius  figur^  latus  quodvis  ad  latus  illi  ex  altera  figura  ho- 
mologum,  uti  i  ad  w :  erit  area  trianguH  cuiusvis  ad  homologum,  uti 
I  ad  «^,  adeoque  et  summa  triangulorum  figurie  prioris  ad  summam 
triangulorum  figur^  alterius  ita  erit,  uti  i  ad  h^,  areaque  ad  aream  uti 
a^  ad  A^,  si  a  latus  prioris,  et  latus  posterioris  ipsi  a  homologum 
A^na  sit. 


Unde    etiam    patet    areas    circttlorum    esse    uti    quadrata    diame- 
irurum. 

Nam  si  diameter  unius  sit  d,  alterius  Z>,  inscriptis  polygonis  utrique 
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totidem  laterum,  erit  area  polygoni  prioris  ad  aream  posterioris,  (quum 
manifesto  sint  polygona  per  triangula  e  centro  propter  angulos  sequales 
similial,  uti  radiorum  quadrata,  nempe  uti  —  ad  -■  -  ,  seu  uti  ti^^  ad  D^. 
Erit  vero  ratio  eadem  semper,  etsi  numerus  laterum  siraul  dupHcetur  in 
infinitum,  quo  pacto  id,  quod  in  uno  alterove  supererit,  --— .o,  Dicatur 
area  polygoni  prioris  /,  et  posterioris  P,  area  circuli  prioris  autem  sit  c, 
posterioris  sit    C,  sitque  c=p-\-i,}  et    C  —  P-\-K)  erit 

p:P^ir:D\ 
adeoque  et 

p-¥M   _    d^ 
"P-^l^  2?^' 

quia  w-^o,  et  X^—.Q  (Tom.  I.  pag.  89).* 

Idem  ad  alias  figuras  quoque  extendi  potest. 


Hinc  si  \Fig.  125.!  lateribus  tj,  />,  c  trianguli  rectanguii  figuree  similes 
A,  B,  C  superstruantur  :  erit  C,  hypotenusae  c  superstructa,  siimmae 
cathetis  superstructarum  aequalis  \  nempe 

C=A-^B; 

posito  a,  b,  c  latera  figurarum  -4,  B,  C  homologa  esse. 
Namque  tum 

A:  B  =  a^  \h-,     atque  hinc      A:a'^—  B  :  <'/; 

A  —  na-, 


itaque  si 
erit 
Porro 
adeoque 


B  =  nb\ 

A  :  C=  a' :  c',     et  hinc     A  :  a-—  C :  c', 

C^nc'-. 


*  §,  4.  bcevius    sequitur   ex    pag.  107  §.  13.   Erit  eiiira  pro  dia 
posteriorisque  erit  rf^i:;^.  (Errata  Ed.  I,  Tom.  11.  pag.  386). 


vGoosle 


114 

ELEMENTA    GEOMRTRIj 

Sed 

Consequenter 

nc- ~  na'' -{- nh\ 

seu 

C^A^B. 

i  6. 

Hinc  (Fig.  126,1  lunula  Hippocratis  aequatur  triangulo  rectilineo;  uerape 
a'=^i,  si  a=-b;   atque  d -\- j-i' =  t -V~  t' . 
Nam 

(/  +  ;■+  t'-\-  lj=a-h  u-V-  (i  -+-  /?', 

nempe  summa  dimidiorum  circulorum  super  cathetis  a^  b  tanquaui  dia- 
metris  constructorura  est  semicirculo  diametri  c  Eequalis,  Subducto  igi- 
tur  utrinque  «H-/?,  manet 

d^^^t^t'; 

si  vero  a  =  b,  est  a'=jJ  et  t  =  t'. 

Quomodo  Hippocrates  ope  suec  iunulai  quadraturam  circuli  tentaverit, 
referre  haud  operte  pretium  est. 


:Fig.  127.^  Superius  (pag.  93)  mentio  facta  erat  quantitatis  anguli  arcuum 
circularium  per  areas  expriraendee  :  si  circuli  ^  et  ^  se  invicera  extus 
aut  intus  eontingant,  et  B<iA,  saltem  non  ^A  fuerit,  atque  B  cum 
tangente  angulum  m,  A  vero  angulum  v  faciat ;  quantitas  anguli  circuli 
A  cum  B  exprimi  per  U-V-  V  potest.  si  U  aream  denotet,  quse  est 
inter  dimidiam  peripheriara  ipsius  B  et  quadrantem  peripherise  centro  c 
diametro  ipsius  B  tanquam  radio  descriptEe ;  atque  ita  V  aream  inter 
dimidiam  peripheriam  ipsius  A  et  quadrantera  peripherias  centro  c  dia- 
metro  ipsius  A  tanquam  radio  descriptse  denotet ;  atque  si  U  et  V  in 
diversas  respectu  tangentis  piagas  cadant,  U  positive,  si  vero  in  eandem 
plagam  cadant,  negative  addatur  positivo  V.  Quoad  congruentiam  tamen 
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geometricam,  et  seorsim  angulorum  ^qualitas  requiritur :  idem  etiam,  si 
operse  pretium  esset,  ad  angulos  (pag.  93)  circulares  alios  quoque  appli- 
cari  posset,  qui  ex  angulo  tangentium,  et  angulis  arcuum  cum  suis  tan- 
gentibus  componuntur. 

Pauca  adhuc  notasse  sufficiat. 

i.Si(Fig.  127.)  circuli -<4  diaraeter  —  i  sit :  erit  area  eius  — ■  ipag.  107), 
area  circuli  vero,  cuius  radius  est  diametro  ipsius  A  tequalis,  est  =  u ; 
area  igitur  quadrantis  circuli  posterioris    est    =       ,    et    area    dimidii    A 

est  —  o-,    quod   si  ex    -  -  subtrahatur,  manet 

»  4 

Est  itaque  V=  dimidio  A,  atque  qnadrantem  cpqb  dimidia  peripheria 
C\\\  ut  diagonalis  bifariam  dividit. 

2,  Si  vero  diameter  ipsius  B  sit  d :  erit 


adeoque 

B  =  -"'., 
4 

I     „       d', 

et  quadrantis 

radio 

CIC 

descriptl  area 

_  d'n 

adeoque 

4    ' 

Unde 

rj-\^V^--'-:d'-i-i), 


atque  si  A  —  B,  area  trianguli  w=  '    =^A. 

Plura  huius  generis  Tyrones  ipsi  reperire  possuiit. 
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IV. 

Additio.  subtractio,  divisioque  figurarum  suh  certis  conditionibus. 

%.   I. 
Si  iFig.   \2%)  fiat  (pag.  71) 

ff  :/?—«:  m, 

atque  e  vertice  trianguli  AB  ducatur  recta  ad  fiiieni-  ipsius  a,  tri- 
angulum  in  ratione  eadem  divisum  erit;  nam  altitudo  utriiisque  est 
eadem,  adeoque  are^  sunt  uti  bases  (pag.  102). 


Quodvis  punctum  ^  m  A  sit,  area  trianguli  ax  est  ad  aream  tri- 
anguli  AB,  uti  a.x  ad  A.B  (pag.  iii)  ;  itaque  area  prior  erit  ad  poste- 
riorem,  uti  w  ad  m,  si  fuerit 

a.x  :  A.  B^  n:m, 
adeoque 

n.A.B 


et    tum    triangulum   AB   per   punctum    datum    p    in    dicta    ratione    divi- 
sum  erit. 

§.  3. 

Area  figurarum    similium    sunt    uti    quadrata    liuearum  homologarum. 
Hinc  (Fig.    129.)  si  b  \\  B,  est 

A':x^=l^AB:  /\xb, 
adeoque  si 

A^  :  x^  —  n  :  m  ; 
erit 

IsAB:  l\.xb~n:m, 

et  per  parallelam  hoc  pacto  triangulum  in  dicta  ratione  dividetur. 


vGoosle 


SECTIO    SECUNDA. 


i4- 

Si  vero  (Fig.  eadem)  fuerit  trapezium  Bb^  e  quo  data  area  ipsi  t 
«qualis  sit  subtrahenda,  per  z^  B  {inferius  aut  superius)  absecta :  con' 
cipiatur  lateribus    trapezii   non    parallelis    productis    expleri    triangulum  ; 

erit 

a-\-x\x=  B  -.b  \ 
adeoque 

ab 

^  —  B^ ' 
et 

.  aB 

A:^a-^x^^^, 

atque  a  nerape  area  trianguli,  quod  supra  />  est,  erit 

—         P^' 
^  2{B  —  b)  ' 
nara 

a  :p  =  x:q, 
et  hinc 

/^  _       pb 
'^  —  "a     ~  B  —  b  ' 
adeoque 


Si  iam  t  sit  subtrahendum,  et  sit 

u -[- 1 :  (X -{- t -\- 1'=  m:n; 
erit 

A" :  ix-^-yi^^^n  ■  m  ; 
adeoque 

mA'  ~  nx"  -h  ny'  -h  2nxy  ; 
et 

mA' 
y^  -\-  2xy  -h  x^—    —  o  ; 

unde  cum  x  iam  cognitum  sit,  prodit  y.    Patet   quoque,  si  iuferius  sit  / 

subtraheiiduiii,    etiam  tum  datum  esse  t,  et  tantum  y  esse    reperiendum. 

Si  trapezium  /'  trapezio  t  addi  debeat,    reperto    x    datum  erit    x-v~y, 
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fietque 

[x-hyf  :  A'- —  c( -\- 1 :  «-H/-4-/'; 

unde  etiam  A  reperietur. 

i  5- 

Hinc  quEevis  fi^ura  rectilinea  per  lineas  parallelas  in  data  ratione 
dividi  poterit.  Nam  si  triangulum  aut  trapezium  nimis  magnum  fuerit, 
potest  ex  eo  trapezium  subtrahi ;  si  nimis  parvnm,  e  sequente  trapezio 
subtrahi  debet,  addique  parti  priori,  quod  ita  ad  finem  usque  continuare 
licet. 

§.  6. 

Possunt  etiam  areiE  per  triangula  addita,  et  ita  posita,  ut  etsi  Hnea; 
dividentes  parallel^  non  smt,  nec  tamen  ab  una  parte  nimis  lata,  ab 
altera  nimis  angusta  portio  sit,  quod  tamen  magis  praxim  spectat,  in 
ratione  data  dividi :  nempe  portio  exhibenda  in  duas  partes  a  et  u 
(Fig.  130.)  dividi  potest ;  eritque 

u      X  ^-      t       X      -  ^    , 

itaque  e  fine  perpendicularis  x  ducta  ad  b  parallela,  triangulum  «'  eifi- 
ciet  cum  «  formam  qusesitam  ;  quod  item  continuare  licet,  ut  prodeat 
portio  altera  /:?-+- /9'  &. 

Scholion  :  Omnia  hsec  vero  etiam  geometrice  perfici  possunt,  cum 
nomiisi  additionem  linearum,  subtractionem,  multipUcationem,  divisio- 
nemve  earundem,  ad  summum  extractionem  radicis  quadratse  requirant. 
In  praxi  tamen,  ne  error  multipHcibus  constructionibus  multipHcetur, 
satius  est  calculo  repertas  Hneas  ope  scalte  accipere :  quamvis  omnia 
geometrice  possint  in  rectangulum  summari,  et  hoc  in  data  ratione  dividi, 
atque  portioni  cuivis  e  iigura  data  -tequalis  exhiberi.  Ex.  gr.  sit  rectan- 
guK  ilHus  altitudo  a,  potest  a  in  rectangulum  altitudinis  a  transmutari, 
et  si  e  portione  exhibenda  remaneat  rectangulum  «',  hoc  potest  in  tri- 
angulura  baseos  b  transmutari  y ;  quibus  amplius  inhterere  superva- 
cuum  est. 
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Exempla  quaedam  ad  certarum  Jigurarum,  cuipiam  figurae   siih 
certa  conditione  impositarum,  summam,  huiusque  limitem. 


Sit  triangulum  Eequilaterum  (Fig.  131.)  circulo  radii  r  inscriptum,  sitque 
e  lateris  qS>  meditullium;  est  tum  Ci^  —  iXC  —  r  latus  hexagoni ;  et  ce  est 
perpendicularis  ad  oh,  ac  triangula  ac^  at  aeb  sunt  Eeqiialia,  quia  ac=att, 
et  ac  —  ae ;  hinc 


estque  radius  circuU  inscripti ;  nam  si  \\  sit  alterius  lateris  medituiUum, 
triangula  calj  et  cae  sunt  sequaUa,  quia  ali  ~  Cte,  et  ca  — Ca,  angulus  ad 
Ij  medituUium  chord^  vero  est  rectus.  Hinc  cf  etiam 


=  f9. 


=/-^  =  -^/3; 


4 
et 

ah  =  r  \'  z- 

Area  A  trianguU  agb  est  latus  trianguU  multipUcatum  per   dimidiam 
altitudinem ;  itaque  est 

^r 
—  -^-■r\%\ 
4 

area  A'  circuli  inscripti  autem  est 


et  si  trianguU  tequilateri   latus    sit    «-ies    minus,    est    area  a  circuU  huic 
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triangiilo  inscripti 

quia  radius  quoque  per  similitudinem  est    «-ies    minor,    nempe   -  -  ■ 

i    2. 

Si  vero  (Fig.  132.)  trianguli  sequilateri  latera  omnia  per  n  dividantur 
et  agantur  e  quovis  divisionis  puncto  lateris  cuiusvis  ad  duo  reliqua 
latera  parallel^,  atque  inscribatur  cuivis  minorum  triangulorum  sequila- 
terorum  hoc  pacto  ortorum  circulus,  imo  etiam  ponatur  eiusmodi  cir- 
culus  quocunque,  ubi  is  in  triangulo  ffiquilatero  iuxta  Figuram  eandem 
locum  habere  potest ;  dicatur  summa  arearum  omnium  horum  circu- 
lorum  A". 

Patet  iieic  triangula  ^quilatera  oriri  in  strato  inferiore  numero 
n-{-n  —  i—2n — i,  qui  est  numerus  ?z-tus  impar ;  ita  in  strato  sequente 
est  triangulorura  numerus  [n  —  i)-tus  irapar,  et  ita  porro ;  ut  summa 
omnium  sit  n^.  Itaque  etiam  numerus  circulorum  inscriptorum  est  «'.  Sed 
si  per  vertices  horum  triangulorum  ducantur  rectse,  nempe  quorum  ba- 
ses  aut  coincidunt,  aut  sunt  parallelas  :  erunt  hee  ad  bases  perpendicu- 
lares,  et  centrum  circuli  inscripti  est  in  intersectione  talium  perpendi- 
cularium ;  remanet  vero  ultra  peripheriam  circuli  inscripti,  usque  ad  ver- 
ticem  recta  EequaHs  radio  inscripti ;  itaque  eodem  radio  potest  circulus 
centro  in  vertice  sex  triangulorum  communi  surato  describi,  sex  circulos 
triangulis  inscriptos  tangens ;  inscriptus  circulus  vero  ad  summum  a 
tribus  inscriptis,  sed  potest  ab  uno  quoque  aut  duobus  tangi ;  tangere  se 
hos  circulos  patet,  quum  centra  cum  puncto  communi  in  rectam  cadant, 

Hinc  novorum  circulorum  centris  stellulatis  gaudentium  a  sex  cir- 
culis  tactorum  numerus  inter  duo  strata  inferiora  est  k  —  2;  tura  h  —  3, 
dein  n  —  4  .  .  .  usque  ad   i. 

Itaque,  ut  A"  prodeat,  circulis  prioribus,  qui  numero  n''  erant,  additis 
novis,  fiet 
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A"= 

4«'                                  ^ 

= 

^'^  {  ,^  ,    {n  —  l\{n  —  2]\ 
4«^  r                    2              ' 

= 

r^Ti        r^n        r^n        2r'n 
^^       2.4       '^ie       2.1« 

= 

3r'ii         ?-it          yn 
2.4         4»"         2,4» 

Qujeratiir  valor  siiinmEe  dnorum  posterioriim,  fcum    termiims   primiis 
sit  pro  quovis  n  idem),  num  crescat  crescente  n,  aut  decrescat.  Est 


r-n 

^r'n          ir^ii  —  3r'7i? 

i         r^n 

f2- 

-3»! 

4«' 

2.411               2. 4«= 

2.4 

r. 

e  quo,  si  n~k-l   substituatur  ipsi  «,  fiet 

fn     [2  — 31H-4-1)]  _ 

2.4"    {«-Hir  "  ' 

et  tantum 

A_t:_3  _«      g^     A  -^3  (^J )_ 

tt'  i>  + 1)^ 

consideranda  veniunt ;  reducta  ad  denoniinationem  eandem,  erunt 

2-4-K  — 4«^— 3«^        ^j       —  H—  3»^ 
«'(«-t-  l)'  «'(«-!-  ij'    ' 

ubi  in  priore  pliis  negativi  est ;  nam  2  +  w  —  3«''  nonnisi  pro  /z  —  i  est 
—  o,  pro  maiore  n  vero  fit  negativum  ;  — n^  —  3«'  autem  quod  manet, 
est  idem  negativum  quam  — H'  —  ^nK  Crescente  igitur  «  in  infinitum, 
decrescit  quidem  A  —  A",  nempe  summa  vacuitatum  a  circulis  in  tri- 
angulo  relictarum  :  at  datur  limes  ad  quem  tendit  ista  differentia,  ita  ut 
aliquanta  pars  trianguli  hoc  modo  expleri  haud  unquam  queat. 
Est  nempe 

A - A'=  -^'"- .yi^ii^  +  riL-  irUL] , 

4       '  -^       \  2.4  4«^        2 .4«/' 

quod  -^ (2  Y 2)  —  iii ;    quia   summa   posteriorum    fit    crescente    n   in 

2.4 
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infinitum  omni  dabili  minor ;    adeoqiie    si   summa  vacuitatum  dicatur  v\ 
et  Umes  huius  sit    v;    decrescet  v'  infra    -^-,    sed    non    decrescet   usque 


nam    ^-  est 

2.3>-|/3 

.  3r 

«12  (/'3- 

2.4 

2.4 

^       2]/ 3        . 

est  autem  V^3=  1,732  .  .  .;  adeoqiie  21/3  —  3,46  .  .  .  ;  77  vero  pro  dia- 
metro  i  est  =3,141  .  .  .;  itaque  2  (/3  —  71  est  0,32  .  .  .  quod  per  11 
multiplicatum  est  3,52  .  .  .,  adeoque  excedit  3,46  .  .  .,  sed  decies  ac- 
ceptum  infra  lioc  manet. 


Si  pro  n,  m  integris  rectanguli  basis  sit  =mu,  altitudo  ^nu;  atque 

ducantur  e  fine  cuiusvis  u  in  basi  ad  altitudinem,  in  altitudine  ad  basim 

parallelEe:  oriuntur  quadrata   lateris    u    numero    nm,    et   totidem    circuli 

radii— ,  si  cuivis  quadrato  circuli  inscribantur ;    eritque    cuiusvis  circuli 

area  = ,  adeoque  summa  erit  omnium  =nM~—- 

4  4 

Dividatur  quodvis  u  in  partes  numero  f.t ;   ductis  ut  prius   parallelis, 

orientur  quadrata  lateris  —  numeroKw//',  et  totidera  circuli  bis  inscripti, 

T  ^^     u  ,  U^Tl 

quorum  cumsvis  radms    — ,  adeoque  =  -    ^,  eritque  summa  omnium 

j     «^TT  nmu^Ti 

ut  prius.  Manet  igitur  summa  vacuitatum  semper  eadem,  nempe 

nmu^Ti         nmW^  (4  —  tt) 

nmu^ = 

4  4 

Qu^stionibus  tamen  huius  generis  pluribus  vacare  non  licet. 
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De  quorundam,  quorum  e  priortbtis  possibilitas  innotuit,  construc- 
tione  geometrica. 


Recta  a  extrema  et  media  ratione  secatur,  ut  olim  dicebatur ;  sj 
construatur  triangulum  rectangulum,  cuius  alter  cathetus  est  ^  a  :  erit 
{Fig.  133.}  X  id  quod  quasritur ;  nenipe 

a  :  x^  X  :  a  —  x. 


Nam 

(pag- 

76) 

Hinc 

(i« 

-h 

,)'= 

I 

•--hax-^x^ 

_  I 
~  4 

a'-  - 

-  ax  - 

:^x^  —  a{a- 

—  x) ; 

Hinc  construitur  decagonum  in  circulo  radii  r  :  nempe  si  r  modo 
praecedente  secetur,  erit  x  latus  decagoni  [Fig.  134.). 

Nam  r:x  —  x:r  —  x  ;  itaque  triangula  acb  et  bah  sunt  similia ;  quia 
angulus  u  est  communis,  et  latera  intercipientia  r  et  x,  atque  x  et  r — x 
sunt  proportionaHa  ;  itaque  anguli  lateribus  proportionalibus  oppositi  sunt 
asquales. 

Nempe  lateribus 

/-  =  (k,  x  —  ah,  x^ab,  r  —  x=:bh 
oppoiiuntur 

y  +  ^,      z,        p,  V, 

adeoque 

y-^v—p     et     z  =  v; 

sed  y  -\-  V  =^  n,  quia  r^ac,  adeoque/  — w,  hinc  X'— x,  et  inde  2— j'— z* ; 
adeoque 

y^v  =  2z    et    z-v-y  ~\-v-Y-u  =  yz  =  2R, 
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"    5  lo  ■ 


Patet  e  decagono  pentagonum  quoque  datum  esse. 

Peripheria;  divisio  per  constructionem  geometricam  sensu  stricto  in 
2|  3i  5,  3  ■  5i  atque  2'',  3.2''  et  3.5.2''  pro  /u  iutegro  iam  Euclidis  tem- 
poribus  nota  fuit;  omnesque  Geometr^  tanquam  certum  pronunciaverant 
per  nullum  alium  integrum  id  fieri  posse  :  quid  summus  recentioris  sevi 
Geometra  liac  in  re  quoque  praestiterit,  vide  Tom.  I.  pag.  384;  de  quo 
tamen  amplius  dicere  locus  heic  non  est ;  et  pluribus  aliis  quoque  bre- 
vitas  necessaria  supersedere  iubet. 


Supphmentum  numert  '211 121 1222; 
in  quo 

Origo  tdeaque   Trigonometriae 

exponitur  :  in  triangulo  angulorum  laterumque  illis  oppositorum  mutuam 
a  se  invicem  dependentiam,  atque  huius  ope  modum  e  datls  ignota 
computandi  quaerere,  ea  quoque  necessitas  impulit,  quod  pro  magnis 
distantiis  qusesita  constructio  exhibere  nequeat. 


Hic  prius  omnino  de  trianguhs  rectilineis  in  plano  agetur ;  de  sphse- 
ricis  suo  loco  dicetur :  nempe  sphaera,  eiusque  (crescente  radio  in  infi- 
nitum)  Hmes  geometricus,  qui  sub  conditione  pag.  55  exposita  planum 
est,  certo  sensu  infinite  difFerentia,  alio  conveniunt,  et  in  utroque  e  quo- 
vis  puncto  quaquaversum  omnia  iequaliter  deterrainantur ;  atque  in 
utroque  lincEe  figurajque  considerandEe  sunt,  imo  veritates  unius  plures 
certa  mutatione  et  alteri  conveniunt.  Ex.  gr.  fundamentale  utriusque 
Trigonometriae  tam  planae  quam  sphaericae   est,    dependentia  angu- 
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lorum  laterumque  oppositorum  mutua :  in  plana  sunt  sinus  anguio- 
rum,  uti  latera  opposita,  in  sphaerica  uti  sinus  laterum  oppositorum, 
nempe  ibi  et  latera  trianguli  sunt  arcus  sinu  gaudentes.  Quid  sinus, 
cosinusque,  et  ali£e  lineae  auxiliares,  nempe  sinus  versus,  tangens,  secans, 
cosinus  versus,  cotangens,  cosecans,  signilicent,  dictum  (pag.  141  est ; 
quorum  tamen  proprie  omnia  reliqua  e  sinu  promanare  e  loco  citato 
liquet,quuni  cosinus  e  sinu  prodeat  per  theorema  Pythagoricum  (Fig.  135.) 
e  triangulo  rectangulo,  cuius  hypotenusa  radius  et  unus  cathetus  sinus 
anguli  u,  alter  vero  cosinus  est ;  nempe 


unde 

cos.'/;  =  r-  — sin!w, 

quod  pro  radio   : 

1    fit 

cos.  u  —  \'r-  —  sin!  u  ; 
—  /i  —  sin!  u. 

Atque  hinc  omnes  reljquas  functiones  trigonoraetricas,  loco  citato  no- 
minatas,  per  sinum  solum  exprimi  pro  radio  i  posse  manifestum  est ; 
at  sEepius  expressio  brevior  clariorque  et  concinnior  per  nomina  func- 
tionura  trigonometricarum  reliqua  fit. 

§.   2. 

Sed  priusquam  dependentite  angulorum  et  laterum  mutua  deraonstra- 
retur,  quod  nempe  sinus  sint  uti  latera  opposita,  atque  inde  onmes  tri- 
anguli  rectilinei  resolutiones  deducerentur :  dependentia  sinus  ipsius 
cosinusque  et  reliquarum  functionum  trigonometricarum  ab  angulo  seu 
arcu  anguli  quantitatcm  exprimentis  consideratur ;  sinus  nempe  uti 
reliquse  functiones  trigonometrica;  tam  angnlo  quam  arcui  illius  quanti- 
tatem  exprimenti  asqne  tribiumtur. 

I.  Pro  integro  m  positivo,  et  q  quadrantem  positivum  denotante, 
quantusvis  sit  arcus  a,  sive  y^  sive  ■■ — < ;  +  vel  +  ^mq  ± a  et  -^^a  sinu 
eodem  gaudent ;  id  est  si  arcus  ±  «  ita  mutetur,  ut  ei  addatur  sive  i,mq 
sive  — ^niq,  nec  sinus  nec  cosinus  mutatur:    nempe    quotiescunque  de- 
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curratur  peripheria  sive  positive  sive  negative  arcus  ±f^  ibi  terminatiir, 
iibi  ±:  vel  +4»;^±«.  Ita  si  a~\-y=zh4f^i9  fuerit,  a  et  — ;•  sinu  cosi- 
nuque  iisdem  gaudent :  nam  — 7  =  H^4?«^-H«. 

II.  Si  a  mutetur  in  —  a,  sin,  «  et  sln.  (—  a)  sunt  oppositi,  alioquin 
aequales ;  cos.  a  et  cos.  ( —  u)  autem  est  idera.  Nam  aliquod  ipsorum  a 
et  —  a  terminabitur  supra  diametrum  primarlam,  nlsi  plane  in  ipsa  ter- 
minetur,  et  tum  alterum  infra  terminabitur  ;  atque  tum  manifesto  extre- 
mitates  arcuum  ct  et  — a  a  principio  *,  Eequalibus  arcubus  distabunt, 
chordaque  extremltates  has  connectens  per  diametrum  primariam  per- 
pendlculariter  bisecabitur:  unde  reliqua  patent ;  quum  distantia  extremi- 
tatis  unius  sit  positiva,  altera  negativa,  alioquin  asquales ;  distantia  centri 
vero  sit  eadem.  Si  vero  in  diametro  terminetur,  iiet  id  aut  In  principio 
aut  in  fine  :  si  prius,  lum  sinus  est  o  — ±o,  cosinus  vero  =  i,  pro 
radio  i;  si  posterius,  sinus  Item  =o=h^o;  cosinus  autem  —  —  i,  nempe 
distantia  centri  est  —  l  (pag.   14). 

III.  SI  a  mutetur  in  tale  7,  ut  sit 

adeoque  y  complementum  ad  (j  ipsius  a  sit,  tura 

sin.  y  —  cos.  a     et     sin.  «  =  cos.  /. 

sln,  a  —  sin.  /i/,      et     cos.  a  =  —  cos.  (i. 

Nempe  si  tabula  sequens,  valores  Ipsius  a,  complementaque  ipsius 
ad  q,  tnm  complementa  ipsius  a  ad  2g,  et  demum  complementorum 
istorura  ad  2q  complementa  ad  g  exhibens,  percurratur,  facile  patet : 
sit  k  arcus  positivus  -^.^,  aut  sit  o. 


Si  vero 
tunc 
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res  ip.im  . 

Compl.  3d  ij 

Compl.  ad  7q 

uompl.  comple 
mentorum  ad  : 

k 

q^k 

n-k 

—    q  +  k 

g  +  k 

-k 

q-k 

+  k 

2q-\-k 

-q-k 

^k 

q-^k 

iq  +  i 

-2q-i 

-q-k 

2q-\-k 

—  k 

q-^k 

2q  -^k 

-    q-k 

-q-k 

2q+k 

3q  +  k 

-2q-k 

■2q  —  k 

y/  +  k 

^q  +  k 

-iq-k 

Zq—k 

Aq  +  k 

5?  +  * 

—  Hq  —  k 

o 

<l 

2? 

—  <1 

E  quo  casibus  singulis  percursis  patet,  quum  in  columna  prima  quo- 
tiesvis  4q  addi  vaJoribus  positivis,  et  quotiesvis  —  ^q  addi  valoribus  ne- 
gativis  possit,  atque  eatenus  reliquEe  colunina;  mutari  salva  re  {per  I) 
possint. 

IV.  Si  «  a  o  crescat  positive  usque  ad  q,  sinus  a  o  crescet  usque 
ad  radium  r,  qui  sinus  iotus  vel  maximus  audit,  quum  nullus  eo  maior 
sit ;  crescente  vero  arcu  porro  ultra  q  decrescit,  usque  o  pro  arcu 
=  2q  ;  crescenteque  porro  arcu  ultra  2q,  crescit  sinus  negative  a  o  infra 
diametrum,  donec  pro  arcu  3^  fiat  — r\  et  ultra  3^  crescentis  arcus 
sinus  decrescit  negative  usquequo  —  o  fiat  pro  arcu  —  4^. 

Costnus  autem  arcus  o  aut  ±\Mq  est  ~r,  nempe  cos.  o  — sin.y; 
quia  q  -\~o=  q,  et  sin.  q  pro  radio  r  est  r;  et  postea  decrescit  usque- 
quo  cos.  q  =  0  fiat,  decrescente  nempe  crescentis  arcus  complemento ; 
at  ultra  q  crescentis  arcus  cosinus,  eousque  ab  r  ad  o  decrescens,  abinde 
negative  crescit,  donec  pro  arcu  2q  fiat  ~  —  r ;  atque  dein  porro  cre- 
scente  arcu  2q,  item  negative  decrescit  cosinus  usquequo  pro  3^  fiat 
—  o,  et  abinde  denuo  crescit  positive  usquequo  pro  4y  iiat  =r. 

Sinus  versus  ipsius  <x  vero,  omnia  hic  pro  radio  r  intelligendo,  ex- 
primi  per  r  —  cos. «  potest :  nam  si  sinus  inter  principium  *  arcus  atque 
centrum  c  cadat,  tum  cos.  «  est  positivus,  et  manifesto  sin.  vers.  a  est 
■=r  —  cos. «  ;  atque  si  sinus  ultra  centrum  cadat,  tum  ut  distantia  principii 
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#  a  sinu  prodeat,    radio    recta   illa,  quse   ultra    centrum  uKque  ad  sinum 

est,    positive    addenda    est ;    quod    per    r  —  cos.  a    exprimitur,   quia  plane 

rectas  illius  addendte  oppositum  est  =  cos.  a.    Patet  vero  sinum  versum 

crescere  a  o  usquequo  pro  arcu  2^  fiat  =  diametro,  et  dein  dccrescere 

donec  pro  4^  fiat  itera  —  o. 

Tangens  ipsius  u  autem  dicitur   '    - —  pro  radio   i,  aut  pro  radio  r 

generaliter    — — '- — ;    crescitque  a  o  positive,    usquequo    pro    q    fiat  co ; 

deinde  decrescit  negative  usque  ad  o  pro  arcu  —2q;    et   tum  item  po- 

sitive  crescit,  donec  pro    3^    fiat    co,    atque    demum    negative    decrescit, 

donec  pro    4^    fiat    =  o.    Nempe    pro    arcu    crescente  a  o  usque  q,  tam 

sinus  quam  cosinus  positivus  est,  crescitque  sinus  a  o  usque  ad  radium, 

cosinus  autem  a  radio  decrescit  usque  o ;  abinde  usque  ad  2q  sinus  ma- 

net   positivus,    sed    divisor    negativus    est,    adeoque    quotus  fit  negativus, 

atque   dividendus  a  radio  usque  ad  o  decrescit,  divisor  autera  a  o  crescit 

negative  usque    ad    radium  ;    postea   vero    usque    ad  3^  tara  sinus  quam 

cosinus    negativus    est,    adeoque    quotus    fit  positivus ;  crescit  vero  sinus 

a  o  usque  ad    radium    positive,    cosinus    autem    item    positive    decrescit 

usque  ad  o;  et  tum  sinus  decrescit  usque  ad  0  positive,    cosinus  autem 

crescit  negative,  usque  ad  radiura ;    postea   vero    sinus    crescit   negative, 

et  cosinus  decrescit  negative ;  atque  demum  usque  ad    ^q    sinus    decre- 

scit  negative    usque    ad    o,  cosinus    autem  positive  crescit  a  o  usque  ad 

radium. 

pro  radio   i,    generaliter    pro    radio   r 

1)  autem ~-  secans  ipshis  a  pro  ra- 

'  COS. «  r  r 

dio  r  dicitur ;  crescitque  crescente  arcu  a  o  usque  ad  q^  positive  a  radio 

in  00,  et  inde  usque  ad  2q  decrescit  ex  00-to  negative,  donec  pro  2q  fiat 

—  radio ;  et  tura    item    crescit    negative,    donec    pro  3^  item  fiat  —  00, 

atque  abinde  decrescit  positive,  donec  pro  ^q  item  fiat  —  radio.  Nempe 

(ut  statim  patebit)  pro  radio  r  cosinus  ipsius  a  fiet  r  cos.  a,  (sin.  «,  cos.  a  & 

semper,  nisi  aliud  monitum  fuerit,  pro  radio  i  intelligendo):  adeoque 

secans  pro  radio  r  fiet — :    fietque    hoc    pacto    secaus  in 

■^  r  cos. «        cos. «  '  ^  ^ 

primo    et    ultirao    quadrante    '-I-'    propter    cosinum   positivum,    et    1 — 1  in 
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secundo  et  tertio,  propter  cosinum  negativum ;  quamvis  tangens  per  sin- 
gulos  quadrantes  signum  rautet,  atque  eadem  linea  secans  geometrice 
statim  exliibenda  fiat  pro  quadrante  ultimo  positiva,  et  negativa  pro 
secundo. 

Cosinus  versns,  cotangens,  cosecans  quomodo  crescente  arcu  a  o 
usque  ad  45»  mutentur,  quum  pari  modo  facile  pateat,  praeterire  licet. 
Sufficiat  lieic  prius  commemorare,  quomodo  e  signo  functionis  trigono- 
metricffi  ad  arcum  eius  concludatur,  tum  tangentem,  secantemque  geo- 
metrice  exhibere. 

Quod  prius  attinet:  manifesto  sinu  positivo  (et  non  o)  nonnisi  arcus 
^mq-\-p,  aut  — ^mq  —  2q — p  respondere,  pro  p  positivo  et  <;2^,  po- 
test ;  ita  sinus  positivus  radio  minor  respondet  tam  angulo  acuto,  quam 
obtuso  eum  ad  duos  rectos  complenti ;  atque  ex  aliis  datis  eruendum 
est,  utrinara  appertineat.  Cosinus  negativus  et  non  —  o  angulo  obtuso 
respondet,  positivus  acuto ;  cosinus  =  o,  uti  sinus  —  radio,  angulum 
rectum  indicat :  arcus  autem  cosinui  negativo  et  non  o,  respondet  quivis 
sub  fornmlam  a^mq  -V- q  -\-p,  aut  — >\mq  —  q-^p-,  pro  /  positivo  et  <2^. 
Reliquis,  quum  pari  modo  e  dictis  facile  pateant,  immorari  superva- 
cuum  est. 

Quoad  alterum  videatur  (Fig.  135.1:  sinus  arcus  a^  est  &i,  et  tangens 
est  ac,  secans  ec,  sinus  versus  ai,  arcus  09  item  arcus  at>fbg  tangens  est 
CiS\,  secans  clj ;  atque  per  similitudinem  triangulorum  &Ct  et  Cca  atque 
gic  et  I?ac  proportiones  sequentes  valent,  si  a  dicatur  arcus  a&  et  r 
radius  <xz ;  nempe 

ic  ;  ib  =  ac  :  ae, 

id  esl  (heic  cosinu,  sinu  et  tangente  pro  radio  praesenti  r  acceptis) 

cos.  a  :  sin.  a  —  r:  tang.  u  ; 
ita 

ic  :  bc  =  ac  :  ec, 
seu 

cos.  a:r~r:  sec.  u, 
adeoque 
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si  cos.a  pro  radio  r  accipiatur.  Pariter  infra  diametruin,    et  de  reliquis, 
iiti  de  functionibus  trigonometricis  complementorum  omnia  facile  patent. 

V.  Si  vero  radius  mutetur,  ex.  gr.  ex  i  in  r,  functiones  trigono- 
metricse  omnes,  quae  pro  radio  i  cuipiam  arcui  competunt,  per  r  mul- 
tiplicari  debent,  ut  eidem  arcui  pro  radio  i  vafeant ;  uti  illie,  qute  pro 
radio  r  valent,  per  r  dividendae  sunt  ut  pro  radio  i  valeant.  Nam  sinus 
arcuum  totidem  graduum,  atque  pariter  etiam  cosinus  ita  sunt,  uti  radii, 
unde  reliqua  ultro  sequuntur  ;  nempe  (Fig.  136.) 

ii:hb  —  SC:  bc, 
quia  21  et  bb  sunt  ad  ac  perpendiculares  ;  ita 

ic  :  &c  — ec  ;  bc  ; 
nempe  sinus  ad  sinum,  et  cosinus  ad  cosinuni,  uti  radius  ad  radium. 

Atque  hinc,  si  ponatur  ec— i  et  hc~r,  sinus  pro  radio  i  per  r 
multiplicari  debet,  ut  sinus  pro  radio  r  prodeat,  et  pariter  cosinus  pro 
radio  i  per  r  multiplicatus  dabit  cosinum  pro  radio  r.  Sinus  versus 
autem  erat  difFerentia  cosinus  a  radio,  adeoque  pro  radio  /-  est  r — rco%.a, 
pro  radio   i   vero  est  i— cos.ot,  adeoque  posterior  per  r  multiplicari  de- 


cos.  a 
est '- — ,  adeoque  posterior  per  r  multiplicatus  producit  priorem.   Se- 

cans  pariter  pro  radio  r  est  — ,    pro    radio    i    autem  est ,   et 

pariter  posterius  per  r  multiplicandum  est,  ut  prius  prodeat.  Unde  etiam 

ad  functiones  complementorum  reiiquas  conclusio  ultro  patet. 


etsi  sin. «,  cos. «  non  pro  radio  i,  ut  dictum    est,    sed   pro  radio  quovis 
r  intelligantur,  semper  tangentem  pro  radio   i  esse. 

VI.  Si  vero  a  in  «ih/^i    adeoque    sin.«    in    sin.  («  +  //),    et   cos.  ct    in 
cos.  (aH^/i)  mutetur,  iiet 
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sin.iCT±/^}  =  sin.  «cos./?rlz  cos.  asin./9, 
et 

cos.  («±/:/i  — cos.«cos./^=Fsin.ttsin./:?; 

quaritumcimque  aTCura,  et  sive  positivum  sive  negativum,  denotent  sive 
u  sive  /?. 

Ad  hoc  perspiciendum  denotent  a  et  b  arcus  quadrante  q  mino- 
res  positivos ;  manifesto  a  pro  n,  m  integris  positivis  poterit  per 
mq-\-a  aut  —mq—a,  ita  (i  per  nq^h  aut  — uq  —  h  exprimi ;  atque 
liinc  orientur  quatuor  combinationes  pro  «H-/:^  et  totidem  pro  a  —  fi, 
nempe  quodvis  posteriorum  duorura  cuivis  duorum  priorum  addi,  aut 
ex  eo  subtrahi  potest. 

Dicatur  A  terminus  in  a,  qui  certo  quadrantum  numero  additur,  et 
dicatur  B  terminus  in  /),  qui  quadrantum  numero  additur ;  atque  omit- 
tatur  tam  ex  a  quam  ex  /9,  et  tam  ex  a-l-/?  quam  ex  a — /f,  quotiesvis 
adfuerit  ±4^,  cum  quoad  sinum  cosinumve  nil  mutet ;  manifesto  «H-/? 
sub  formam  ±  jnq -V- {A -\- B\  et  a  —  ft  sub  formam  ±,a^-H(-4  —  B) 
veniet,  ubi  fi  nonnisi  o  aut  i  vel  2  aut  3  erit.  Ex.  gr.  sit 

a  =  ^Tq—a^~-Tq-^A, 

nempe  tum  est  A  =  —  a,  sitque 

l:i=  —  iOq  —  h—  —  ioq-\-B; 

pro  a  poni  potest  — 3^  +  ^,  et  — 2^ -t-_fi' pro /?,  atque — iq-h{A-v-B) 
pro  a-¥  ii—  —  i']q  —  a  —  b,  et  lq-\-[A—B)  sive  —  I  ^  4- {-«4  —  ^)  pro 
a  —  /9;  nempe  sive  ex  — iq  subtrahatur  — 109',  sive  e  — 35»  subtraha- 
tur  —  iq,  sinu  cosinuque  —  q  et  35»  eodem  gaudent,  quum  propter 
q -\- 2,^  —  ^q  extremitas  arcuum  eadem  sit.  Sit  nirairum  in  a  quadrantum 
numerus  4/»  +/',  et  in  /i  sit  /\k  -h  U,  sive  positivum  sive  negativum  de- 
notet  sive  p  sive  k,  at  p',  k'  ipso  4  minora  sint ;  dabit  ^^p -\- p' -\- ^k -\- }^ 
sinum  cosinumque  eundera,  quem  p'-\-k',  ita  sinum  cosinumque  eundem 
dabit  Ap-^P' — (4^ -I- ^'}  —  4/ —  4^^ -H/' — k',  quam /'— ^'  (per  pag.  125). 
Patet  porro  A -i- B  et  A—B  semper  ipso  2q  minora  esse  ;  nempe 
etsi  A  et  B  aut  A  et  — B  simul  positiva  aut  simul  negativa  sint,  non- 
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nisi  a-^h  vel  —a  —  b  ipro  a-^q  et  h<^q\  prodire  potest,  in  alio  casu 
semper  <;  q  prodit. 

Sit  ipsorum  A,  B,  {A^£"\,  \A—B)  nomen  generale  C,  ita  iit  quod- 
vis  dictorum,  ipsi  C  in  quavis  linea  horizontali  tabell^  sequentis,  ubique 
simul  substituere  liceat :  fiet 


Arcuum 

sinus 

cosinus 

±  1  ?  +  c 

±  cos.  C 

±sin.C 

±2q^C 

—  sin.C 

—  cos.  C 

±3?-!-C 

±cos.C 

±sin.  C 

o^±C 

sin.C 

cos.C 

Percurrendo  casus  singulos,  circulumque  considerando,  veritas  tabellas 
patebit :  qute  pro  quavis  combinalionum  superius  dictarum  sinum  cosi- 
numque  tam  ipsius  a  per  sinum  cosinumve  ipsius  A^  quam  sinum  cosi- 
numve  ipsius  /3  exhibebit  per  sinum  cosinumve  ipsius  B ;  et  pariter 
ipsorum  a-l-fj  et  a  —  /?  sinum  cosinumve  exbibebit,  prioris  per  sinum 
cosinumve  ipsius  A-\-B,  posterioris  per  sinum  cosinumve  ipsius  A — B. 

Quum  vero  statim  deraonstretur  esse 

sin.{^  ±-Sj  —  sin.-t4  cos.B±co%.A  sin.5, 
et  _ 

cos.  {A±B)  =  cos.  A  cos.  B  ±  sin.  A  sin.  B ; 

et  si  omnes  combinationes  superius  dictas  inductione  completa  percen- 
seantur ;  atque  sinu  cosinuque  ipsorum  «,  /i,  i«  +  /?),  [a  —  /3j  e  tabella 
dicta  acceptis,  reperiatur  semper 

sin.  {a±lfj  =  sin,  «cos. /:^±  cos.  asin./?, 
et  _ 

cos. !«  ± /3)  —  cos.  a  cos.  jS ±  sin.  a  sin.  /? : 

patebit  omnino  formulEe  veritas  generaliter.  Possent  quidem  casus  plures 
etiam  colHgi,  ne  singuli  plane  percensendi  sint ;  sed  prolixioris  operEe 
pretium  non  esset. 

Excmpla  ilhistrare  dicta  necesse  est.  Sit 
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-3?- 

—  a 

=  - 

-3?  + 

^, 

~2q- 

~h 

=  - 

-25r  + 

B\ 

-iq^ 

a- 

-b]-- 

=  sin.( 

— : 

■? 

sin.(«  +  /?j  — sin.{ — iq  —  a  —  b)  —  %\n.{  —  iq^\A  +  j9)), 

quod  e  tabelia  est 

—  —  cos.  \A  -^  B)  =  —  cos.  ^  cos.  B  -H  sin.  ^4  sin.  B 

per  formulam  de  ^+^  statim  demonstrandam ;  sed  hoc  est 

—  sin.  a  cos.  /?+  cos. «  sin.  /^ ; 
nam  e  tabella  est 

sin.  a  —  sin.  (—  3^  -1-  .i4)  =  cos.^, 
cos./i—  cos.  ( —  2q  -\-  B)  =  —  cos.  B  ; 
cos.  a=  ■ — sin.  A,     sm.jj—  — -sin.  A' ; 
substituendo  lit 

sin.  a  cos./:?-h  cos.  asin. /?=  —  cos.  ^  cos.  B-{-  sin.  ^4  sin.  B. 

Quum  omnia  reliqua  eodem  modo  prodeant,  nonnisi  de  A  et  B  de- 
monstranda  formula  est;  quod  fit  modo  sequente.  Valores  ipsius  A 
sunt  -\-a  vel  — a,  ita  valores  ipsius  B  sunt  -^b  vel  — b;  adeoque 
quemlibet  valorum  ipsius  A  cum  quovis  valorum  ipsins  B  combinando, 
fient  casus  sequentes :  a-\-b,  a  —  b,  — a-bb,  — a  —  b\  aH-(— 5), 
—  a-\-[ —  b)\  ubi  ut  supra  tam  a  quam  b  positivum  et  <:  y  est.  Consi- 
deretur  prius  sin.fa-l-5),  et  sin.  (a  —  b\  atque  cos.  (a  h- 5)  et  cos.  (a  —  b). 
In  (Fig.  137.)  a-\-b  sive  <^q  sive  —q,  sive  >■  5*  fuerit,  semper  infra  2q 
manet ;  at  vero  erit  a  aut  —6,  aut  <ib,  aut  >b.  Sit  prius  a  non  <!5, 
adeoque  a~b  vel  a>b.  Transferatur  i^  ex  fine  ipsius  a  retrorsum, 
atque  ducta  chorda  a  fine  novi  b  ad  finem  prioris,  ducatur  radius  e 
centro  c  ad  finem  ipsius  a ;  bisecabit  hic  manifesto  chordam  dictam 
perpendicuiariter.  Demittantur  e  finibus  arcuum  a,  a-^b  et  a — b,  (nisi 
a  —  b~o  fuerit),  perpendiculares  ad  diametrum,  ut  prodeant  !&  =  sin.  .3, 
mc  — sin(a  +  6),  nf  —  sin.i^a  —  b);  fiantque  e  chordas  meditullio  perpen- 
diculares  /et  h.  Facile  patet  triangula  dimidiis  chordte  insistentia  lequalia, 
tX  p  =  h  ac  k=^i  esse ;  atque  hinc  esse 

sin.  [a^b)  =  I±: i. 
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COS.  (ff  ±^b]  —  H-\~h. 


Valores  ipsorum  /,  i,  H,  h  vero  reperiuntur  e  proportionibus  seqnenti- 
tibus  pro  radio  i 


I  :  sin.  a  =  cos.  b 
I  :  cos.a  — sin.  b 
I  :  cos.  fl  ^cos.  i^ 
I  :  sin.  a  =  sin.  b 


Nam  patet  triangulum  cuius  latus  unum  est  radius  c^— i,  alterum 
(fi  =  sin.  (T,  tertium  cl^cos.fl,  esse  simile  triangulo,  ciiius  latera  sunt 
CCJ  —  cos.  6,  /  et  H;  ita  triangulum  prius  esse  simile  triangulo,  cuius 
latera  ge  — sin.  5,  /i,  t,  (per  pagg.  71 ,  72). 

Hinc  valoribus  ipsorum  I,  t,  H,  h  substitutis,  est 

sin.  [a  +  5)  =  sin.  a  cos.  b  •±^  cos.  a  sin.  b^ 
et 

cos.  [a  zh  b\  —  cos.  a  cos.  b  +  sin,  a  sin.  b. 
Corollaria. 

1.  Atque  hinc  etiamsi  a<Cb  sit,  valet  formula.  Nam  si  tum  scribatur 
b±a,  formula  valet  per  prsecedentia ;  sed  ^\n.{b~\"d\  —  ^m.[a-\-b)  et 
reipsa  et  iuxta  formulam  ;  pariter  cos.  (5 -+- a)  —  cos.  (« -H  (5)  et  reipsa  et 
iuxta  formulam  ;  sin.  (5  —  a)  autem  est 

^sin.( —  [a  —  b])—  —  sin.  («  —  b), 
sed 

sin.  [b  —  a\  —  sin.  b  cos.  a  —  cos.  b  sin.  a, 

cuius  oppositum  est 

sin.  a  cos.  b  —  cos.  a  sin.  b, 

quod  igitur  est  =  sin.  (a  —  ^)  pro  casu  etiam,  ^\  a<.b  fuerit,    et  quidem 
formulse  convenienter. 
Pariter 

cos.  ia  —  b)  —  cos.(  —  [b  —  a))=  cos.  \b  —  a)  =  cos,  b  cos.a  +  sin.  b  sin.tj, 

plane  ita  ut  dum  a^b  erat. 
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Ita 

sin.  ( —  a-i-5)  =  sin.  —  i[a  —  51  =  —  sin.  ia  —  b) 

—  —  (sin.  a  cos.  d  —  cos.  a  sin.  i^) 

—  sin.  ( —  a)  cos.  b  4-  cos.  ( —  a)  sin.  d. 
Pariter 

sin,  ( —  a  —  &)  —  sin  —  la-hd)  —  —  sin.  (a  -+-  d) 
=^  —  (sin.  a  cos.  b  -i-  cos.  a  sin.  5] 

—  sin.  (—  a)  cos.  d  —  cos.  (—  a)  sin.  d 

=  sin.  (—  a\  cos.  ( —  b)  +  cos.  (—  a)  sin.  (—  b). 

2.  Hinc  si  5  =  17  ponatiir, 

sin.  2a  —  2  sin.  ^i  cos.  a, 
qui  erit  sinus  arcus  dupli. 
Porro 

cos,  2a  —  cos!  a  —  sin^  a, 

et  substituendo  ipsi  sin!a  valorem   i — cos!a,  fit 

cos.  2a  —  2  cos?  a  —  i ; 
seu  si  2a  vocetur  c,  est 

cos.c  —  2Cos! 1, 

2  ' 

et  substituendo  ipsi  cos!  valorem    i  —  sin!,  est 
I —  2  sin!  — =  cos.c: 

2 

hinc 

1  j  Ai—  cos. c 
sm.  —  c  =  l/ 

2  1/2 

et  

I           j  /n-cos.  c 
cos.  —  c=\/ 

2^2 

3.  Sit  hinc  porro  sin.a— ^  et  co%.a=k,  eleveturque  per  theorema 
binomiale  [k-^-p)  ad  n\  uti  pTodeunt  termini,  summa  terminorum,  quorum 
numerus  loci  par  est,  exprimit  sin.  na  ;  terminorum  imparlum  vero  summa 
est  cos.  «a;  si  in  utraque   expressione  signum  termini  primi  ponatur  +, 
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et  sequentis  — ,  semperqiie  mutetur  alternando.  Nam  si  verum  est  de  n, 
verum  de  k+i  quoque  est.  Atqui  e  formulis  facile  prodit,  veruni  de 
« —  2,  3,  4  .  .  .  esse  .  .  .;  itaque  veruni  de  quovis  numero  erit.  Maior 
probatur  sic,  (Tom.  I.  pag.    157:. 

Sit 

sin.  na  —  U"  'p  —  Illk"  ^/'  -h  Vk"  ''p^  -)-■■■ 

cos.  na  =  k"  —  IIk"~^p^  -t-  IVk'^~^p^  —  ■■■ 
sin.  ina  -\-a)  =  sin.  na  .  cos.  a  -h  cos.  na  sin.  a  — 

=.  k  {Ik"~'p  --IIIk"^'p'-^-<  +/  ('^■"  "  IIk"~Y-^-)  = 
—  {Ik"p  —  IIIk"'Y-i--)  -\-  {k"p  —  IIk"-y^-)  = 

^(i-i-i)k"p-{n-hiii)r~y-h- ; 

quod  prseter  signa  in  ik-hp)""  ccquale  est  summfe  terminorum  numero 
locorum  pari  gaudentium, 

Pariter  de  cos.ina  -ha)  liquet. 

VII.  Sequitur  iam  iaterura  angulorumque  illis  oppositorum  in  tri- 
angulo  rectilineo  mutua  dependentia,  quod  nempe  latera  sint  uti  siniis 
angutorum  iilis  oppositorum  ;  e  quo  resolutiones  trianguli  omnes  ultro 
sequuntur ;  hoc  autem  facile  patet,  si  circa  triangulum  ABC  (Fig.  138.) 
circulus  scribatnr  (per  pag.  80)  ;  erunt  nempe  A,  B,  C  chordse,  et  a,  b,  c 
anguli  ad  peripheriam,  quorura  quantitates  exprimentur  per  arcus  a,  b',  c , 
nempe  diraidia  arcuum,  quibus  insistunt,  per  radios  e  centro  per  medi- 
tullia  chordarum  ductos  divisorum  ;  adeoque  est 

—  ^  =  sin.  a'~  sin.  a, 
et 

--  B  =  sin.  t}  =  sin,  b, 

2  ' 

ac 

C=  sin.c'=  siu.c. 
2 

Unde  quia 

--A:^-  B^A  -.B, 

2  2  ' 

est 
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A  :  B^  sin.  a  :  sin.  d  ; 
ita 

A  :  C=  sin.  a  :  sin.c, 
atque 

jB  :  C—  sin.  b  :  sin.c. 

Ex  hac  proportione  fundamentali  autem  reperiuntur  e  duobus  lateri- 
bus  et  angulo  alicui  eorum  opposito  latns  tertium,  et  anguli  reliqui ; 
ita  e  dnobus  angulis  et  latere  uni  eorum  opposito  latera  reliqua ;  nec- 
non  e  duobus  lateribus  et  angulo  intercepto  latus  tertium  et  anguli  reli- 
qui,  et  pariter  e  trlbus  lateribus  angulus  cuivis  eorum  oppositus. 

1.  E  fundamentali  propositione,  nempe 

A  :  B  =  sm.a  :  sin. /;, 
sequitur 

A  sin,  b  —  ^sin,  a  ; 

unde  ex  asquatione  inter  quatuor  has  quantitates,  qusecunque  tres  earura 
datie  fuerint,  prodit  quarta  ;  nempe 

.         B  sin.  a         .  A  sin.  b 

A  —  — -. — y— ,     sm.  a  ~  —  „    -    ■ 

2.  Ex  A,  B  et  t,  (Fig.  139. 1  reperitur  a  modo  sequente  :  sit 


hinc  i.per  Tom.  I.  pag.  414) 

a  =  s-~\-  d^     b  =  s  —  (/; 

atque  tantum  d  reperiatur,  nempe  semidifferentia^    a    ilUco  datur,    nam 
semisumma  per  subtractionem  ipsius  c  ex  180°  prodit. 
Est  vero 

A\B  =  sin.  a  :  sin.  b  =■  sin.  (5  +  d) :  sin.  (.9  —  d) 
—  sin,  5COS,  d-h  cos.,9  sin.d :  sin.,ycos.  (5^ —  cos.,?sin(/; 

et  dividendo  terminum  proportionis  tertium  et  quartum  per  co&.scos.d, 
atque  substituendo    valori  '-  tangentem,  erit 
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A:  B  =  tang.  5  +  tang.  d :  tang.  5  —  tang.  d ; 
hinc 

A  tang.  ^  —  A  tang.  d=B tang.  s-i-H tang.  d, 
adeoque 

\A  —  B)  tang.  s  —  [A-{-B)  tang. .:/ ; 

unde    tangens    semidifferentise,    adeoque    e    tabulis    ipsa    semidifferentia, 
nenipe  arcus  tangenti  semidifferentias  respondens,  prodit. 
SchoHon.  Sed  tang.  a  etiam  immediate  reperitur:  nempe 

(6— i8o°—  [a-\-c], 
adeoque 

sin.5  —  sin.(c-l-  a\  ; 
atque  hinc 

r,      A        ■     I  V     .  /  sin.  c .  cos.  a  cos.  c  sin.  a  \    sin.  a 

B  \  A  =  sm.  c  -H  a  :  sin.  «  = 1 : 

*  '  \        cos.  a  cos.a       /    cos.a 

—  fsin.  c  -\-  cos.  c  tang.  a) :  tang.  a  ; 
hinc 

B  tang. «  —  .(4  cos  c .  tang.  a-h  A  sin.  c  ; 
unde 

-<4  sin  c 

Unde  per  fundamentale  etiam  latus  tertium  innotescit. 

3.  (Fig.  140.).  E  tribus  lateribus  prodeunt  anguH:  (pag.  76)  dictum  est 


porro 
binc 


2ad 

adeoque  angulus  c'  ex  lateribus  reperitur. 

Scholion.   Hinc  etiam  e  duobus  lateribus  et  angulo  intercepto  prodit 
latus  tertium 

c  =  V  a'-h  b'^  —  2ab  .  cos.  c. 


a- 

■-^b' 

— 

c= 

2b 

' 

x:a  = 

=  cos. 

c' 

■  i  1 

-acQs.c 

=  ^" 

"26 

tl'  + 

4- 

—  c' 
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Imo  quia 

c  :  a  =  sin.  c':  sin.t?', 
est  etiam 

a  sin.  c 

sm.  a  =  —-  ...  —  ■ 

y  a''  -f-  A'  —  2ab  cos.  c 

4.  Quamvis  omnia  dicta  de  omnibus,  adeoque  et  de  rectangulis  tri- 
anguHs  valeant,  qusedam  tamen  de  his  specialiter  notanda  sunt,  quum  si 
quasvis  duo  prseter  angulura  rectum  data  fuerint,  reliqua  innotescant. 

I*.  Si  aut  duo  catheti,  aut  unus  cathetus  et  hypotenusa  data  fuerint ; 
e  duobus  cathetis  hypotenusa,  atque  e  hypotenusa  et  uno  catheto 
alter  prodit,  per  Theorema  Pythagoricum  (pag.  76). 

2*.  (Fig.  141.) 

B  :  A  ^  sin.  b  :  sin.  a  ; 

et  quia  b  complementum  ipsius  a  est,  fit 

sin.  b  —  cos.  a  ; 
itaque 

B  :  A  ~  cos.  a  :  sin.  a, 
atque  hinc 

Ti.  4  _  cos. a  _  sin.  a 
COS.fl  '  cos. «  ' 
seu 

B  :  A=  i:  tang.  a 

nempe  quoad  radium   i.  Consequenter 

B  tang.  a=A; 

unde  quEecunque    duo    data   fuerint   e    cathetis    et    angulo    alicui    eorum 
opposito,  tertium  innotescit. 
3*. 

H\A  =  i:  sin.a, 

omnino  pro  radio  i   intelligeudo ;  unde 

H  sin.  a  —  ^  —  Hcos.  b, 

(qnia    sin,  a  —  cos.  b) ;     atque    et    hic    tria    sunt,    hypotenusa,    cathetus   et 
angulus  ei  oppositus ;  e  quorum  quibusvis  duobus  prodit  tertium. 
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Scholion  I.  Omnia  b^c  auteni  ope  logarithmonim  fper  Tom.  I.  pag.  log} 
facilius  absolvi  possunt.  Ex.  gr.  (ex  2*)  est 

A 

tang.  «  =  -g- , 

adeoque 

log.  tang.  a  =  log.  A  —  log.  £. 

At  notandum  est  hoc  pro  radio   i   esse,  et  pro  radio  r  esse 

rA 
tang.  a  =  -^- , 

adeoque 

log.  tang.  a  =  log.  r  -\~  log.  A  —  log.  ^  — 10+  \o^.A  —  log.  B^ 

si  pro  r  radius  tabularis  (nempe  i   cum   10  cifris)  accipiatur. 

Scholton  2.  Qusevis  expressio  E  fiierit,  in  qua  functiones  trigono- 
metricEe  pro  radio  i  (non  pro  radio  tabulari  ;■}  acceptee  sunt,  atque  sit 
E—  Q,  denotante  Q  sive  functionem  aliquam  trigonometricam  item  pro 
radio  I,  sive  latus,  aut  quidvis  aliud ;  omnia  raodo  sequente  ita  mutari 
poterunt,  ut  qujevis  functio  trigonometrica  pro  radio  tabulari  r  accipi 
tractarique  possit.  Sit  prius  casus  simplicior,  dum  in  nullo  ipsius  E  ter- 
mino  dividendus  aut  divisor  quantitas  complexa  est,  nec  functio  trigono- 
metrica  signo  radicali  subest.  Distinguatur  quaevis  functio  trigono- 
metrica  pro  radio  i  ab  eadem  per  r  muUiplicata  per  id,  quod  prior 
litera  minuscula,  posterior  maiore  incipiat,  ita  ut  cos.  a  sit  pro  radio  ], 
Cos,  a  vero  sit  — rcos.  a,  adeoque  cosinus  tahularis  ipsius  a. 

In  quovis  terraino  ipsius  E  queelibet  functio  trigonometrica  multi- 
plicetnr  per  illam  potentiam  ipsius  r,  ad  quam  ipsa  ibidem  elevata  est, 
ex.  gr.  e  cos!  a  fiat  r=  cos'  «  —  Cos'  a  ;  et  quicunque  terminus  hoc  pacto 
per  r~"'  esset  multiplicatus  pro  m  positivo  et  non  o,  is  per  r"'  multi- 
plicetur ;  atque  si  tum  in  nullo  ipsius  E  terraino  r"  nt  factor  accesserit 
pro  n  positivo  et  non  o,  tota  expressio  multiplicetur  per  r,  ut  fiat  eius 
valor  —rQ.  Si  vero  in  termino  ipsius  E  aliquo  r''  prodierit  pro  /.(  po- 
sitivo  et  non  o,  nec  in  ullo  termino  fuerit  exponens  ipsius  r  maior  : 
quilibet  terminus,  in  quo  r'  est,  pro  v  sive  o  sive  positivo  et  non  o, 
multiplicetur  per  r'*"'';  ut  fiat  expressio  =r"Q. 
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Atque  tum  exprimantur  functiones  trigonometricEe  ubique  quoad  r ; 
ex.  gr.  ubi  r^  cos!  a  est,  scribatur  Cos!  a  ^. 

Si  igitur  O  fLinctionera  trigonometricam  pro  radio  i  denotet,  erit  in 
casu  priore  rQ  functio  eiusdem  nominis  pro  radio  r  ;  in  posteriore  autem 
r''Q  per  r""'  divisum  dabit  functionem  pro  radio  r,  Si  vero  tantum 
ipsum  Q  quaeratur,  in  casu  primo  rQ  per  /-,  in  posteriore  r''(9  per  /-'' 
dividendum  erit. 

Nempe  si  e  termino  quopiam  -C-  per  operationem  primam  fiat 


'7 


■T' 


erit  k—p  aut  =0,  aut  positivura  aut  negativum  ;  si  /■—/'  =  0,  tun 


si  positivum  fuerit  k — p,  erit  hEec  aut  summa  potentia  ipsius  r  expo- 
nentis  /j.  in  terminis  omnibus  ita  tractatis,  aut  si  k  —p  dicatur  r,  ter- 
mino  per  r^^"  multiplicato,  prior  per  r^  nuiltiplicabitur.  Unde  reliqua 
facile  patent. 

Exempla. 

Sit 

,     h  sin'  a  ^  , 


c  cos!  fi 


fiet  post  operationem  prtman. 


atque  hinc 
Sit  porr~ 


cr^  cos^./i  ' 

rSS'm'^a_ ^ 

^'^        c  Cos!  ii   ^    ^' 

b  sin!  a  ^  ^ 

a  H —  - .-  :. —  w  tang.  w  —  0 : 

c  cos^.j-J       *        &  ^  > 


fiet  post  operationem  primam 

br'  sin!  a 

«+      -, Ta" 

cr^  cos:  /3 


-  S^r  tang.  u, 
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dein  per  operationem  secnndam  fiet 

,     3_,     ,_,      b  sin!  a  ^  b  sin'  a 

c  cosJ  [i       *  &  c  cosf  j-i       ^  ^     ' 

quod  simul  est 

rb  Sin!  a  rj~ 

Atque  hinc  per  operationem  tertiam,  quum  in  ^r  tang.  m  sit  /,(=i   et  y 
ubique  sit  o,  ubique  ;-'  per  r*'"''  multiplicando,  ex 

o       r"b  sin' « 

^''-^-Vcos?/r-^''^^"^-" 

fiet 

r&  sin!  a  ^  r^d  Sin? «  ^  ^. 

"''  -+-  ^osT7r  -  «"''  '^"8.  «  =  '"-  +  -,  c5s;  7;'  "  'f  T^s- «  =  '■  Q- 

Idem  ad  eum  casum  etiam  facile  applicatur,  ubi  sive  numerator  J^ 
sive  denominator  Z>,  sive  uterque  quantitas  complexa  fuerit:  nempe  tam 
cum  numeratore  quam  denominatore  peractis  seorsim  prius  quse  dicta 
sunt,  si  ex  A^  fiat  r*iV^  et  r^.  D  ex  />,  eodem  modo  erit  --v^  ■  r*~'  per 
r^~''  multiplicandum  ut  supra,  et  singulis  terminis  ita  tractatis,  reliqua 
ita  ut  antea  peraguntur. 

Ex.  gr.  Sit 

a-^-b  sin!  a        ^  -. 

ex  (j  +  (5sin!«  fiet  ar' +  5r"  sin!a,    d-i-ccos.fi  autem    fiet  dr -{- cr  cos. /3, 
adeoque  ex 

a-h  b  sin!  a      ...         r'  (a  +  d  sin!  a) . 

d-hccos.j3  r  {d -i- c  cos. /i}  ' 

et 

a-h  b  sin!  a  ^ 

^-  rf+T-c-^  +  '''^"g-7  =  '6- 

atque  idem  sJmul 

ar^-\-bS'm'a        ^,  --, 

=  T??+7C^-  +  Tang.y  =  .e. 

Quid  faciendum  sit,  si  quid  in  expressione  signo  radicali  subfuerit, 
exemplum  sequens  ostendere  potest,  Sit 
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H3 


a-hd  fc~  c 


si  modo  dicto  tractetur  id,  quod  signo  radicali  subest,  fiet  r'c  —  r^  cos^.  a, 
quod  sit  —A;  erit 

^rA  —  fr^^c  —  r^ cos'  a=^r  f  c  —  cos!  a 
atque 

ra-\-rh  f  c  —  cos?  a  —  rQ, 
et  idem 

ra-^b  \  r^c  — -  r  Cos!  a  —rQ. 

Scholion  3.  Pro  tribus  lateribus  anguli  prodeunt  adhuc  alia  formula, 
calculo  logarithmico  aptiore. 
Erat  fpag.    135) 

cos.  c  =  i —  ^lsin.  — j 
item 

cos.  c'™  2  fcos.  -— 1  — ■  i. 
Eratque  (pag.    138) 

^, (3'- 

lab 
atque  hinc 

a^  -\-b'^  —  c^  I  .      c'  Y 
1 —  I  —  2   sm.  —    , 

et 

L;^    ^'  \  —  c"  —  a^  -^  2ab  —  b''        c'  —  ia  —  bY 


^ab  ^ab 

I       c  -H  a  —  b      c  —  a  -\-  b 
ab  2  2 


~  ab  ' 
et  si  ponatur 


Hinc 
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Item 

a'  -\-b''  —  c"         I  c  V 

—       =  2    COS.-    -     — 

■2ah  \  2  I 

ergo 

, —    cos.  - 

^ao  \.  '. 

et 

[a  -H  bY—  c'       /■  c'Y      a-+-d  +  ca-i-l>  —  c 


2.  2ab 

Scholion  4.  E  latere  b  cum  angulis  adiacentibus  a',  c  ^Fig.  142.)  repe- 
ritur  area  sic  :  est 

x:y—l:  cot.  c\ 


hinc 

y.^ 

:  X  cot.  c,     b  ~y  =  X  cot.  (('; 

adeoque 

b  =  x  cot.  c'-[-  X  cot.  d  ; 

atque 

b 
cot.  c-v-  cot.  d  ' 

et  area 

2{cOt.  «'+COt.  c') 

Scholion  5. 

(Fig- 

142. 

).  E  duobus  lateribus  a,  b  et  intercepto 

c'repe- 

ritur  area  sic  : 

a:x~l:  sin.  c'; 

hinc 

■  ;e  =  flsin.  c'; 

et  area 

I      ,    ■ 
=  —  «6  sm.  c. 

Scholion  6.  (Fig.  143.).  Data  summa  a  duorum  laterum  x  et  y,  atque 
altitudine  b  et  basi  c,  reperitur  angulus  A  sic  : 

x\b=i:  sin.^  ; 


hinc 


sm.  A  ' 

b 

y  =a — ■  x  =  a  —  —■ ^-  ■ 

-^  sm.  A 


vGoosle 


SF,CT[0    SKCUNMtA,  J  45 

Porro 

z  :  d~l:  Vmg.  A  ; 
hinc 

b 

z  =  - =hcoX..A  ; 

tang.  A  ' 

atque 

b^  ^y^  —\c  —  z)'; 
et  substitutione  facta,  est 

2ab  b'  ,  ,  ,       Ti       I    . 

0  —a  —   ■■ — ;r  +   "■  --  A  —  c"  +  2cocot.A  —  h  coX.  A\ 

atque    substituendo    valorem    cotangentis,  et    terminis   omnibus    membri 
dextri  ad  denominatorem  sinlA  reductis,  fiet 


sin!,^ 

et  multiplicando  utrinque  per  sin!^,  erit  merabro  dextro  subtra.cto, 

o  =  (2^sin!^  —  2ad  sm.  A  —  c' Hin'.  A  -h  2cb  sm.  A  cos.  A  ; 
nam 

b^  —  [b'  cos!  A  -\-b'  sin'.  A)  ~  o, 
quia 

sin!-t-  cos!  =  i ; 

hinc  utrinque  per  sin.  A  dividendo,  est 

a-  sin.  A  —  2ab  —  c'-  sin.  A  -h  2cb  cos.  A  =  o; 

et  hinc  2ab  addendo,  ac  per  2cb  utrinque  dividendo,  erit 

a'  - 

2C 

e  quo,  quuni  cos.  .i^  per  sin.^  exprimi  queat,  A  reperitur. 

SchuHon  7.  Occasio    tamen    per    hoc    se    offert    artem    sequentem    in 
casibus  siraiUbus  expedientem  ostendendi.  Ponatur 


^_^j--=tang.y; 
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scilicet  quEeratur  in  rubrica  tangentium  quantitas  ^   Tl^  ,  oui  respondens 
arcus  sit  q  ;  erit 


cos.  ^ 
__  cos.  [A  —  q] 
cos.  q         ' 
hinc 

cos.  q  =  cos.  lA.  —  q\, 

et  A  est  arcus  ipsi  -  cos.  ^  tanquam  cosinui  respondens  addito  arcu  ^; 
nempe  arcus  q  quasratiir  cosinus,  et  raultiplicetur  per  ^  ,  ac  quasratur 
in  rubrica  cosinuum  arcus  huic  tanquam  cosinui  respondens,  arcus  is 
erit  ^  A  —  q ;  itaque,  ut  A  prodeat,  ei  addatur  q. 

Scholion  8.  (Fig.   144.,).  Sit  polvgoni  Jaterum  numerus  n,  basis  b^  ra- 
dius  a,  altitudo  c  :  est 

(3  :-■/?—  I :  sin.-     v; 
hinc 

^  d^asin.-^-v, 
et  perimeter 

porro 


=  2na sm. 


c:^*^i:tang.^!:', 


hinc 


2  tang.  ~  V 

adeoque  area 

A^ 

nb  ■ 

c 

-nb.-    *-,-    = 

»*• 

^ 

4tang.-^  I. 

4  tang.  --  zi 

et  simul 

bna  sin.  — -  v 
2  tang.  Y  ^ 

hinc  ex  ^  et  «  etiam,  qui^  tum   datur  v,  reperitur  h. 
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et 

-  bc—  ^  b  .  a  cos.  ^  v 
adeoque 

—  a  sin.  ^  V  .a  cos. -^  v  =  n^ sin.  -  v  cos.    -  ^j. 

VIII.  Sinus  autem  computati  sunt,  dnm  methodus  facilior  adhuc 
ignota  esset,  modo  sequente : 

1.  Aliquot  sinus  noti  erant,  nempe  sinus  30°,  sinus  18°,  sin.45°:  quura 
latus  hexagoni  sit  ~  radio,  adeoque  ^^  ~  sin.  30"^,  ita  latus  decagoni 
et  quadrati  circulo  inscripti  data  fuerunt. 

2.  E  sinibus  duorum  arcuum  a  et  b  sm.la  +;b),  et  hinc  arcus  dimidii 
duplique  sinus  reperiebatur  (pagg.  134  i^''. 

3.  Hinc  etiam  ad  sinum  arcus  non  quidem  unius  minuti  sed  eo  mi- 
noris  deventum  est,  in  arcubus  exiguis  vero  minutum  haud  excedenti- 
bus  animadvertebant,  quod  demonstrari  potest  debetque,  sinus  esse  uti 
arcus ;  scilicet  pro  denominatore,  qui  sumitur  =1  cum  10  cifris,  error 
ixna  eiusmodi  parte  minor  est.  Imo  etiamsi  (Fig.  145.)  arcus  a  incremen- 
tum  unius  minuti  dicatur  «'  et  itera  eiusdem  a  incrementum  a<ia  sit ; 
incrementa  sinuum,  nempe  i'  et  i,  sunt  ut  incrementa  arcuum,  quasi 
esset  in  triangulis  similibus  i:i  =  a:a\  arcubus  tam  exiguis  a  chordis 
eorundem  pro  tanto  denominatore  sensu  dicto  haud  differentibus. 

4.  Tum  reperto  sin.  i'  per  formulam  sinus  [a-\-b)  poterat  sinus  cu- 
iusvis  arcus  (A-\-i')  reperiri,  si  sin.^  datus  erat ;  ita  per  formulas 
^m.  [a -{■■  b)  et  sin.  (a — b)  omnimode  applicatas  computati  sunt  oranes;  et 
una  via  reperti  inserviebant  certitudini  ca)cuH  comprobandEe,  si  valori- 
bus  alia  via  prodeuntibus  cequaies  reperiebantur. 

5.  De  his  tamen,  uti  et  de  applicatione  calculi  per  logarithmos  alle- 
viati  (Tom.  I.  pag.  109),  necnon  de  constructione  tabularum  logarithmi- 
carum,  tabularumque  trigonometricarum  speciali,  additum  est  aliquid  in 
Tom.  I.  pagg.  512—520,   569—581. 
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SECTIO  lil. 
PLANIMETRJAE  PARS  SECUNDA. 


Sequitur  Motus  Geometricus  Compositus  :  nempe  duse  priores  ope- 
rationes  primitivas  (uti  pag.  23  atque  in  Arbore  dictum  esti  coniun- 
guntur.  Tractatur  autem  prius  casus  simplicior :  nempe  punctum  e  rectte 
A  certo  puncto  determinato  *  moveatur  in  A  semper  porro  versus  dex- 
trara,  et  alterum  ex  eodem  puncto  *  ad  leevam  in  infinitum,  dicatur- 
que  abscissa  (literarum  postremarum  aliqua  ex.  gr.  x  designata  gene- 
raliter)  via  qujevis  puncti  sive  ad  dextram  sive  ad  laevam,  eo  cum 
discrimine,  ut  vise  ex.  gr.  ad  dextram  positivas  accipiantur,  et  negativse 
ad  Isevam  ;  atque  simul  punctum  motum  rectam  B,  quocunque  angulo 
secuerit  hasc  rectam  A  \n  * ,  secum  ferat,  ita  ut  pars  ima  eius  sit  punc- 
tum  motum,  et  ipsa  ad  dextram  angulum  semper  priori  sequalem  faciat, 
ac  si  angulus  BA  moveretur  in  plano,  ita  ut  A  semper  in  A  moveatur 
porro ;  et  simul  punctum  p  moveatur  in  i?  e  certo  loco  certa  lege  ge- 
nerali,  per  quam  puncti  p  in  B  moti  locus  ad  finem  cuiusvis  x  deter- 
minetur  ;  atque  dicatur  pro  quovis  x  recta,  qua;  a  fine  ipsius  a:  in  ^ 
usque  ad  locum  dictum  puncti  /  t?x,  ordinata  ipsius  x;  denotenturque 
ordinatae  generaliter  item  per  literarum.postremarum  aliquam,  ex.  gr.  y  ; 
abscissa  autem  qusevis  eiusque  ordinata  coordinatae  nominentur,  et  qui- 
dem  rectangulares,  si  angulus  AB  rectus  sit.  Pr^tereaque  si  lex  dicta 
six.  f{x)—y,  vaiores  ipsius  f[x)'omnt%,  si  qui  positivi  fuerint,  in  plaga 
superiore,  et  negativi  (si  fuerint;  in  inferiore  accipiantur ;  valor  o  autem 
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ipsius_/'xi,  si  esset  pro  certo  valore  o  ant  alio  ipsius  x,  omnino  in  line 
illius  X  accipiatur,  quum  ibidem  y  ^o  sit.  Dicitur  punctum  *  principium 
abscissarum.  et  A  linea  abscissariim  vel  axis. 


De  iis,  quorum  quodvis  punctum  geometrice  sensu  stricto  construi 
potest. 

Scholion.  Si  tt[x,y\~ ii\x,y)  adeoque  u[x,y\  —  ^-i[x,y)  —  Q  fuerit,  atque 
a  [x,  y"]  —  j-i{xy  y)  nullo  termino  gaudeat,  qui  non  sub  formam  axPyi  cadat,  a 
quantitatem  constantem  sive  o  sive  a!iam,  ipsorum  p,  q  autem  quovis 
sive  o  sive  alium  exponentem  integrum  positivum  denotantibus :  dicitur 
complexus  oninium  extremitatum  ipsorum  y  per  Kqiiationem  dictam  de- 
terminatarum  linea  ordinis  m-ti,  si  p  -\-q  in  aliquo  termino,  in  quo 
factor  constans  haud  =o  est,  sit  —  m,  neque  in  ullo  sit  raaior.  Interim 
etiamsi  p,  q  incommensurabilia  fuerlnt,  complexus  dictus  considerari 
potest. 

Si  omnes  termini  adfuerint,  qui  salvo  ordinis  numero  m  adesse  pos- 
sunt:  aequatio  plena  ordinis  m  audit.  Ex,  gr.  pro  literis  alphabeti  pri- 
oribus  constantes,  inter  quas  etiam  o  esse  potest,  denotantibus,  Eequatio 
ordinis  i   est : 

a  ~h- bx  ~\~  cy  =  o, 
ordinis  2  est  : 

a  -+-  6x  H-  c_)'  -H  dx'^  -H  ey'^  ^fxy  =  o, 
ordinis  3  est  : 

a  -H  bx  -t-  cy  -f-  dx'  -\-  ey'^  -H  fxy  +  gx^  -+-  hx''^  H-  ixy"^  -\-  ky^  —  o, 

In  genere  autem    tequationem  plenam    ordinis    n-X\   e    termiuis  numero 
.v^iriU^-r^)    (;onstare  e  theoria  combinationum  facile  patet. 


Sed  hic  prius  nonnisi  de  lineis    ordinis  secundi  agetur,  quee    omnes 
Tom.  I.  pag.  116)  pro  coordinatis  rectangulis  sub  formam 
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venire  possunt ;  omnesque,  ut  infra  patebit,  sunt  plani  cum  cono  factas 
sectiones ;  uti  conversira  omnes  plani  sectiones  cum  cono  sub  formam 
dictam  cadunt ;  atque  etiam  manifestum  est, 


y. 


--^X 


pro  quovis  dato  x  geometrice  (sensu  strictoi  construi  posse ;  quuin  data 
vel  posita  unitate  prodeat  x^,  pariter  -J^^  (p^g*  77\  ^t  subtracto  hoc 
ex  X,  radix  quadrata  e  residuo  'pag.  75)  extrahi  pro  unitate  priore  queat, 

Primariis  autem,  quse  sectiones  conicas  sive  lineas  secundi  ordinis 
concernunt,  traditis,  quasdam  magis  necessaria  e  theoria  linearum  cu- 
iusvis  ordinis  generali  referentur. 

Scholion  i.  Newton  lineas  secundi  ordinis,  adeoque  sectiones  conicas 
lineas  ordinis  primi  dixit,  rectam,  quae  ordinis  primi  est,  quasi  ordinis  o-ti 
et  lineas  sequentis  ordinis  curvas  primi  ordinis  considerando  :  at  prouti 
libuerit,  ita  accipi  posse  manifestum  est.  Quod  vero  recta  qusevis  pro 
data  abscissarum  linea,  principioque  abscissarum  posito,  sub  formam 

a-^  hx-\-  cy  —  o 
veniat,  hinc  patet. 

Erit  recta  exprimenda  ^D  (Fig.  146.1  respectu  lineas  abscissarum 
313  et  principio  #  abscissarum  aut  j|  2iS,  aut  secabit  hanc  ahcubi  ex. 
gr.  in  c.  Ex  tequatione  primi  ordinis 

a-\-bx-\~cy  =0 
sequitur 

-^  c  c    " ' 

quod  venit  (pro  p,  q  constantibus;  sub  formam 
yz=p-^qx. 
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Si   £1)  II  2i^,   tum  ponatur  d  =  o  in 

a  -\-  dx  -]-cy  —O, 

^  I-  ^         hx  ,         .       — a         hx  j 

et  iiet   —  ^^  sequale  o  in     -         —    -   -=y,  adeoqne 


ubi  —  -  =p  poni  potest. 

Si  vero  dl  secet  lineam  abscissarum  in    c,    demissis   perpendiculari- 
bus  l%y,y',  per  triangulorum  simiUtudinem  erit 

adeoque 

-^  «-+-/  «  +  >■         a  +  7 ' 

quod  sub  formara  y=p~\-qx  venit,  si  --^^ —  quantitas  omnino  constans 

p  dicatur,  ita  — -—-  per  q  denotetur.  Pariter  pro  x'  (nempe  negativo  x) 

est 

a~^y:  j^  =  x'-{-y  :  y'; 
atque  hinc 

r'=  /}  ^'-±^  =    fr    +  J"'-  ■ 

-^  a-{--y         rx-\-y         a-hy  ' 

nempe  si  x   ad  Isevara  negative  accipiatur,  erit  k  negativum  et  =>~*x'-^y, 
atque  ita  prodibit 

y       a-v-7  „^y  • 

et  hic  quoque 

^=^      e.      -1    =y 
n  -{-y       '  a-i-y        ' 

est,  ut  prius  erat. 


Pariter  (Fig.  I47-'j  ubi 

a  —  y  :  ji  =^  X  —  y  :  y, 
ita  si  plane  in  *  fiet  sectio,  patet. 
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Scholion  2.  Linese  secundi  ordinis  autem  tractabuntur  ordine  sequente  ; 
tres  sunt,  nempe  paradola,  ellipsis  et  hyperbola  fTom.  I,  pagg.  116  ^,  ubi 
et  primaria  eas  concernentia  definita  sunti. 

I.  Prius  formie  ipsK,  quatcnus  e  iege  fluunt,  atque  axes  in  singulis,  et  simul  atiquid 
de  insignibm,  quas  sectiones  conicae  in  coelis  et  terris  partes  agunt. 

II.  Linearum  harum,  tam  speciei  eiusdem  quoad  parametros  diversas,  quam  divers^ 
speciei,  comparatio, 

III.  Mutatio  initii  abscissaruni  pro  ellipsi  et  hyperbola  in  centrum. 

IV.  Fqcus  nempe  distantia  eius  a  vertice,  ita  excentricitas,  id  est  distantia  fnci  a 
centro,  in  singuHs, 

V.  Radii  vectoris  quantitas  pro  singulis  tribus. 

VI.  Atque  hinc  modus  singulas  construendi :  prius  quodvis  punctuni,  quamvis  omne 
nunquam,  geometrice  sensu  stricto,  tum  mechanice  motu  continuo, 

VII.  Tangens  stibtangensque,  normalis  subnormalisque  in  singuli^,  neinpe  prn  data 
quavis  abscissa. 

VIII.  Hinc  appiicationum  quarundam  explicatio. 

IX.  Diametri  omnes  nempe  Hneie,  qu£e  oinnes  chordas  certje  eidem  rectse  paialle- 
las  bisecant,  in  singulis ;  ubi  notanduni,  proprie  sic  dicta  diamet.ro  nonnisi  Hncam  secundi 
ordinis  gaudere. 

X.  Jntersectiones  tinearum  secundi  ordinis,  alque  inde  resolutio  certanim  ^equa- 
tionum, 

XI,  Areic  pcr  lineas  istas  et  coordinatas  clausfe,  et  longitudo  arcuum. 


Determinantur  modo  sequente  formae   linearurn,  quarum  pro  coor- 
dinatis  rectangulis  labscissa  x  et  ordinata  y)  Eequatio  est 

y=\/x , 

r  ±« 

ubi  (iuxta  Tom.  I.  pag.  116)  unitas  ad  extractionem  radicis  requisita  pa- 
rameter  dicitur ;  nempe  x'' :  a  manet  idem ;  pro  quoto  enim  hic  linea 
accipitur,  et  sive  ex.  gr.  pro  x  :  a=  2  :  ^,  fit  .t^ :  a  —  2:ic :  3  ;  sive,  si  x-  —  « 
pro  u=i,  fiet  x^  —  na  pro  (m:«)— i;  adeoque  si  ex.gr.  «  :  « =  2,  erit 
na:a~2n,  et  prius  quoad  «  — i,  posterius  quoad  {u:n]—i  accipienda. 
Sit  x  =  ka  pro  a  constante  positivo,  k  vero  aut  =0  aut  positivo  aut 
negativo,  atque  aut  <;i   aut  —  i   aut  >-i. 
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1,  Pro  a  =  00    fiet  x—  •— x  pro  quovis  finito  x  ;  nam   - ^o 

pro  quovis  finito  x,  si  a'--oo;  itaque  (Tom.  I.  pag.  46)  -jp-i-  pro  quovis 
finito  X,  si  a  —  00,  fit  =0.  Tum  vero  _>'  =  ]/x  dzt  parabolam,  ob  ratio- 
nem  paulo  inferius  tradendam  ita  dictam  ;  cuius  formEe  ductus  ex  jequa- 
tione  ipsa  modo  sequente  intelligitur. 

Sit  k  positivum  aut  negativum,  ab  ipso  o  incipiendo  crescens  in  00, 
et  sit  X --— ka,  atque  sit  prius  x  positivum,  adeoque  ^x\  erit  pro  ^  =  0 
etiam  x  =  ka  =  o,  adeoque  et  y—^x=^o.  Si  k  positive  crescat  inde 
a  o  in  00, 

crescet  inde  a  o  in  00,  semperque  duos  valores  habebit  oppositos,  aiio- 
quin  ffiquales.  Si  k  negative  crescat  inde  a  o  in  co,  ordinatse  omnes  ima- 
ginarise  erunt,  quia  tum  x  ■=  ka  negativum,  adeoque  y  —  ^x  radix 
quadrata  e  negativo  erit. 

2.  Pro  a  finito  et  positivo 


y 


-f' 


dat  ellipsim ;  et  quidem  ordinatam  o  pro  k  =  o  adeoque  ka-^--       =0, 
pariter^  — o  pro  k=\   adeoque  x  =  a,  quia  tum 


fit  =a~a.  Si  vero  k  positive  crescat  inde  a  o  usque  ad  i,  erit  k<i\, 
adeoque  ky^k^,  consequenter  ka  —  k^a  semper  positivuin  erit,  crescetque 

y  =  ilk  —  k^a 

inde  a  o,  donec  k  —  k-  maximum  fiat,  (quod  fit  pro  k=--  adeoque 
jc  = -T- a),  et  abinde  decrescet  usque  ad  o;  prodibuntque  semper  dute 
ordinatse  oppositBe,  alioquin  sequales. 

Si    vero    k    positivum    et    >  i    fuerit,    fiet    semper    k^  >  k,    adeoque 
\k  —  k^]a    erit  negativum,  atqne    ordinata,  nempe    radix  e  negativo,  ima- 
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ginaria  fiet.  Pariter  pro  /■  negativo ;  nam  k^  semper  positivum  est,  adeo- 
que  {k  —  h)a  negativura  erit. 

Sunt  etiara  a  raedituilio  ipsius  a,  adeoque  centro,  ad  eandem.  distan- 
tiam  u  ad  dextram  l^varaque  ordinatas  aequales :  nam  pro 


et  idem  prodit  pro 

x  —  --a-^u. 

2 

Quod  autem  y  —  quantovis  parvo  a  prodire  queat,  sic  patet :  ex 
f.j  =  ^  ka  — ^''a 
fit  quadrando,  ^quatio  quadratica 

/£'  —  /^  •+-  —  =  o, 


2    ~\    A         a  ' 


ubi  quia  tum  k  positivum  <;i  esse  debet,  oportet  r  ^  "^v  esse,  ut  ra- 
dix  realis  addatur  ipsi  — ,  aut  ex  —  subtrahatur;  fiet  auteni  pro  o  utvis 
parvo  et  quantovis,  dummodo  ^  <  ^  sit ;  patetque  pro  eodem  (o  duos 
ipsius  k  valores  prodire,  prouti  radix  positiva  vel  negativa  accipitur ;  et 
quidem    i--o  vel   i,  dura  -—-"^o,  atque 


adeoque 


2         F     4  « 

2         1/4         a 
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Patet    etiam    orditiatas    a   centro    ad    dextram    lasvamqiie    decrescere 
usque  ad  o :  erat  enim  pro  distantia  u  a  centro 


y 


_  j  /ji M^_ 


quod  si  u  crescat,  adeoque  distantia  a  vertice,  nempe  tibi  x  —  o,  decre- 
scat,  raanifesto  decrescit. 

3.  Pro  — a,  item  finito,  dat 


y=V--^  =  V''^i 


hyperbolam)    fitque   y  =  o    pro    :v=0;    at    pro  x  positive    crescente  in 

iiifinitum    gaudet  y  semper  duobus    valoribus    oppositis,  alioquin  ^quali- 

bus,  crescentibus  in  infinitum.   Si  vero  x  negativum  sit  —ka  pro  a  po- 

sitivo    et  k   negativo,    fiet  y    imaginarium,  donec    k  =  ~i   evadat ;    nam 

tum 

x-\-  —■  =  ka  -\ —a\k-^-k''\, 

a  a  ' 

atque  k  negativum  et  <;i,  adeoque  i|>^'  est,  itaque  k-vk^  negativum 
adeoque  radix  e  negativo  imaginaria  est.  Pro  k= — i  autem,  fit  negati- 
vum  x  =  —  a,  atque 

y  =  ^a  —  a  =  O ; 

at  pro  k  negativo  et  |>i  fiet  k"^^  k,  itaque  k-^-k^  erit  positivum,  adeo- 
que  valores  ipsius  y  erunt  item  bini  oppositi  quidem,  sed  alioquin  K^qua- 
les,  crescente  x  cum  k  in  infinitum,  crescentes  in  infinitum.  Itaque  exo- 
rietur  linea  quatuor  brachiorum  e  duobus  verticibus,  recta  a  (quEe  re- 
spectu  verticis  primarii  negativa  est)  distantibus,  in  infinitum  extensorum. 
Suntque  duae  partes  hyperbolEe,  interrupt^  quidem,  ^equaies ;  quia 
ordinatas  ab  utroque  vertice  dicto  aequidistantes  tequales  esse  patet,  si 
e  meditullio  rectEe  x~  —  a,  nempe  centro  axeos  hyperbolae,  omnino 
negativi,  consideretur  quantitas  ordinatarum  ad  distantiam  u  tam  ad 
dextram  quam  ad  Isevam :  est  nempe  ad  dextram 
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itaqye 


atque  idera  ad  laevam  prodit    ad    distantiam  «  ;    nempe  ibi  x  negativum 
inde  a  vertice  primario  est  =- — ~a  —  «,  itaque 


a  2  a  «4 

4.  Si  vero  liuxta  Tom,  1.  pag.  121)  valores  iraaginarii  accipiantur, 
quum  bi  Eequo  realitatis  iure  quoad  — i  gaudeant,  uti  ali^  quoad  -4-1  : 
sequatio  parabolas  plane  talem  parabolam,  aequatio  ellipseos  ellipsim 
quoad  +1  quidem  exhibebit,  et  simul  hyperbolam  quoad  — i  reatem  ; 
et  Eequatio  hyperbolse  simul  ellipsim ;  sequatio  hyperbolEe  asquilaterse 
autem,  ubi  nempe  a~i,  valorihus  ordinatse  imaginariis  exhibebit  cir- 
culum,  uti  circuli  aequatio  hyperbolam  aequilateram  ;  attamen  quoad 
-Hi,  —I  realia  diversis  coloribus  aut  aHo  quopiam  modo  distinguere 
necesse  est  (ut  Tom.  I.  pag.  202  dictum  est). 

5.  Axis  maior  est  x  —  r\za\  in  parabola  est  00,  in  elhpsi  auteui  est 
x  —  ^a\  in  hyperbola  veroA:  =  i— na;  cefitro  {g\X.m:  parabola  niillo  g^au- 
det,  nempe  rectfe  a  vertice  in  infinitum  abeuntis  non  datur  punctum, 
eam  in  duas  partes  sequales  dividens ;  in  ellipsi  et  hyperbola  vero  da- 
tur  raeditulUum  ;  si  et  a=  i  =  parametro,  elhpsis  fit  circuJus  diametri  i, 
et  hyperbola  dicitur  aeqnilatera.  Parabola  autem  dici  potest  tam  ellip- 
sis    quam    hyperbola    axi    maiore    infinito  ;    nempe    si  a^—oa,  expressio 

-- 1/*. 

Axis  minor  est  duplum  ordinatte,  quae  est  e  meditulho  axeos  niaio- 
ris  :  in  parahola  igitur  nullus  axis  minor  est.  In  ellipsi  vero  est 


'■f^ 


pro 
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autem 

a^ 
est 

-^/: 

In  hype. 

'V        4« 

nempe 

2   ' 

=  /«. 


itaque  flx/i  iniiior  hyperhoiae  est  imaginarius.  In  circiilo  axis  minor 
—  axi  raaiori  —  i,  nempe  ^  \-=\\  in  hyperbola  a:quilatera  est  axis  mi- 
nor  =  1/  —  I. 

6.  Nomina  parabola,  ellipsis  et  hyperbola  autera  inde  exorta  sunt, 
quod,  si  pTo  parametro  singulis  eadem  vertex  coramunis,  lineaque  ab- 
scissarum  eadem  fuerit,  et  ad  dextram  sit  focus  f  parabolse,  atqiie  distantia 
ipsius  f  a  vertice  ad  lEevara  transferatur  in  linea  abscissarum,  et  e  fine 
huius  erigatur  perpendicularis  D,  a  veteribus  directrix  dicta  :  cuiusvis 
puncti  b'  parabolas  distantia;  ah  f  et  Z>  aequales  erunt,  cuiusvis  puncti 
ellipseos  autem  distantia  ab  f  niinor  est  quara  a  D,  et  cuiusvis  puncti 
hyperbolEe  distantia  ab  f  maior  quara  a  Z>  est.  Nempe  iFig.  148.)  sit 
h'b  ordinata  parabolse  ;  erit  pro  eodem  x  et  parametro  eadera,  ordinata 
ellipseos  rainor 


V^ 


=  ii, 


et  ordinata  hyperbola;  fiet  raaior 


=  |/.-H^.-  =  b-^ 

estque 
sed 

t)D=l)c  =  b'c'=b"c" 
f6<fb-<fb". 

7.  Potuissent 

quidem 

linete    dicta;    etiam 

definiri  :  %\  a  el  b  aut 
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puncta  denotent,  sive  cliversa  sive  in  imum  coincidentia,  aut  si  non 
utrumque  punctum  denotet,  duntaxat  a  sit  punctum  et  b  rectara  denotet; 
fueritque  in  plano  talis  linea  L,  cuius  si  puncti  cuiuslibet  p  distantia  ab 
a  dicatur  a',  et  distantia  a  b  dicatur  b':  aut  quodvis  a'~\-b'  aut  quodvis 
a  —  b'  eidem  constanti  c,  quse  etiam  —  o  esse  potest,  sequalis  sit;  erit 
L  parabola,  recta,  eilipsis  aut  circulus,  vel  hypefbola,  uti  inferius  pa- 
tebit ;  quo  pacto  et  parabola,  recta,  circulus,  hyperbolaque  eodem  per- 
tinent ;  nempe  in  singulis  est  a' —  b'=  c,  in  circulo  et  ellipsi  autem  est 
a'^b'=c.  Recta  excludi,  aut  cuiusvis  certa  revolutione  circa  axem  ge- 
nerata  includi  possunt ;   et  distinctio  specialior  facilis  est 

Scholion.  Sectiones  conicee  insignes  in  ccelis  et  terra  partes  agunt : 
corpora  ccelestia  cursum  earum  sequuntur ;  nempe  (Fig.  149.)  quum  attrac- 
tio  universalis  sit  in  ratione  composita  ex  inversa  duplicata  distanti- 
arum  et  directa  massarum  trahentium :  si  in  c  ponatur  vis  attractiva,  et 
concipiatur  corpus  ex  a  vi  illa  attractiva  ipsius  c,  qu£e  ad  a  est,  con- 
stanter  eadem  manente,  motu  uniformiter  accelerato  usque  ad  c  deci- 
dere,  ftatque  ad  c  velocitas  iinalis  v  ;  atque  iam  relicta  vi  centripeta  uti 
est,  si  corpus  in  a  vi  momentanea  velocitatis  ab  proiiciatur :  describetur, 
si  ah  —  v,  parabola,  si  (xh<iv,  tum  ellipsis,  et  hyperbola,  si  ah>v. 
Est  autem  c  focus  sectionis  conicie,  quem  corpus  proiectum  ad  idemque 
punctum  retractum  prius  crescente  celeritate  petit,  postea  segnior  sem- 
per  fit  usque  quo  revertitur,  in  parabola  hyperbolaque  nunquam  rever- 
sum,  in  aliorum  soHum  abyssum  raergitur.  Similem  cursum  plurims 
summam  illusionem  producentes  vires  attractiv^  terrestres  tenent. 

Proieciorum  ad  terram  via  ad  sensum  parabola  est,  si  directio 
proiectionis  verticalis  non  sit. 

Focus  quoque  locus  insignis  est ;  nam  prxter  iam  dicta,  in  parabola 
radii  omnes  lucis,  caloris,  soni,  e  foco  ad  parabolam  vel  paraboloidem 
(de  qua  statimi  cadentes,  axi  paralleli,  et  hi  in  focum  reflectuntur ;  nam  an- 
gulus,  quera  radius  vector  cum  tangente  facit,  est  Eequalis  ibidem  illi,  cuius 
verticalis  est  is,  quem  recta  axi  parallela  item  cum  tangente  eadem  ad 
idem  punctum  facit.  Hinc  si  fornix  domus  parabolois  essel,  lampas  in 
^QCQ  ardens,  {cuius  fumus  ope  canaliculi  superius  facti  in  caminum  eve- 
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heretur),  lumine  deiecto  donium  totara  ilUiminaret,  qiiamvis  decrescente 
versus  marginem  lucis  gradu,  quod  tamen  in  domo  quavis  etiam  ope 
coni  truncati  aliquatenus  obtineri  potest ;  ut  et  afiris  rivus  facile  regatur, 
et  vaporibus  noxiis  evectis,  lumen  almum  clarius  tranquillumque  pluribus 
studentibus  inserviat.  Notandum  autem  est : 

1.  Lychnii  oleique  quantitatem  qualitatemque  debitam  requiri. 

2.  Conum  ex  alba  subtili  papyro  veltn  dicta  conficiendum  esse  ;  ne 
nimis  opaca  umbram  proiiciat ;  duo  enim  quoad  lucem  vitanda  sunt  ocu- 
lorum  aciem  servaturo ;  gradus  nimius  lucis  sive  in  excessu  sive  in  de- 
fectu,  et  gradus  nimis  differentes  sive  simul  sive  subito  post  se  invicem, 

3.  In  aliquo  canaliculi  loco  diametrum  eius  vicissitudinibus  tempe- 
statis  attemperare  et  facile  et  necesse  est ;  rivus  a6ris  enim  adeo  varius 
est,  Vit.  fornacibus  pro  hieme  exstructis,  infirmiores  vere  autumnoque 
(calorem  quidem  leniorera  extrinsecus  deposcentes),  aHif  (2/^^re  co^OK/«r, 
aut  Qculis  pulmonibusque  laborent.  Sit  igitxir,  etsi  non  huius  loci  sit, 
fornacem  qua  utor  trium  mutationum  suadere,  qua  ad  nutum  quasi 
fumus  diversas  longiores  brevioresve  vias  capit,  quarum  omnino  posteri- 
ores  veri  autumnoque  conveniunt. 

4.  Potest  etiam  cono  truncato  rainori  tubus  item  papyraceus  agglu- 
tinari,  et  simul  cum  candelabro  portatilis  fieri,  ideraque  et  ad  unam  can- 
delara  sebaceam  applicari ;  dummodo  candelabrum  quam  minimum  um- 
bras  proiiciat,  hiraenque  eandem  retineat  altitudinem  ;  quod  facile  ob- 
tinetur,  quum  hoc  ipsum  in  tah  scribatur  lumine.  Tubus  lampadum  Ar- 
gando  debetur. 

Redeundo  ad  paraboloidem :  lucerna  noctu  in  focum  eius  posita, 
riteque  obversa  index  horaque  remota  cerni  possunt. 

Vicissim  radii  e  sole  axi  paralleh  venientes  urunt  in  foco  :  sed  quo 
remotior  focus,  eo  raaior  locus  ustionis  erit,  et  eo  latiorem  paraboloidem 
esse  oportet. 

Ita  reraotum  susurrum  auris  in  foco  maioris  paraboloidis  percipiet ; 
et  vox  e  foco  pronunciata  remotius  exaudietur ;  ita  si  du^  paraboloides 
sint  e  regione  ad  axem  eundem  positse,  ex  unius  foco  missa  vox  lenis, 
nullibi  in    raedio,  sed   in    foco    alterius    quamvis   remoto    auditur  :    quod 
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etiam  loquentibus,  qui,  priusquam  ad  focum  per  secula  remotum  per- 
ventum  fuerit,  a  nemine  intelliguntur,  evenit. 

Fornaces  quoque  exstrui  possunt,  ut  ignis  in  foco  paraboloidis  ardeat ; 
eritque  in  foco  alterius  paraboloidis  e  regione  positee  insignis  sine  igne 
calor ;  latiusque  in  hypocausto  diffundetur. 

Ita  radii  omnes  e  foco  uno  ellipseos  in  alterum  reflectuntur ;  radii 
illi  vero,  qui  quacunque  causa  ita  venientes,  ut  (Fig.  150.)  in  diniidice 
hyperbolee  foco  ^  conveniant,  a  hyperboloidis  I/  facie  interiore  excepti, 
in  huius  foco  f  convenient ;  et  vicissim  si  hinc  nempe  ex  f  procedant, 
ita  reflectuntur,  ut  retrorsum  continuati  in  ^  secarent  se  invicem,  adeo- 
que  disperguntur  £5. 

11. 

Comparatio  sectionum  conicarum,  prius  speciei  eiusdem  quoad  pa- 
rametros  diversas,  tum  earum  inter  se  pro  parametro  eadem. 

1.  Sit  jv  —  t/  ■"'it  —f  P^o  u—  1,  atque  pro  C/^  i~ku  (deno- 
tante  k  quantitatem  abstractam  invariabiiem  Tom.  I.  pag.  11  il  sit  ^R; 
erit  iTom.  I.  pag.  1141 

R  —  r.k'     et      r  =  Rk~'\ 
Itaque 

R:r—V"k:l, 

id  est  ordinatEe  pro  abscissa  quavis  eadem  erunt  uti  radices  quadratas 
parametrorum  quoad  unitatem  eandem  acceptae. 

2.  Si  duas  abscissEe  X  et  x,  atque  ordinatse  earum  Y  e\.  y  conside- 
rentur,  erit  Y'=X'm  parabola,  et  j*  =  ;ir;  itaque  jy  est  proportionalis 
media  inter  1   (nempe  parametrum)  et  abscissam  ;  atque 

Y':y-^X:x, 

nempe  quadrata  ordinatariim  sunt  iiti  abscissae. 
Ita  pro  ellipsi  et  hyperbola 

I-^  X^  ^^  =  ^^^^^  ^  X(a  T  X]  , 
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r.Xui^^X\:^ 


3.  Si  e  piincto  quopiam  eodem  p  per  omiiia  puncta  sive  parabol<e 
sive  ellipseos  sive  hyperbola;  rectis  conceptis,  generetur  (iuxta  pag.  lO) 
simile,  pro  quavis  recta,  quie  a  p  ad  pimctuin  iineEe  quodpiam  X  est, 
accipiendo  ^.pF,  denotante  k  quantitatem  ut  in  i.:  recta  inter  qutevis  duo 
puncta  lineae  novas  ^-ies  tanta  erit,  quam  recta  inter  puncta  linete  prio- 
ris  illis  homologa  (pag.  79) ;  adeoque  si  abscissa  qua^vis  prioris  .t  dicatur, 
et  ordinata  y,  axis  maior  ±12,  parameter  u,  et  X,  Y,  ±  A,  U  abscissam, 
ordinatam,  axem  maiorem  et  parametrura  prioribus  horaologa  denotent : 
erit 

X=kx,    Y=^ky,    U^ku; 

atque  hinc  e  parabohi,  in  qua  y' =  x  erat,  prodit  nova,  in  qua 

Nam 

W  X]^^_=[V  kx\^__    =yv  k, 
et 

\VX\  ^-_.j„__,  =  Vk[.VX\^^_=ly  =  Y. 

Et  hinc  non  solum  llnea  nova  parabola  est,  sed  quum  ipsuin  k,  adeo- 
que  pararaetrum  U  utvi.s  accipere  liceat,  sunt  otiines  pnrabolae  inter  se 
similes.  Non  idem  de  ellipsi  hyperbolaque  valet :  nempe  harum  aequa- 
tiones  et  altera  constans  a  ingreditur ;  estque  pro  his,  si  similes  fuerint, 
parameter  lineae  generata;  ad  parametrum  primitivye,  uti  axis  maior 
generata;  ad  axem  maiorem  primitivae,  id  est 


■.U=a:A. 


In  cllipsi  pro   quovis  I' esL 


[F-] 


^A'- 


A  J 
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Y=ky, 

X 

y^  =  x  —        , 

adeoque 

[ 

^'"J,,-, 

=  k-x- 

'''f  =  kX- 

^  ^'- 

^kX— 

ka     '" 

A-'i') 

et 

iy\-.. 

-„-^^  A- 

Ita    si 

radix 

ex    X— 

X'                   A 

.     qiioad 

n  =  1 

dicatiir 

r,    et 

R 

dicatur 

quoad 

ku  = 

I   accepta 

:  erit  iit  ibidem 

R 

=  r\ 

k, 

et  quii 

m  rad 

ix  ex  X  - 

-     -   quoad 

n  =  I 

=  yy' 

accepta 
k, 

1  y  sit, 

est 

nam 

X- 

-  ^  =kx- 

t-x' 
ka 

=  k(x- 

^ri- 

Est  igitur 

R=y  /J.  \'"k  —  ky  =  Y. 

Pariter  de  hyperbola  patet, 

4.  Si  inter  se  coinparentur,  prEesertim  parabola  cuin  hyperbola^  vcrba 
Kepleri  inteliiguntur :  parabola  non  ut  hyperbola  extendit  brachia,  sed 
quasi  contrahit  a  complexu  infiniti,  semper  plus  qtddem  complectens, 
sed  eo  minus  appetens ;  ciim  hyperbola  quo  plus  actu  inter  brachia 
complectitur,  hoc  plus  etiam  appetat. 

Considerentur  prius  increinenta  ordinatarum  pro  incrementis  abscis- 
sariim  aequalibus :  in  parabola  sunt  incrementa  ipsius  y^  Eequalia,  non 
ita  in  ellipsi  et  hyperbola  ;  nempe  sit  abscisste  incrementnm  i,  et  w 
incrementum  ordinats,  erit 

[y  4-  u)\^  — y'^  —  x-v  i —  X  =  i 
pro  qnavis  abscissa  x.  In  hyperbola  auteni  est 

\x-^i ''        ax  -1-  '//  +  X-'  +  2x1  -1-  i' 
-^  '  a  a 
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e  quo  snbtriicto 

j ax-\-x' 

■^  a        ' 

manet 

a  ' 

quod  dura  x-~^oo,  manifesto  -^  co. 

Fiat  iam  iFig.  151.'  e  vertice  a  hyperbolEe  iqui  sit  simul  parabola; 
vertexi  perpendicularis  ipsi  — -  sequalis  ;  atque  ducatur  per  extremitatem 
huius  e  centro  c  hyperbolae  recta  :  in  hyperbola  z — jy-— o,  in  parabola 
vero  —  OQ. 

Nempe  si  distantia  verticis  a  centro  poKitive  accipiatur,  iquaravis  axis 
maior  ~a  et  axis  minor  hyperbola;    V —a  siti,  erit 

a    _  fa  _   a  . 


unde  duos  priores  terminos  per  -  dividendo  est 


\/'a     ' 

est  vero 

.1''^ 

x-f-  ^  , 

itaque  z^'  —y-  seu 

{z-\-y\  iz- 

-jy; 

_r- 

ax~^x'- 

■ax  — 

a 

consequenter 

z~y- 

a 

"  4'z^y\ 

qiiod    inanifesto    nnnquain    fit    o,   sed  ^—  o  ;    adeoquc    A    asymptota    est 
iTom.  I.  pag.  3151. 
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In    parabola    vero    z  —  y     si  y    ordinatam    parabol^    denotetl    maius 
quovis   li,  quod    >■     /^    est,  fieri  potest.  Nempe 

a 

-i-  X 

z  —  y'-— —  ^  X 

pro  constantibuK  /,  <^  poni 

—  y^Sx—  ^  x  =  y  -h  (%f  —  <■) 

potest,  quod  -•— -  co,  si  (.i--— 00;   nempe 

<W—  (.)  —  (.>ir)o)  —  It 
et 

r)w"     '"'' 
nam 

&„"-■"■  =  — j,:,      =-,)o,"°- 

At  prteterea  etiaui  posito 

-h  X 

z  —y'=  -   —.-     —  y  X—  fl, 
I  " 
est 

-^    -^x—/ax  =  l-lVa, 

atque  liiuc 

-Ca;c^,V/«-  ^    -x; 

et  qnadrando  fii 

aa;  —  jPa  H-        -t-  x^  —  ;/«  V  a—  2,-ix  /a  -h  ^?a-, 


o  =  x'—  2.-JX  /a  ~h   "^    -h  i^a  —  fla  \f<h 
atqne  hinc 


^  =  /^i/"rr±|//yflV<^-  ^\ 


nbi   pro  iia\'a>  -j    ,   idest   pro  ,i>  radi.x   realis,   et   si  /:^>  (  -r, 


pro 
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parabola    positivi    duo    valores    ipsius    x   dantur.  Ex.gr.  Sit  a---J,  et  sit 
etiam  /?—  i;  erit 


y'--V^-V-'-^p-, 


'  ±_V_3    _  1/  2  ± 
2  r  2 


''■s^, 


ent,  qiua 


■  r  ±  V  3  )^_^    I  ±  3  ±  2  V'3    ^   2  dz^/3.. 
\        2         '  4  2 


in. 

Mutatio  initii  abscissarum    in   centrum    ellipseos  hyperbolffiqne,  ut 
qiiaedam  expeditius  tradantur, 

Aequatio  facile  prodibit,  substituendo  ipsi  x  sumraara  diraidii  axis 
maioris  et  rectse,  quas  a  centro  usque  ad  finem  ipsius  x  est ;  axis  est 
-+-«  in  ellipsi,  —  a  in  hyperbola,  posterius  autem  dicatur  u.  Singulis  ca- 
sibus  percursis  iFig.  152.)  patet  esse  x  =  u-^  in  ellipsi,  et  x~u  — 
in  hyperbola ;  dumraodo  prouti  x  accipitur  positive  vel  negative,  ita  et 
u  accipiatur ;  ex.  gr.  si  x  ad  dextrara  positive,  et  negative  ad  lasvam 
accipiatur.  et  u  e  centro  ad  dextram  positive,  et  negative  ad  lEevam 
accipiatur. 

Eritque  hoc  pacto  pro  ellipsi 

a    ("  +  -:)' 

y^  =  x- —u-\ —     —  ~ 
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Pro  hyperhola  vero  est 

y'  ^x-^-         —n  —         H~   ■■     ■ 


Disiantia  focalis,  id  est  distantia  foci  a  vertice,  nempe  extremitatis 
illius  abscisste,  cuiiis  ordinata;  dupliim  —  i,  prodit,  si  pro  y  ponatur 
,  adeoque  -,-  pro  y,  Itaque  tn  parabola  ex  ^  =  ^  patet  distantiam 
focalem  esse  quartam  partem  parametri,  et  unitatem  pro  y  —  \^x  esse 
quadruplam  distantiae  focalis :  positis  itaque  vertice  a  et  foco  f  quo- 
cunque  libuerit,  y=:-\l  x  (radice  quoad  4Ctf  =  i  acceptai  determinabit  pa- 
rabolaui,  cuius  parameter  =  ^af ;  et  vicissim  pro  data  paraiiietin  ^af  =  i 
dabit  v=V^  parabolani,   cuius  distantia  focalis  af  erit. 

/«  ellipsi,  si  in 


pro  u  ponatur  dlstantia  foci    a    centro.  eccentricitas    dicta,  per  E  deno 
tata  :  fiet 

1  E'^  _  a 

4  «    ^~4' 

et 

E'        a  —  I 


4      ' 
atque 

^_  Va'  —  a 

2 

In  hyperbola  distantia    foci    a    centro,  pariter  eccentricitas  dicta,  de- 
signetur   item   per  E\   erit 
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I  E^        a 


adeoque 

^        4       ' 


Unde  etiam  tam  in  ellipsi  qiiam  in  hyperbola  diias  focos  a  centro 
asquidistantes  esse  patet,  nempe  pro  M=+^fit  y^  =  -,-- 

Ex  E  ei  a  distantia  foci  a  vertice  qtioque  prodit,  ^  —  E  in  ellipsi, 
et  E — -^  in  hyperbola. 

Sed  parameter  etiam,  nempe  unitas  ad  extractionem  radicis  requi- 
sita,  nt 

prodeat,  innotescit :  nam  pro  ellipsi  erat 

i  ^a  _    E^- 
4         4  "    ' 

adeoque 

_  i,E' a^  —  4-^\ 

in  hyperbola  vero  erat 

'   i   _   El_a 

^~    a  4 


adeoqLie 


Atque  manifesto  a  et  E,  aut  a  et  unitatem,  sive  E  et  unitatem 
utcunque  ponere  Iicet,  dummodo  pro  eUipsi  >■  E  et  pro  hyperbohi 
E^       sit ;  secus  enim  pro    elhpsi  -      -  -  et  pro   hyperbohi 
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(nempe  unitasi     positiva    non    erit:     ex.     gr.    si    pro     ellipsi     poneretii 

E'^      ,  erit    4.£'^>-4(      j,  adeoque  >- a-. 

Si  a  et  unitas  ponatur  :   prodit  in  ellipsi 


£-- 


y  a'  —  a 


radice  quoad  unitatem  positam  aceepta.  Tta  si  E  et  unitas  posita  fuerint, 
prodit  (i ;  nain  ^E^  —  a^  —  a,  et  ex  asquatione  quadratica 

a^  —  a  —  4E~  =  o, 
fit 

ubi  signuin  superius  accipi  debet,  nani 

est,    nec    aliud    asseritur,    nisi    quod    exprcssionis    valor    aliquis    =  a    sit 
iTom.  I.  pag.  1231. 

Iii  parabola,  si  'Fig.  153.)  f    in    peripheria    centri    p    radii    Pf  ipsi  f 
omni  dabili  propius  veuiat,  unitas  (pag.  1661  -  — o;   adeoque 

>'=  \'  X-—0 

pro  quovis  dato  x,  et  linies    geonietriciis    parabolie    recta  fp  est,   donec 

libuerit  per  p  coutinuata. 

In  ellipxi,  si  E'—-o,  tum 

a^^AEr 
1=  ^■■-     -^a. 

a 
et  e.\ 

pro   E^o  lit 

y  =^  /.Y  -  X\ 

Eequatio  circuli  pro  diametro   i.  Ita  si  ponatur 
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a^ —  ^E^-  _ 


fiet  a'  —  4^'"  =  «',  et  hinc  i\E' —o,  adeoque    E~o. 
Est  porro  iii  ellipsi  /{  <.      ,  at  si 

'l  — /;^w-o, 
tum 


\E-  —  4  I '?■'•'  +  <-i\  —  'i^  —  \aM  +  \m'-, 

quod  --—a'-.  Si  igitur  aut  maueute  E  decrescat  a,  aut  nianente  a  cres- 
cat  E,  dummodo  w  —  o:  fiet  y  tanquam  radix  quoad  unitatem  omni  da- 
bili  minorem,  pro  quovis  x  luempe  quovis  puncto  ipsius  a)  dabili  quovis 
miuor,  adeoque  Umes  geometricus  erit  recta  ipsa  <( ;  nempe  tum 

1/--I  — 

et  limes  o  est  pro  quovis  y. 

In  hyperbola  est    /?>---,  et  si  E—  ^  '— -o,  sit 

erit 

quod  -— (j^,  adeoque 


Si  igitur  manente  E  crescat    a,  vel    manente    a    decrescat  5",  dummodo 
!■; '— 0  :  fiet  y  tanquam  radix  quoad   i--— o  omni  dabili  rainor,  nenipe 
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|/* 


et  limes  geometricus  recta    erit  in  linea  abscissaruin  ab  ,^  ad  lievam  et 
ab  f  ad  dextrani.  iFig.  152.) 
Si  vero  ponatur 

4A'-^  — a^ 
I  =  ~a, 

a 
erit 

4j5'^  — a-  =  ti^, 
atqne  hinc 

et  pro  posito  a  erit 

E'-^   ^~=-^       et      E^    l-   ■ 

pro  E  posito  auteni  erit 

a-~  2E-=  I. 

Patet  etiani    E'' =        —  -     (pro  a  =  i]  dare 

Notanduni  autem  est :  quod  tam  in  ellipsi  sunmia  radioruin  vectorum 
e  duobus  focis  ad  idem  punctum  ductorum,  quam  in  hyperbola  diJTe- 
rentia  minoris  a  maiore  sit  —  a;  etiam  dum  limes  geometricus  recta  est, 
inter  ^  et  f  in  ellipsi,  et  in  hyperbola  recta  infinita  per  ^  ^t  f,  excepta 
parte  ^f.  De  quo  statira. 

V, 

Radii  vectores. 

In  parabola  (Fig.  154.)  e  triangulo  rectangnlo,  cuius  catheti  snnt  y 
et  -7  —  :ic  vel  jv—  j-,  est  radius  vector  r  hypotenusa 


=  /r->-(±\-+.]-=\/'. 
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nempe  si  quarta  pars  parameiri  addatur  abscissae,  prodit  radiiis  vec- 
tor  in  parabola. 

In  ellipsi  et  hyperbola  (Fig.  152. i  radii  vectores  R,r  ad  idem  punc- 
tuni  p  e  duobus  focis  ^,  f  sunt  hypolenusas  triangulorum  rectangulorum, 
quorum  v  ordinata  puncti  p  cattietus  comraunis,  et  alterutrius  cathetus 
alter  E—u  vel  u  —  E,  alterius  u-\rF-  est ;  patet  hoc  casibus  percursis 
ordinata  ipsius  p  sive  intra  focos,  sive  in  aliquem,  sive  ad  latus  alter- 
utrum  ceciderit,  dummodo  E  hic  semper  positive  intelligatur,  irao  u 
quoque  etsi  negative  situm  fuerit,  positive  accipiatur  ;  quod  iieri  potest, 
quum  u  prseterea  heic  nonnisi  in  j'',  et  quideni  in  potentia  secunda^ 
adeoque  positive  occurrat. 

Itaque  alteruter  ipsorum  A'  et  7-,  tam  in  ellipsi  quara  in  hyperbola,  esl 

nam  <u  —  E  ^'  ~{li—iif  \  alter  autem  est 


4  a 

hvperbola    "    —  "    ipsi  jy'-,  et  '^        '^-     ipsi  E^,  prodit  uterque  radius 


vector  m  utraque. 
Nempe  in  ellipsi 


K^l/'^  -  "'  -yu^^2uE-vE:' 

^  f  a  u^  ,  j-.  ^     a-—  a 

r    4  a  4 

V     4 


quod  est 

nam  hoc  per  se  midtiplicatuin  fit 


-H  ?('  —  2uE, 
a   2uE 


vGoosle 


ELEMENTA    GEOMETRIAE. 


fl^            AU'E                   ,, 

4    +       a^-     -'•''■  = 

«^     ,       47^^(2=           4«^ 

4            4a'            4«= 

Ita 

f  +  "'-f--^- 

-/:- 

f +«'+-'^+^^-' 

quod  eodem  modo  prodit 

iibi  in  ntroque  casu  sigiium  superius  accipi  debet ;  nam  si  inferius  signum 

accipiatur  pro  ipso  r,  — W  ^'^       negativum  esset,quia  2£:'<:(f,  adeo- 

que    "        <:?/,// vero  non>-        est.   Pro  R   item    signa    superiora    accipi 
debent,  nempe 


quia  —        — 

panter  negativum 

accipiuntur. 

Est  igitur 

o               (;          211 E 
R^r=        H-     ■-■      - 
2             a 

Pro  hypei 

■biila   pariter 

K=\^ 

et 

2uE 

atque 

A'  -r^a; 

nam  ibi  pro  r  signura  inferius  accipiendum  est,  nempe  e  duabus  radici- 
bus,  quura  una  certo  valeat,  reiecta  qure  non  valet,  altera  retinenda  ; 
nimirum  —  -  esse  nequit ;  quia  tum  in  triangulo,  cuius  basis  2E 
est  et  reliqua  latera  R  at  r  sunt,  esset  R-\~r  =  a,  et  summa  duorura 
laterum  esset  tertio  2E  minor,  nam  2E  in  hyperbola  est  >a. 
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CorollariiJtn.  Hinc  etiam  in  eUipsi  radius  vector  ad  extremitatem 
axeos  minoris  est  ~  ^  ,  efficit  enim  cum  altero  radio  vectore  dimidium 
axis  maioris,  suntque  hi  radii  vectores  Eequales,  propter  duo  triangula 
rectangula,  quorum  axis  minor  cathetus  communis,  et  alter  cathetus  E 
ad  dextram  Ifevamque  est, 

Hinc  ab  extremitate  axeos  minoris,  taiiquam  centro,  radio  ipsi  ^ 
ydquaii  foci  in  axe  maiore  determiuantur. 


VI. 

Ex  his  sequitur  constructio  secttonum  conicarum  :  prius  constructio 
geometrica  sensu  s\xict.o  puncti  cuiusvis  ipmnium  nunquam' ;  tum  con- 
slructio  mechanica  motu  continuo. 

1.  Nempe  pra?terquam  quod  quodvis  punctum  UneEe  per 

deterrainata^  a  directrice  et  foco  aequaUter  distet ;  ac  quodvis  punctum 
p  Uneas  per 

determinata;  tale  sit,  ut  ,fpH-fp  =  (;  sit  ;  necnon  quodvis  punctum  p 
lineaa  per 

determinatae  tale  sit,  ut  ,-fp  —  f p  =  a  sit,  ,f  et  f  focos  denotantibus,  et  foco, 
qui  in  eaiidem  respectu  perpendicularis  e  centro  c  ad  axem  positee  pla- 
gam  cum  p  cadit,  in  hyperbola  f  dicto  :  nec  uUum  aUud  punctum  tale 
est.  Nempe  quodvis  punctum  q  extra  parabolam  directrici  propius  quam 
foco  est,  et  quodvis  intra  parabolara  a  directrice  remotius  quam  a  foco 
est ;  et  quodvis  punctum  q  extra  eUipslm  tale  est,  ut  ^q  +  fq>*a  sit, 
ac  quodvis  q'  intra  ellipsim  tale  est,  ut  ^c\ -\- \c\  <.  a  sit ;  atque  quodvis 
punctum  C\  extra  hyperbolam    tale    est,  ut  ^C^  —  \c\-<,a  sit,  et  quodvis  i)' 
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intra  hyperbolam  tale  est,  iit  ^q'— fq'>«  sit,  si  q,  i]'  cum  f  {ut  supra 
de  p  dictum  est)  in  eandem  plagam  cadant,  si  vero  C\  in  perpendicularem 
e  centro  cadat,  tum  ^q  —  fq  — o- 

a)  Nam  quoad  pnrabolam  iFig.  155. i  sit  qb  perpendicularis  ad  axem ; 
cadet  b  aut  ab  a  ad  dextram  aut  ad  lasvam ;  si  prius,  tum  in  perpendi- 
culari  illa  aliquod  punctum  f  parabolae  erit ;  alque  manifesto  distantia 
ipsius  q  a  directrice  est 

W  =  tf<qf. 

Si  vero  q  in  q"  vel  q'"  fuerit,  distantia  ipsius  q"  a  directrice  est 

b"^<af<b"f<q"f  ; 

ita  si  q  in  q"'  cadat,   distantia  ipsius  q'"  a  directrice  est 

lV"6<Il"'f<cl-f. 

Si  vero  q'  intra  parabolam  fuerit,  in  pcrpendiculari  b'Cj'  gaiidet  panibola 
puncto  t",   et  distantia  ipsius  q'  a  directrice  est 

b'^-F'f>q'f. 

h\    Quond  cdlipsim  iFig.  156.1:  si  q  extus  cadat,  est 

A''-t-  r'  >  A^  -I-  r  =  a. 

Si  vero  q'  intus  cadat,  tuni 

A-h  r>  A'-4-  r\ 
adeoque 

a  >  A'-H  r'. 

c]  Quoad  hyperbolam  (Fig.  157.  :  Si  q  extus  sit,  recta  ex  q  ad  f 
secat  hyperbolam  in  p ;  adeoque 

Fiant  centris  q,  p,  radiis  qf,  pf  circiili  ;  cadet  peripheria  radii  qf  extra 
alteram  ;  adeoqtie 
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Sf=M-n 


quod  igitur  <;,■?  est.  Si  vero  q'  intus  cadat,  gaudebit  hyperbola  in  recta 
fq'  puncto  p  ;  describantur  centris  jj,  q',  radiis  pf,  q'f  circuli ;  cadet  mani- 
fesfo  peripheria  centri  p  infra  alteram  ;  eritque 

,5p  -  f  P  =  ^f  "1  =  «  <  ,f  g  <  ,ii ; 

est  vero 

quod  ergo  >■«  est. 

2.  Sed  etiam  quodvis  punctum  p  a  certa  recta  £)  et  certo  puncto  f 
iequahter  distans  punctum  parabolEe  est,  per  directricem  D  et  focum  f 
determinatEe ;  et  quodvis  tale  punctum  pro  punctis  ^,  f,  ut  sit  p^-i-pf^«, 
nisi  p,  ^,  f  in  recta  sint,  punctum  elhpseos  est  per  focos  ^,  f  et  axem 
maiorem  a  determinata; ;  atque  quodvis  tale  punctum  p  pro  punctis  ,f, 
f,  ut  sit  ^p — fp::^a,  punctum  hyperbolffi  est,  per  focos  ,f,  f  et  axem 
maiorem  a  determinatEe. 

Nam  quoad  parabolam  :  sint  (Fig.  158. i  y'p,  fii  perpendiculares  ad  D, 
et  pp'~pf;  fiat  fa  =  ab,  atque  parabola  per  eequationem  y—yx{radice 
quoad  ^fa  — i  — 2f5  accepta). 

Ouoad  ellipsim  hyperholamqiie  autem,  datis  punctis  ^,  f  ut  focis 
consideratis,  ex  a  et  '''  —  .£"fperpag.  167)  reperitur  uniLas,  quoad  qnam 
pro  abscissis  u  e  medituhio  ipsius  ^\  acceptis 

tf  a  tt' 

dabit  cllipsiin,  et 

.  f  u^         a 

hyperbolam, 

3.  Ex  his  praster  iam  dicta  coiistructiones  sequentes  intehiguntur.  Sil 
[Fig.  158. 1  ad  axem  parabolEe  ad  distantiam  -^-  ad  Isevam  a  vertice  a 
perpendicularis,  directrix  dicta ;  et  erigatur  e  fine  cuiusvis  x  ad  axem 
perpendicukris  P;  si  ista  perpendicularis  centro  in  foco  f,  ad  distantiam 
^    e  vertice  ad  dextram  accepto,  radio  ^ -i-  j     utpote  distantia    perpen- 
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dicularis  P  ■&  directricei  aecetur  :  erit  p  punctum  sectionis  punctum  pa- 
rabol^,  et  omnia  puncta  ita  generata  eiusdem  parabolas  erunt  iper  t.). 
Patet  'Fig.  153.1,  centro  p  radio  pf  scripto  circulo,  tangentem  in  quovis 
puncto  X  talem  directricem  pra^bere,  a  qua  p  tantuin  quam  ab  f  distet; 
sed  si  E  ipsi  f  dabili  quovis  propius  venit,  perpendicularis  ex  f  ad  tan- 
gentem  per  E  ductam,  adeoque  et  unitas  'neuipe  duplum  perpendicularis 
dictffi)  '  — o;  atque  in  tali  parabola  y—\x  'radice  quoad  dictam  nnitatem 
acceptai  fiet  pro  quovis  certo  x   dato   quovis  minor. 

Ita  pro  ellipsi  'Fig.  159. 1  sit  a^  — fE»,  et  moveatur  punctum  f  ex  ^ 
usque  in  f,  dicaturque  R  recta  ab  a  usque  iu  p,  et  r  dicatur  recta  a  p 
usque  in  h  ;  erit  ap  -I-  pb  —  a  ;  atque  arcus  centro  ,f  radio  R  scriptus 
secabit  arcum  centro  f  radio  r  scriptum  ;  ac  punctum  sectionis  punctum 
elHpseos  erit,  et  omnia  ita  generata    eiiisdeni    ellipseos    erunt  ipag.  1741. 

Pro  hyperhola  autem  'Fig.  160,'  si  ,^'a  — fb  fuerit,  et  moveatur  pun- 
ctum  p  ex  ^  ad  Isevam,  et  p  ad  dextram  ex  f,  utrumque  in  axe,  tem- 
poribus  tequalibus  vias  Ecquales  describendo  ;  dicaturque  R  recta  ap,  et 
■/'  recta  ap,  puncta  p,  p  simultanea  intelligendo  :  erit 

ap  —  aP  —  a\  —  a^  ~  a  ; 

itaque  arcus  e  ceutro  ,^  radio  ap  scriptus  secabitur  per  arcum  ceutro 
f  radio  ap  factum  ;  eritque  punctum  sectionis,  ubi  r  —  R  =  a,  punctum 
hyperbolge,  et  omnia    ita    generata    eiusdem    hyperbolee   erunt  ipag.  174. 

4.  Ex  (pag.  163)  adhuc  alia  constructio  geometrica  quotvis  punctorum 
hyperbolae  iFig.  161.'  ex  uno  sequitur. 

Nempe  inter  asymptotas  per  punctum  hyperbola;  utcunque  ducatur 
recta  erit  a  =  (i."\  et  quodvis  punctum  novum  item  novum  praebet, 
Ratio  est  sequeus. 

a-^a":ji'—a":y. 


Hinc 
sed  'pag.  1631 


-0  ■■'/■/■, 
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ubi  /  ipsius  z  —  y  et  /  ipsius  z-^y  vicem  subit ;   itaque 

ci.u~\~u.d  —  aa-h-  a  a'] 
adeoque 

cca  —  a'a"\ 
et  hinc 

Imo  (Fig.  162.)  alia  hinc  constructio  punctorum  quorumvis  hyperbolEe 
sequitur,  abscissis  in  asymptota  e  centro  sumtis,  et  ordinatis  asymptotffi 
alteri  parallelis,  cui  etiam  q  ex  vertice  parallela  est,  quod  potentia  hy- 
perbolae  vocari  solet. 

Per  triangula  sequicrura  et  parallelas  est 

>^n  =.  DC       et       q^  --  €^  =  -  C33. 

■'2  2 

Sit  porro  e  vertice  ipsins  y  parallela  ab  ad  ^c ;  erit 

et 

/?':  x-=  im  :  J(D      id  est     ft':  x^  ^ ^  ■  9 '^ 

hinc  (quia  propter  angulos  /  asquales  x  —  (ih  —  x')  est 
et  quia  flii'=  ^    (pag.  163), 


(¥-xy=^-^-r\ 


adeoque  si  a!ia  abscissa  fuerit  X  ciusque  ordinata  sit  Y,  est 

y:Y=X:X, 

idest  ordinatas  sunt  inverse  uti  abscissge. 

5.  Ex   his    tngemosne   sectionum    comcarum    constructiones    mecha- 
nicae. 
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Parcihola  dimidia  describetur  :  si  iFig.  163.)  norma  21BC  feratur  iiixta 
directricem,  atque  plumbago  intra  filum  af-ha2I  utramque  partera  ad 
extremitates  f  et  31  fixam  tendens  noTma;  durante  motu  semper  appressa 
sit.  Erit  a  vertex  parabolte,  nam  ab  f  et  a  directrice  aequaliter  distat ; 
atque  et  postea  tantum  accedet  distantite  priori  plumbaginis  a  directrice, 
quantum  e  latere  normie  denudabitur,  et    tantum    etiam  ipsi  af  accedet. 

Quodcunque  fi!i  punctum  p  fuerit  ultra  a,  sit  pa  — /. ;  erit  filura  ex  p 
usque  \  tensum  =  i^  +  /  ;  eritque  ha;c  eadem  pars  lateris  normas  nuda  ; 
et  quum  radius  vector  ab  f  ad  extremitatem  ordinatse  cuivis  x  respon- 
dentis  sit  -j  H-  x:  manifesto  x=}.  inde  a  zero  crescente,  norma  iuxta  direc- 
tricem  promovetur.  Pariter    et    alterum   parabolee    dimidium    describitur. 

EUipsis  describitur  iFig,  164.).  Sit  filum  recta  ,ff  longius,  extremita- 
tibus  in  f<^,  f  fixura,  et  suramee  rectarum  a^  et  af  Eequale,  dicaturque 
summa  ista  a  ;  describetur  cUipsis  plumbagine  prius  in  a  posita,  si  dein 
ad  omnia  fili  puncta  p  sequentia  feratur,  filumque  e  quovis  loco  ad 
puncta  fixa  ^,  f  tendatur,  uti  p,^-l-pf  =  (7  est.  QuEevis  recta  enim,  quce 
non  "<  fl^  nec  >>af,  omnino  in  filo  accipi,  atque  filura  ex  illo  puncto 
p  ad  puncta  fixa  ^  et  f  tensum,  praebet  p^-hpf~«;  itaque  punctum 
ellipseos  est,  et  quodvis  ellipseos  punctum  per  dicta  tale  p  est,  nec  ullum 
aliud  datur. 

Quoad  hyperbolam  sit  filum  iFig.  165.'  i^'^ -l- ba  —  ^ -1- /,  extremitate 
una  in  ^  fixum,  et  altera  in  puncto  &  regulEe  &f  in  f  fixae,  et  ponatur 
plumbago  ad  punctum  a  fili  ex  a  ad  puncta  ^  et  &  ita  tensi,  ut  partes 
ba,  ^a  regulse  adiaceant ;  atque  tum  moveatur  regula  circa  f,  et  interea 
plumbago  reguIcC  appressa  filura  e  quovis  eiusdem  puncto  ad  puncta  b 
et  ^  tendat :  describet  plumbago  quadrantem  hyperbolse,  in  quantum 
regula  omni  dabili  longior  concipi  potest ;  atque  eadem  constructione  et 
quadrans  inferior,  et  regula  in  ^  fixa,  filique  extremitate  in  f  fixa,  altera 
hyperbolse  pars  quoque  prodit.  Est  nempe  distantise  puncti  a  ab  ^ 
differentia  a  distantia  puncti  f  ab  eodem  a 

af-a^-:/?-^ 

quod  sit  a  ;  postea  vero  mota  regula  circa  f,  si  plumbago  sit  in  p,  atque 
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&'p  sit  —k  —  (.1,  erit 

^■^  =  y^i^     et     pf^/:?+w; 
conseqiienter 

Itaque  p  punctum  hyperbolEe  erit.  Datur  antem  pro  quovis  w  talis  an- 
gulus  regulas  circa  \  motje,  ut  p  prodeat:  nam  y-\-i-}  datur,  regulam 
filumque  enim  utvis  magna  accipere  licet,  adeoque  e  filo  ipsi  y  adhuc 
(.»  addi  potest ;  tum  vero  regulee  pars  k  longitudine  eadem  {nempe  e) 
denudabitur,  adeoque  fiet  j^p~;/  +  (,/,  fp  vero  —(l-\-(.}\  atque  basis 
constans  ii~\-y  et  nova  duo  latera  y^io  et  /i-)-w  talia  sunt,  ut  trian- 
gulum  constituant,  quum  summa  binorum  quorumvis  tertio  maior  sit. 
Facile  etiam  patet,  crescente  u)  crescere  angulum  regulEC  ad  f. 

VII. 

Tangens,  subtangens,  normalisque  et  subnormalis  in  singulis. 

Ad  quodvis  punctum  p  sectionis  conicEe  cuiusvis,  quam  ad  quodvis 
eius  punctum  curvam  esse  demonstrari  potest,  (qualis  est  parabola,  elU- 
psis,  hyperbola  et  circulus),  non  autem  sectionis  plani  per  apicem  euntis, 
tangens  datur  (Tom.  I.  pag.  290)  ;  eaque  est  recta  bisecans  anguhim  radi- 
orura  vectorum  ;  notando,  quod  in  parabola  aker  radius  vector,  quasi  e 
foco  in  axe  in  infinitum  abeunte  ad  p  ductus,  adeoque  axi  parallehis 
concipiatur,  in  eUipsi  autem  alteruter  radiorum  vectorum  continuetur 
extra  eUipsim  ultra  punctum  eius,  ad  quod  e  focis  uterque  ducitur,  atqne 
angulus,  quem  continuatio  ista  cnm  aUero  radio  vectore  non  continuato 
facit,  bisectus  tangentem  in  eo  puncto  prsebeat.  Atque  et  parabola  ut 
eUipsis  foci  in  axe  in  infinitum  remoti  consideretur. 

Si  vero  tangens  ad  sectionem  conicam  ex  aliquo  puncto  p  mittenda 
sit,  tum  circulus  centro  p,  radio  usque  ad  focum  proximum  extenso, 
secetur  ex  altero  foco  radio  a  in  eUipsi  et  hyperbola,  in  parabola  vero 
directrix,  tanquam  arcus  radii  vectoris  infiniti,  secetur  per  arcum  prio- 
rem,  atque  tura  e  foco  priore  ducta  ad  punctum  sectionis  recta  bisece- 
tur:    erit  perpendicularis  e  puncto    bisectionis    erecta  tangens  quaesita. 
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Ouoad  paraholam  (Fig.  i66.)  sit  tangens  ad  pnnctum  p  ducenda : 
radius  vector  pro  foco  f  est  fp,  et  alter  axi  parallelus  est  j5p',  ac  fp  — pp'. 
Si  iam  angulus  fpp'  bisecetur,  fiatque  p'pf^fpf=&;  erit  pf  X  fp',  et 
ff  z=  fp';  ac  quodvis  punctum  rectse  pE  (ex.  gr.  q)  a  punctis  p'  et  f  a;qui- 
distat.  Itaque  qq'  perpendicularis  ad  directricem  est  <qp'— qf,  quo- 
cunque  cadat  q :  unde  quodvis  tale  punctnm  q  extra  parabolam  cadit ; 
nam  sJ  in  Hneam  ipsam  caderet,  tum  qq':^qf  esset ;  si  vero  intus  cade- 
ret,  tum  qf-cqq'  esset  (pag.  174}. 

Si  vero  (Fig.  167.)  ex  p  puncto  extra  parabolam  sit  tangens  ad  eam 
mittenda:  PP'  perpendicularis  ad  directricem  est  <Pf,  (pag.  174);  itaque 
e  centro  P  radio  Pf  directrix  certo  secabitur  in  duobus  punctis  a  et  a' 
a  perpendiculari  PP' utrinque  asqualiter  distantibus  ;  fiat  recta  fa  (vel  fa'); 
recta  per  medituUium  f  huius  et  punctum  datum  p  ducta  tangens  erit. 
Nam  pa  =  Pf,  itaque  fp  est  perpendicularis  ad  f a ;  consequenter  quod- 
vis  punctum  ipsius  fp  a  punctis  a  et  f  ^qualiter  distat ;  et  si  perpendi- 
cularis  ex  a  ad  directricem  erecta  secuerit  alicubi  in  p  rectam  fp,  p  punc- 
tum  parabolse  erit,  quia  a  directrice  et  foco  Eequaiiter  distabit.  Secari 
autem  rectam  fp  per  perpendicularem  ad  directricem  ex  a  erectam  ne- 
cesse  est  :  nam  perpendicularis  e  puncto  f  rectae  af  erecta  infinita  quam- 
vis  rectam  per  ffunctum  a  rectas  af  ductam  infinitam,  preeter  eam,  quie  ad 
af  perpendicularis  est,  secat,  itaque  et  eam,  qu^  ex  a  ad  (X^'  perpendi- 
cularis  est,  quia  eadem  ad  af  perpendicularis  non  est. 

Fiet  igitur  sectio,  et  punctum  illud  parabolee  erit ;  reliqua  vero  extra 
parabolam  cadent. 

Si  P  plane  in  f  cadat,  tum  ex  f  ad  af  perpendicularis  erigitur,  quod 
etiam  de  ellipsi  et  hyperbola  notandum  est :  uti  id,  quod  inter  tangen- 
tem  et  lineam  tactam  nulla  recta  e  puncto  tactus  duci  queat  (per  Tom.  I. 
pag.  349),  itaque  ad  nullum  punctum  angulo  gaudeat  (pagg.  15  'd\  adeoque 
curva  sit. 

Subtangens  5  est  =\o^- — fin  (Fig.  166.);  sed 

fg^pp'. 

quia  Affg— AEp'p;  nam    f f  =  fp'  et   propter    pp' ||  fb    anguli    alterni  ad 
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p'  et  f  et  ad  p  el  a  sunt  Eequales.  Consequenter  (pag.  lyoi 

\a,=   radio  vectori    —x-h—- 
Est  autem 

fm=i— x; 
itaque 

S  —  X-h-       —     -     —  x)  =  2X. 

Si  ordinata  pm  ultra  focum  caderet  :  tum 


5  =^  fa  -H  f in  ^x-l — --hx ■■  -  —  2x. 

4  4 

Unde  in  parabola  ad  p  tangens  pg  ducetur,  si  ad  axem  deniittatur 
perpendicularis  pin,  et  ac^  =  am=;v  fiat. 

Normalis  M,  id  est  pil  nerape  perpendicularis  ex  p  ad  tangentem, 
si  secuerit  axem  in  n,  dicitur  mil  seu  v  subnormalis  ;  pg  autem  pro  tan- 
gentts  quantitate  accipitur ;  quod  etiam  cum  quantitate  tangentis  arcus 
circularis  trigonometrica  convenire  facile  patet,  si  secans  ch  pro  linea 
abscissarum  e  centro  c  accipiatur  (Fig.  168.);  et  quidem  quasi  prius  in  E 
fuisset  abscissarum  origo,  et  inde  ad  centrum  translata  fuisset :  erit  ex- 
tremitati  arcus  Ea  respondens  ordinata  y  —  ah,  et  subtangens  puncto  a 
respondens  erit  b&,  atque  tangens  ab  eadem,  quas  sensu  trigonometrico 
arcui  af=fa  respondet;  et  facile  patet,  quod  si  f  pro  f  ponatur,  jy' fiat 
ah\  et  subtangens    b'&',  atque  tangens    a&'  negativa,  ut   in  trigonometria. 

Est  vero  iFig.  166.)  triangulum  pqu  ad  p  rectangulum,  atque  piTi  =  jy 
esc  perpendicularis  ad  911 ;  unde 

mn  :jv  =>'  :  s, 
adeoque 

y^ X    I  _ 


con: 


;equenter  subnormalis  in  parabola  est  dimidiae  parametro  aequaiis. 
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Ex  iisdeni  triangnlis  rectangulis    prodit  tangens  normalisque  ;    ex.  gr. 
tangens  (ad  punctum  p  et  axem  a\)  nempe  recta  pg 


^Yy-\-s^—  V  :c  +  4^=  =  1/  4»r  (i 


id  est  tangens  in  parabola  est  radix  quadrata  e  quadrupla  abscissa 
per  radium  vectorem  multipiicata. 

In  ellipsi  (Fig.  169.)  erit  fq  ad  punctum  p  tangens,  si  alteruter  radi- 
orum  vectorum  ex.  gr.  fp  continuetur,  atque  Eq  angulum  ap^  bisecet. 
Sit  enim  pa  =  p^,  adeoque 

af==a  =  p,f-Hpf; 

sitque  E  medituUium  rectse  a^ ;  erit  recta  pE  angulura  ap^f  bisecans 
perpendicularis  ad  a^ ;  adeoque  quodvis  punctum  c|  ipsius  pf  a  punctis 
a  et  ^  sequaliter  distat.  Hinc  autem  propter 

aq  =  q,f     et     aq  ~h<^\>a\  =  a 
est 

Sc\^c\\>a- 

itaque  quodvis  q  extra  ellipsim  est  Ipag.  174). 

Si  (Fig.  170.)  e  puncto  q  sit  tangens  mittenda :  sit  arcus  centro  q  radio 
q^  (pro  <\^  non  !!>tlf),  et  hic  secetur  in  J)  per  arcum  centro  f  radio  a, 
fiatque  in  f  meditullium  rectse  &^ ;  erit  qf  tangens,  et  punctum  tactus 
erit,  ubi  bf  secat  ipsam  qf;  nam 

pb^p^f     et     pb-Hpf-«-p,f  +  pf; 

est  igitur  p  punctum  ellipseos  (pag.  174);  quodvis  aliud  punctum  autem 
rectse  qf  extra  ellipsim  cadit,  ut  antea.  Sectionem  fieri  autem  statim,  ubi 
ad  hyperbolaro  tangens  mittetur,  demonstrabitur. 

Suhnorvtalis  (Fig.  169.)  pn  reperitur  ita :  rectEe  ^t  et  normalis  pn 
sunt  ad  tangentem  fq  perpendiculares ;  itaque  trianguli  fa,^  crnra  fa,  f,^ 
secantur  per  pn  parallelam  ad  trianguli  basim  a^ ;  atque  hinc 
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f,-f  :  fa  =  fn  :  fp,     id  est     2E  •.a-=\\\\  R 
denotante  E  eccentricitatem  et  R  radium  vectorem  ex  f.    Erat  'pag.  172) 
2uE 


^=' 

atque 

E'  = 

atque  hinc 

fn  = 

a 

4 

^E"'u 


Est  porro  subnorraalis 

Pn  — Pf  —  fii—  £■+  «  — fit==  E-^u  —  [E-^u —\=  "■■ 

Si  ab  altera  parte  sit  ordinata  pP  ultra  centrum  iii  plaga  positiva,  tum 
pro  f  ubique  alter  focus  accipiatur, 

Subtangens  ip  autem  hinc  e  triangulo  ipn  ad  p  rectangulo  et  ordi- 
nata  pP  perpendiculari  ad  iti  facile  reperitur,  quum  si  subnormalis  v  et 
subtangens  5  dicatur,  sit 

s:y=y:,', 
adeoque 

_    y^ I  a         M'\     M    _   5^  

V         '4         a  j  '  a         4« 

Unde  etiara  tangens  normalisque  facile  prodeunt. 

In  hypsrbola  'Fig.  171.!  recta    pf    angulum  fp^-^  bisecans    tangens  ad 

p  erit.  Nam 

,-fp-fp^^p  — pb=^ 

et  pro  /\t5pf  =  fpf  est  pf  _L  bf,  ac  quodvis  punctura  i)  rectie  fp  a  punctis 
b  et  f  ^qualiter  distat,  atque  raanifesto  ,-^q  —  f'l<''  ^st :  nam  centro  q 
radio  qf  —  qb  scripto  arcu  fbe,   erit 

,fe  =  5q~fq<a; 

quia  si  ^c  =  vel  >a  esset,  tum  in  triangulo  ,5^1]  esset  a-^^^i^:^  vel  < 
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latere  tertio  ,-^q.  Consequenter  quodvis  1]  extus  cadit  (pag.  174)  ;  nec 
ullum  q  ex.  gr.  q'  in  curvam  venit,  nam  in  triangulo  ,f  q'b  foret  ^q'—  q'& 
vel  (^'b  —  ^c(=a,  adeoque 

rt  4-  q'b  =  ^^q'    vel    a  -+-  ^q'=  q'b, 
nempe  ^5^:=^. 

Porro  et  hic  crura  trianguli  ^pn  secantur  per  basi  pn  parallelam  b\, 

quia  pu,  t\  sunt  perpendiculares  ad  fq  ;  unde  ut  antea  prodit 

Si  vero  e  puncto  q  extra  hyperbolam  let  centrum;  cadente  tangens 
mittenda  sit :  liat  (Fig.  172.)  centro  q  radio  q^  circulus,  pro  distantia 
ipsius  q  a  foco  ^  haud  maiore  quam  ab  altero  f ;  seceturque  is  in  b  per 
alterum  centro  f  radio  a  factum  ;  et  sit  E  medituUium  rectas  b^,  secet- 
que  f&  ipsam  qf  in  p ;  erit  p  punctum  hyperbolEe,  et  qf  tangens  ad  p  erit. 

Enimvero  sectiones  dictse  tam  pro  ellipsi  (pag.  182),  quam  pro  hy- 
perbola  evenient :  nempe  circuli  dicti  secabunt  se  invicem  in  duobus 
punctzs,  atque  f&  et  qE  secabunt  se  in  ellipsi  inter  b  et  f,  ^Fig.  174.),  in 
hyperbola  aut  in  plaga  eadera,  in  qua  b  est,  ultra  5  fiet  sectio  p  (Fig.  175. 1, 
aut  in  akera  plaga  (Fig.  175*}. 

Quoad  primum  :  Si  (Fig.  173.)  circulus  centro  q  radio  q^-  dicatur  C, 
et  centro  f  radio  a  scriptus  c  dicatur,  ac  recta  fq  continuetur,  sintque 
g,  \  extremitates  diametri  circuli  C:  tum  si  fi<:a  et  «<;fg,  extremitas 
radii  a  e  centro  f  in  rectam  \<\,  intra  C  cadet,  adeoque  c  ex  C  in  duohus 
punctis  egredietur. 

In  ellipsi  Ytxo  e^i  fq— ^q  =  if<fl,  nam  if <^f  (pag.  85},  et  ^f<«; 
imo  si  ^  in  Ij  caderet  quoque,  est  if<Iif.  Est  porro  <A\>a,  nam 
Sf^lxf+lfi  quod  in  ellipsi  pro  q  extus  cadente  est  >a  (pag.  174). 
In  hyperbola  pro  q  extus  cadente  est  fq — ^<\<ia  (pag.  174),  nempe 
if<a;  atque  in  triangulo  ^lf  ^st  ^q -l-qf  >,5f  >  «,  adeoque  ^>a.  Si 
vero  q  ab  ^  et  f  a^qualiter  distet,  sectionem  unam  superius,  alteram 
inferius  fieri  patet. 

Quoad  alterum  \  In  ellipsi  (Fig.  174.)  in  triangulo  f&^  est  a>f^, 
adeoque  u<,v;  si  igitur  f^  circa  ^  raoveatur  donec  in  p,-^  veniens  an- 
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gulum  cum  ,^5  ipsi  ii  sequalem  faciat;  pf  _L  ,fb  erit.  Tn  hyperbola  iFig.  175.1 
ff<;f,-f,  adeoque  ti^v;  est  autem  ii  aut  obtusus  aut  acutus,  quia  rectus 
esse  nequit ;  esset  enjm  angulus  f&^  in  semicirculo,  adeoque  q  in  centro 
esset,  et  qf  ||  ff'  esset,  nec  ullum  p  nec  tangens  e  centro  datur.  Si  vero 
u  obtusus  est,  tura  z  acutus  est,  adeoque  p  supra  bE  cadet.  Si  u  acutus 
fuerit  (Fig.  175*),  moveatur  ^^f  circa  ,5  deorsum,  donec  p,-^  cum  ^b  an- 
gulum  —  H  faciat,  nempe  v  <,u  ;  eritque  ^-^p  — bp,  et  fp  ±  5,^. 
Est  autem  (Fig.  174.) 

V^  =  VS     et     pf-l-p^  =  «  =  bf. 
In  (Fig.  175.1  est 

fp-p&  =  a  =  fp-p,-f  i 

quia  p&=:p^.  In  (Fig.  175*) 

pb-pf  =  a^p^-pf. 


VIII. 

Qnoad  explicationem  (pagg.  158  ^)  dictorum  patet  angulos  v  ad  tan- 
gentem  verticalesque  sequales  esse.  Plura  referre  instituti  ratio  vetat. 


IX. 
Diametri  sectionum  conicarum, 

Centrum  line^  L  in  plano  dicitur  C,  si  quodcunque  punctum  p 
ipsius  L  fuerit,  recta  pc  iineam  L  adhuc  in  uiio  tah  puncto  q  secet,  ut 
pc  =  qc  sit. 

QuEecunque  recta  autem  bisecans  omnes  ipsius  L  chordas  rectas 
cuipiam  r  parallelas  tales,  ut  nulla  pars  continua  ipsius  L  sit,  in  qua 
chordarum  dictarum  aliqua  haud  termtnetur  :  diameter  lineae  /,  dicitur 
sensu  iaiiore  ;  semperque,  nisi  aUud  monitum  fuerit,  tahs  diameter  intelli- 
gatur ;  diameter  quippe  etiam  aUo  sensu  venit. 

At  sensu  stricto  diametro  gaudere    dicitur  X,  si    ut    pro    circulo  et 
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ellipsi,  recta  H  circa  centrum  ubivis  in  eodem  plano  mota  donec  redeat, 
semper  pro  dicta  r  accipi  queat,  saltem  nonnisi  certus  sit  rectarum  nu- 
inerus,  in  quas  i?  tales  pervenit,  quas  pro  r  sumere  non  liceat ;  ex.  gr. 
pro  parabola  nonnisi  una  recta  (nempe  axi  parallelal  excluditur,  pro  hy- 
perbola  asymptotis  parallelEe  itaque  duas  excluduntur,  nempe  tam  in  pa- 
rabola  quam  hyperbola  Hmites  tangentium  ad  puncta  dabili  quovis  remo- 
tiora. 

Centro  gaudere  linea  potest  absque  eo,  ut  diametro  sensu  stricto  gau- 
deat  (uti  Fig.  iio.!;  et  conversim  parabola  diametro  sensu  stricto  pollens 
centro  caret.  Line^  plures  ordinis  binario  altioris  quoque  certo  diametri 
numero  gaudent,  imo  plures  centrum  habent. 

In  ellipsi  et  hyperbola,  si  recta  e  puncto  quovis  p  lines  per  c,  me- 
ditullium  axeos  maioris,  producatur  usque  in  &,  ut  cb^cp  fiat :  per 
aequationem  e  centro  patet  b  quoque  punctum  linese  esse. 

In  parabola  autem  e  quovis  certo  puncto  p  parabolse  ad  punctum  in 
axe  dabili  quovis  reraotius  ducta  recta  eo  tendit,  ut  axi  parallela  fiat ; 
si  igitur  hoc  sensu  accipiatur  parabolas  centrura  in  axe  omni  dabili  remo- 
tius,  et  pro  recta  per  centrum  eius  ducta  qurevis  axi  parallela  intelliga- 
tur  :  generaliter  dici  poterit,  in  quavis  sectione  conica  /,  quamvis  rectara 
per  centrum  ductam,  prseter  asymptotos,  diametrum  esse  ;  et  pro  quavis 
diametro  S  chordas  per  eam  bisectas,  si  S  ipsam  L  secet,  esse  tangenti 
ad  illud  punctum,  in  quo  S  ipsam  L  secat,  ductas  parallelas ;  aut  S  tan- 
genti  alicui  parallelam  esse,  chordasque  rectas  e  centro  per  punctum 
tactus  ductEe  esse  parallelas. 

Est  autera  pro  abscissis  x  in  diametro  Eequatio  ellipseos  e  centro 

Eequatio  hyperbol£e  vero,  si  linea  abscissarum  secet  hyperbolam,  est 

y'=-D'-'-,' 

aut  pro  abscissa  y  item  e  centro  et  ordiuata  x  est 
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4  d'^    ' 

quod  e  priore  sequitur  ;  dicitiirque  in  duobus  prioribus  D  diameter  pri- 
maria  respectu  alterius,  et  d  eius  conitigata,  in  postremo  autem  d 
dicitur  prtmaria,  et  D  coniugata. 

Ex.  gr.  abscissee  nunc  x  dictte  e<edem  sunt,  quae  superius  per  u  de- 
notabuntur ;    atque    ibi,  pro    abscissis    u    e    centro  in  a  acceptis,  erat    in 

ellipsi 

, jfl w^, 

^         4  a  ' 

hoc  autem  est 

^  ^  _  Fu^ 
~  4  a^    ' 

quia  b  —  l^iz. 

Est  autem  in  ellipsi  Z>  aequalis  linese  abscissarum  utrinque  in  ellipsi 
terminatEe,  et  d  fiequalis  rect£e  per  centrum  ad  tangentem  in  puncto,  ubi 
D  ellipsim  secat,  parallelje  et  utrinque  in  elHpsi  terminatse.  Quoad  hy- 
perbolam  quoque  diametri  utriusque,  meditullio  in  centrum  posito,  pri- 
maria  in  lineam  abscissarum  continuetur,  et  coniugata  ordinatis  parallela 
sit;  interim  ipsorum  D,  c/  illud  lex.  gr.  Z>),  quod  per  centrum  eundo 
secat  hyperbolam  (ex.  gr.  in  a),  secabit  eam  in  alio  puncto  h  quoque, 
atque  tum  pro  D  in  calculo  recta  ab  intelligatur,  pro  d  autem  tangens 
hyperbolse  ad  punctum  a  (vel  h)  ab  una  asymptoto  usque  ad  aliam  ;  et 
eandem  quantitatem  retineat  d  in  calculo,  etsi  ipsa  fiat  linea  abscissa- 
rum,  et  D  sit  eius  coniugata. 

Notandum  etiam  est,  quod  proportionalis  tertia  ad  diametrum  et  eius 
coniugatam  parameter  diametri  prioris  dici  soleat.  Nempe  parameter 
ipsius  a  seu  parameter  principalis  p  prodit  ex 


seu  quia  b—\a  erat,  est 

a:\l  a—\f  a\\. 

Ita  parameter  P  ipsius  b,  cuius  coniugata  a  est,  prodit  ex 
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ubi     /-  =  P.  Atque  eodera  modo  exprimitur  per  parametrum  et  diamet- 
rum  ordinatas  quadratura,  abscissis  e  vertice  acceptis.  Ex.  gr. 

PX' 

o      ' 

si  X  abscissam  in  b    e    veitice    denotet ;  nempe    pro    abscissis  x  in  a  e 
vertice  acceptis  erat 

, ^ b^x  b^x" 

■^  a  a  a''    ' 

quia    b  =  ifa    et   b''  —  a,  adeoque  —  :=  i  =  parametro  principali.  Sed 


itaque 

b'  j  a 

-'')~i:(i-"r= 

b'  _ 
4 

et  hoc  propter  y— 

"X  est 

=  -^-~bX-i-X'; 
4 

atque  hinc  u'  seu 

v  = 

a^X         a^X'        jj^ 

i        i-  -^^ 

PX' 

h  ' 

Quod  et  ad  reliquas  diametros  applicari  patet. 


In  parabola  guamvis  reciam  L  axi  parallelam  diametrum  esse, 
si  ordinatse  tangenti  ad  illud  pimctum,  iibi  L  parabolam  secat,  parallelae 
accipiantur,  neque  aliam  dari,  nec  hanc  pro  aliis  ordinatis  diametrum 
esse  patet  sic  (Fig.  176.). 
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Sit  abscissa  t  axi  parallela,  et  tangens  sit  T,  ac  subtangens  5—2«, 
ordinata  superior  u,  inferior  u;  nempe  et  inferius  secari  parabolam  sta- 
tim  patebit. 

Per  latera  trianguli  i^2[t£  parallela  lateribns  reliquorum  (in  Fig.  176.  £5') 
triangulorum  ponatur  in  omnibus  casibus,  prius  tangens  ad  subtangen- 
tem  (nempe    7'  ad  2«),  tum  tangens  ad  ordinatam,  (nempe   T  ad  l/^tfi. 

Terminatur  u  aut  infra  axem,  aut  in  axe,  aut  supra  axem  ;  et  quidem 
in  casu  prostremo  aut  a  jierpendiculari  ax  ^  ^.d  t  erecta  ad  dextram,  aut 
ad  Isevam.  Est  (Fig.  176.) 

7:2a  —  u:k     et      7":  /a  —  «  :;y-f- "/«, 

itaque  „  _  _ 

,  __  2aU  _  M  1/«—  Ty  a  _   {u  —  T)  fa 

r£   — ir et  y  "" "'     y--  fri       ~     "        * 

Est  autem 

x^t  —  i  +  a      et    y''=x; 

itaque  substituendo  valores  ipsius  k  in  x,  et  ipsius  y  in  y'',  erit 

u^a  —  2h7"«-4-  T~a 

y= "j..-— -~" 

et 

2au                 tl^  —  2auT-k-T'a 
x  =  t ip — h  «  = jii ; 

consequenter 

«V  —  2uTa-}-  T'a  =  tT'  —  2au  T-+-  T'a, 

id  est  u^a=.tT^,  adeoque 

tr 


Ita  si  u   sit  continuatio  ipsius  u  usque  ad  parabolam :  est 
l—Y^V'^     et     Y^  =  X=t^i^-^a\ 
T:2a  =  u':k'     et      T\  [/a  =  u':V—Va, 


atque 
et  hinc 


-,.       itc-h  T)  ^r- 
et       V  = 79^~  \  a  ; 


consequenter 
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r= 


T       ,    ,     2««'                 tT^-\-2uu'T-\- aT' 
-A—t-A — -Pj-. — \-a~- ^5 ■ ; 

adeoque 

uti  u  erat,  et  si  duorum  valorum   ipsius    u^y    alter  negative 

cipiatur,  u'  quoque  exhibebitur. 
Ita  (Fig.  177.)  est 

T:2a  =  q:k       et       T:^ra  —  q:y\ 
et  hinc 


,        2aq        2a\u  —  T) 

k-  j-     j,-  - 

iquia  q  =  u  —  7'),  et 

y-J^-^-^p^". 

Est  porro 

x  =  t  —  a  —  i 

et 

,1        "'"  ■ 

-2uTa+T'a 

r      - 

X^t-~f. 

2u[u  —  T)        tr  —  2auT+i 

T                  r 

«Zj 

atque  hinc  pariter 

„.=4:. 

Ita 

«'"-  '^'. 

Nam 

T:2a  =  u':  z       et      T:  f  a  —  «';  l=u':  {Y—  Ytx); 

est  vero  X=i-irt  +  a;  atque    F'~X;    et  valoribus  ipsorum  i  et  Y,  ut 
antea,  substitutis  prodit. 
In  (Fig.  178.)  est 

T:2a=q:h,      et      T:)f~a  =  q:y, 
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2(iq  2«(7" —  U' 


^      —  7-       -     . 

(quia  q~T — tt)\  estque 

_   ?/«  _    I  T-  u)  Va 

y-   T  ^      T 

Est  vero 

x  =  t-\-  h  —  a     et    y^  X  ; 

itaque  substituendo  est 

x  =  t~V^  ^^=J^  _  „  ^  tT^^aT-  ~2ttu7  . 
T^a — ^Tua-VW^a 

r= r ' 

unde 

tT' 
a 
Ita 


Nam 

et  ex 

T:  2a^u':i     et      T:  Va  =  u':  l  =  u:\Y—  \' a) 
atque 

Y'  =  X 
prodit  ut  supra 


u  a- 


-TaH-  2u'aT        tT--\-  2au'T-\-aT- 


"T      "        "'~  T 

Unde 

,.       tT 


Erat  vero    T  =i^xr,  (per  r  radium  vectorem  mtelligendo) ;  si  igitur  pro 

7'- 
X   ponatur    k,    erit    ^-  =  4^,  atque 

u'  ^u''^  ^rt ; 

ubi  4r  parameter  huius  diametri  dici  solet. 
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Quod  autem  nuUa  alia  diameter  sit,  nec  hcec  sit  pro  aliis  ordinatis, 
patet  sic. 

QuEevis  recta,  prseter  axem  et  ei  parallelam,  secat  prEeter  axem  etiam 
parabolam  in  duobns  punctis  ;  nam  iFig.  179.'  quasratur  valor  talis  ipsius  x, 
ut  y  sit  ordinata  coinmunis  rectae  axem  secantis  et  simul  parabola;:  erit 

d  :  k~  X  :y, 
adeoque 

xk  ,, 

si  -r-  dicatur  /V;  ordinata  parabolEe  autem    est   (/«-f-A:;  eruntque  eequa- 

les,  si 

a-i-x  =  j-fx', 
adeoque 


■  2ir 


■Vw-r 


QuEecunque  igitur  alia  diameter  esset,  ilia  per  ff^  (Fig.  180.)  reprEesen- 
tari  potest,  atque  ordinatEe  quoque  aut  axi  parallelae  essent,  aut  secarent 
axem,  Si  parallelee  axi  essent,  superiores  finitas,  inferiores  infinitse  essent. 
Si  vero  axem  secent,  consideretur  ordinata  e  puncto  c ;  erit  hsec  aut 
perpendicularis  ad  2li  axem  primarium,  aut  supra  vel  infra  perpendicu- 
larem  cadet.  Si  prius,  ordinatas  sequentes,  eidem  abscissse  appertinentes, 
inasquales  erunt.  Si  ordinata  cc  fuerit,  erit  cOcb,  quia  triangula  ccg  et 
bcm  similia  sunt  et  eg>bm.  Pariter  si  ordinata  pc  fuerit,  erit  pc<cq  ; 
quja  per  triangula  similia  pcn,  qci  atque  pn<:qi  est  pc<:cq. 

Pro  eadem  diametro  pariter  ordinatas  in  quavis  coni  sectione  ab 
ordinatis  prioribus  diversas  insequales  esse  inferius  facile  patebit. 


§■    2- 

Quoad  ellipsiiii  iFig.  l8i.)   sit   ^^]=y  et  pf=:/.;  2lc  est  ==^ . 
(pag-  183) 

s  = ~—       et     «  = , 

4«  4         « 
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atque  e  triangulorum  2I(5C,  agc  similitLidine  est 


atque  singulos  terminos  quadrando,  fit 


/'  — 

i&  e. 

£/•=  ■ 

^"^5 

^''" 

"^ 

unde  prius 

U'- 

reperitur, 

et  tiim  /'. 

Est 

nempe 

U 

'- 

^-1 

'  a'  —  4a"\"  1 
,4«       /  1 

a          U 
4           0 

-)^( 

4 

M 

- 

[a^-Aii^t 

a^jir 

4«    _ 

= 

t 

-4" 

4.4H' 

4a 

a'  —  4!C 

4 

et  hinc 
seu 
et  hinc 

« 1  —  4a"  f/^— 4a=w=  + 

4.4«-C"^ 
—  «'. 

=  4 

.4«' 

'f/', 

4.4«^ 


Atque  hinc  t\  quod  erat  =   ■  jj^ ,  est 

(a'  —  4z/')^    </^ .    t3=  —  4M' '^!^.^"'^^ 

~      4.4«=        4""'         4         ~     4.4> 

Assumantur  porro  duo  paria   triangulorum    simihum,  nempe  tsk,  pEq 
et  xkt,  2k(5,  atque  valores  v,  k,  i,  h  quEerantur.   Erit 

.     /  .  1      -O  i.     ■      ^  L 

t:k  —  \':v,  t:s  =  y:k,  :;c  =  «:;,       -   \x  —  u\n, 

'  -'       '     2  2 


atque 

hinc 

,.-.-f, 

A=^.,  , 

,         2kx 

,          2UX 

Est  autera  V~i — v,  et  simul 
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rr; iz   __    {u-\-zY' a    l/l-]--/.Y 

^4  a        '^  4  a       ' 

quia  u-\-  z  —  /z-i-pf. 
Substitutis  in 

^  ■         4  a 

seu 

au'— t;}'  — — -   —{/i-h/JY 

valoribus  /,  v,  /i,  X,  k,  t,  s,  fiet 

/  2^x         ky  Y       a-        ( 2UX        ys  Y 
''\-D---f-)  =  ^-\-D-^^)' 
et  hinc 

/  ■        Dt   ■  D  ■         4    ' 

ubi  terminus  pnmus  =     i— i  secundus  =  o,  tertius  ~  —fy-i  adeoqui 


d'    ^  D'   -  ^ 

seu 

r  .  X-  _i 

-d'  -*-  D'  -  T' 

consequenter 

,        d-        x-d- 

y'=T'  n'- 

Quod  autem  termini  primi,  secundi  et  tertii  valores    dicti    sint,  patet 
sic.  In  termino  primo  est 

.yl^y--.   ('^'  —  4^'}  (i'  ^  ,     4-4"y 

atque 

^^^  _l_  5=  —  ^^4«'  ^  {«1~_4^  ^  ^'  («'  —  4»')  _ 


4.4«=  4 . 4«' 


Consequenter 


-^  (aF-H-5=)  — r 
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In  lermino  secundo  nempe    y-    {us  —  ak^)  est 

,j  _   M  («^  —  4M^J    «^  — ■  4«'  _ 

us-a     —  ^y    -  ■  4  ""-'^ 


Tertius  terminus  est    f^^^ak'- 


4  4 

4^1:'      a^        x'a^ 
adeoque  termmus    tertms  —  f^s   ■  —  —  "7?"' 

Prodibit    autem    pariter    et   y'=pv  =  y,    si    pro    y,  l,  v,  et    ordinata 

V~t  —  V   et    abscissa    'K-\-h    ponatur    y\  X,  v',    ordinata    V'~i-\-v'   et 

abscissa  K—h  ;  quod,  uti  si  y  in  fine  axis  vel  infra  eura  terrainetur,  exer- 

citio  Tyronum  relinquitur. 

§.  3- 

Sit  D  recta  per  centrum  c  hyperbolEe  (Fig.  182.)  ducta,  utrinque  in 
ea  terminata,  sitque  tangens  t-\~t'  ad  punctum  p,  in  quo  hyperboiam 
secat  D ;  tum  si  ordinata  e  fine  q  ipsius  x,  absclssEe  e  centro  in  recta 
D  continuata  acceptse,  ad  tangentem  parallela  y  dicatur,  erit 

r=-D---^- 

Nam  t'^t\  quia  hyperbola  inter  asymptotos  e  recta  utrinque  Eequa- 
les  partes  resecat  (pag.  176);  et  si  recta  tangenti  parallele  moveatur 
usquequo  in  punctum  tactus  veniat,  partium  resectarum  eousque  semper 
sequalium  limites  quoque  nempe  t  et  /'  Eequales  erunl. 

Hinc  si  y  |]  /,  et  «,  /  ad    axem    primarium  perpendicularia  sint  :  erit 

D     ,  ,        ,,  ,       „ 


nam  cq  =  3:;  est  vero  hinc 
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,        .,       ,        D  dx       D  dx 

y  -^  ,1  —tx  : —    —  ;  —     ~    >-,    ; 

■^       '  2  22/?' 

nam  t~t',  et  t-\-t'  tanquam  coniiigata  ipsius  D  dicitur  d. 
Est  porro  (per  parallelasi 

l^:y  =  t:a  =  ~-:a 

atque 

,  .,     ,       d       , 

li^2y:y^t:a  =  ~-:fj-', 

nempe  y—y'-,  nam  in  triangulo,  cuius  vertex  C  est,  [y-\-y)  est  parallela 
[t-\-t'\,  atque  t—t',  adeoque  j)('-h//=jy  H-/:/,  sed  [i^  (i' ,  ipag.  176;  ita- 
que  y~y'- 

E  proximis  duabus  proportionibus  autem  fit 

■.        ,       d'         . 
li  ^ii-\~2y):yy=^-    -  :  aa  ; 
4 


sed  fpag.  163) 
itaque 


[■i'iji-\~2y]=     —  —  {(j -\- y  —  y)  [fi -[- y  -\-y). 


dx 
Erat  autem  superius /i^-hjy  =  -  v^-  ■  Consequentev 


d' 
4 

/  dx          \ 

=  \D—y) 

1  dx 
\D 

atque  hinc 

i'        rfV 
4--    D- 

—y 

et  hinc 

r=--ff  - 

cf 

'  4 

At  vero  et  quievis  alia  recta  2IK    per    centrum    ducta  (prffiter  asvm- 
ptotum)  diameter  est. 

Accipiantur    nempe  pro  abscissis  X  ordinatEe  Y  parallel^  ad  rectam 
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e  centro  per  tactum  tangentis    ipsi  2]K  parallelse  ;    erit    abscissa  y,  et  : 
ordinata,  atque 

d^  4 


Scholion   i. 

Quaevis  recta  per  centrutn  sectionis  conicae  (praeter  asymptotum) 
diameter  est ;  nec  ulla  alia  est,  nec  eadem  pro  chordis  rectae  aliae  pa- 
rallelis  diameter  est,  et  cuivis  rectae  praeter  asymptotos  fet  axi  pa- 
rallelam  in  parahola)  dantur  chordae  parallelae  diametro  unica  gau- 
dentes. 

Dicatur  j'  angulus,  qiiem  tangens  cum  subtangente  5  facit ;  in  trian- 
gulo  rectangulo,  cuius  catheti  s  tX.  y  sunt,  est  (pag.    1391 


=  lang.  V 
est  etiam  iTom.  I.  pag.  306) 

In  parahola  est 


y  - 
5 

tang.  V  ~  «ly. 


y  rrr  ^ x        et        S  ~  2X 

pag.  1811,  adeoque 

y  =—L_ 

S  2  Y^    ' 


tang.  V  - 
et  pro  quovis  v  datur  :*:,  nempe 

2  /x  —  -■  — ~—       et       x~  — 7 —  2 —  : 
tang.  7)  4  tang.  v 

pro  ifi^iecto  fit  tangens    infinita,  et  x^o;    pro  ^v-^od  fit  tang.  z'--— .0. 
Patet  etiam  pro  quovis    ulterius   ad    dextram    terminato  x  subtangentem 
quoque    crescere    ad    lasvani,  angulum    v    autem  decrescere,  quum  cre- 
scente  x  quotus       ."-=tang.  7;  decrescat. 
Iti  ellipsi  est 

y   ^fa^  —  4«'  _  a'  —  4«' 

"5"  "^  y     ~4a 


4?'        '       Va  Va^  —  4«' 
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4«^  =  a  {(-!'    ■  4«';  tang~  v, 
11'  (4  +  ^a  tang^  v)  =  a^  tang^  v, 


-/^ 


l^Bf_i^_- 


4«  tang.  z' 


itaque  quum  tam  numerator  quam  denominator  adeoque  et  quotus  po- 
sitivus  sit,  pro  quovis  v  dalur  u  ;  lit  autem  pro  u  —  o  angulus  v  =  o,  et 
pro  ;(  =  -  fit  TJ  rectus,  nempe  valor  tang.  v  pro  w  =  o  fit  -  -  ,  pro  u  —  ■-- 
autem  fit  oo  =  ^  (Tom.  I.  pag.  46).  Decrescit  vero  subtangens  ex  infi- 
nito  usque  ad  o  crescente  n  usque  ad -|^-,  crescitque  &  a  o  usque  ad 
rectum,  ita  ut  pro  quovis  maiore  u  subtangens  intra  priorem  terminetur, 
et  V  maior  fiat.  Nerape  -^  —  m  —  .?  fit  crescente  u  minus  ;  fiat  enim  u-\-a} 
ex  ti,  erit  subtangens 

s'=  ■— i  ■■ — ~—  —  \u-\-  (.»)  <; —  h; 

4  [u  -4-  wj        ■  4«  ' 

quia  4  (w -I- fci)  >■  4w,  adeoque  e  quoto  fpropter  divisorem  maiorem)  mi- 
nore  maius  subtrahitur,  pro  subtangente  abscissce  maiori  respondente.  Ita 
tang.  V  fit  maior  ;  nempe 

2  (»  -f-  (o) 2« 

^~a   ^ a'  —  4  (m  -h  (<}f        ^ a    ^  a^- —  4M' 

quia  numerator  prior  est  maior,  denominator    autem  minor  est,  nam  ex 

a'  maius  subtrahitur. 

In  hyperbola  tangens  anguli  a,  quem  asymptotus  cum  axe  facit,  est 

=-7=;  nam  (pag.  163) 
Va 


Crescente  M,  prima  ordinata  est  o  pro  u  =  —  ,  et  tum  tang.  z'  est  infinita, 
adeoque  v  est  rectus,  et  subtangens  o;  postmodum  crescente  u  in  infinitum, 
crescit  subtangens  usque  ad  limitem  —~~i-x,  semper  ulterius  versus 
centrum  terminata,  et  decrescit  v  usque  ad  u,  ita    ut    centrum  per  sub- 
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tangentem  et  a  per  decrescentem  v  haud  attingatur  ;  estque  pro  quovis 
maiore  u  ultra  verticem  subtangens  propior  centro,  et  v  minor. 
Nam 

„  ,                   Au^  —  a^  a    r 

I.  bubtangens pro    ii  ~  —  iit  —  o,  et 

tang.  V  - 


fit  -^  =  00  (Tom.  T.  pag.  46). 

2.    Si    ex    u    fiat    u  -\-  w    fpro    a    positivo),  subtangens    s    pro    u    est 

u -.    et  s'  pro  u-\-M  est  u  +  fj"  —  ,-■■  ■ — r!    et   subtrahendo  prio- 

-     4«  ^  4  (m  +  w)  '  ^ 

rem  e  posteriore  manet 


— |—   u/ 7  ^-   —    Ul  — I 7 ,  , 

4«  4(M-t-w)  4u(u-h(o\       ' 

atque    ut    extremitas    subtangentis    s'  versus   centrum    prodeat,    adhuc    fo 

subtracto  quoque  positivum   manebit,  nempe  — p- r- 

3.  Est    autem    v    pro    u  +  (o    minus    quam    pro    u ;    nam  tang.  v  pro 

u-\~o}  est 

2{u-\-  (o) 


Va   \r^[u^rof~a^' 
pro  u  est 


l/fl   /4«'  — a'' 
quorum  utrumnam  sit  maius,  nonnisi 

M-J-ft)  .  M 

.^ — -      et     -y— — —^ 

y  4(«-l-w)^  — «'  (/4«=— -a' 

adeoque 

4  (w  -H  rd)'  —  (Z^  4«^  —  a^ 

comparanda  veniunt.  Reducendo  ad  denominationem  eandem,  erunt  nu- 
meratores 

4?/'  [u  -\-  (,}f  —  «^  («  -I-  w)^    et     4«^  (m  -h  c»)'  —  aHf, 
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quoruni  priorem  subtrabendo  e   posteriore  manet 

a^{u  -^(S'r — a'«^  —  a^  [{«  -Ha>f —  i(^J, 

quod  manifesto  positivum  est. 

4.  Nunquam  vero  v  =  u  fieri  potest,  sed  v^a.  Nam  pro  v  =  a  fieret 


Va         V'a  Vau^  —  «'  ' 

adeoque  4Zi'~4w^  —  a^,  et  o  —  — a^    Pro    quovis    positivo  w  autem  da- 

tur  tale    u,  ut    tang. ly  sit  =  — ^-h  w,  at  pro  nullo  positivo  «  datur  tale  tf, 

ut  tang.  V  =  -7^  —  £.)  sit. 
°  V  a 

In  casu  primo  enim  esset 


H-w(/^ 2U 

ang.  z.  _  -  -p-^—  -  ~JJyW^~ 

et  hinc 

( I  +  «  /a]'=       f^'  V  =  I  -1-  2r,»  /a  - 
•^        4)<^  — fl= 

quod  dicatur  k.  Erit 

4M':i=4M=/t  —  a^k, 
et  hinc 


-^-1/— ^- 
'2   \    k^i' 


quod,  quia  pro  w  positivo  fit  (^>-i,  reale  est. 
Pro  — 1,1  vero  erit 

k  =  i — 20»  V a-^i'!'-^  ; 


gens  positiva   sit ;    si   igitur    (o  —  —-^ —  ponatur    ipro  (i  positivo  et  >i): 

pva           .                k  ■  ■ 

erit,  si  nunc  \  —  iioy  a-^ay^a  dicatur  k,  radix  ex  -t imaginaria,  quia 

tum  k  positivum  et  <i   erit ;  nam 

I  2  /?— 2/^ 

—  2«  y  a  +  ofa  =  yp 7i~  ~      "r^      ' 

quod  ipro  /^  positivo  et  >-i)  uegativum  est. 
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5.  In  hyperbola    asympioto    nulla    chorda    parallela    est.    Sit  enim 
(Fig.  183.1  prius  parallela  ad  distantiam  w  a  centro,  ttim  sit  ad  diytantiam 

Erit  a  _ 

a  _  ^  a  a 

2  '     2  2 

est  vero 

'  =  /'=+   ?! 

adeoque  si  Y—y  esse  possit,  erit 


et  hinc  o=        +  w^ — t,ui  —  2wj:,  atque  hinc 
4 


2  .  4c.*  2  2  ' 

quod  si  ('t  —  ---  ponatur  (pro  n  :>  2)  valorem  positivum   ipsius  x  sed  uni- 
cum  dat. 

Ita  pro  casu  altero  est  )Fig.  184.) 

Vaii-^x-  -b:Y,      K^-^^J-, 

quod  si  ~y  esse  queat,  erit 

ix  —  b\^—ax  ~[--x~, 
et  hinc  ax-h  2bx  —  b^,  et 

a-i-2b  ^ 

valor  ipsius  x  pariter  unicns,  pro  quo  hyperbola  infra  axem  secatur.  Nam 

{x  —  dY=\b  -x\':  atque  si 

^b-hoj 

a--h2b 
ponatur,  erit 

.b^-^ab  —  2K ab-k-b' 

a-^2b  a-h2b^ 
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quod  negativum  est.  Asymptoto  eadem  inferius  continuata,  idem  pro 
parte  hyperbolse  ad  Itevam  patet. 

6.  Cuivis  alii  rectae  autem  per  centrum  ductae  (in  eodem  plano) 
respondent  chordae  parallelae,  et  his  diameter  per  centrum  transiens. 

Fiat  enim  e  c  centro  hyperbolse  seraicirculus  supra  axem,  et  sit  cl 
perpendicularis  ad  axem  ;  concipiaturque  cuivis  tangentium  (ad  hyperbo- 
lam  supra  axem  ad  dextram  a  cf)  parallela  per  c,  dicaturque  /  haec  pa- 
rallela,  et  recta  e  C  per  punctum  tactus  dicatur  Z,  atque  /  et  /-  sibi 
respondere  dicantur.  Quicunque  angulus  fuerit  ab  a  (angulo  asymptoti 
cum  axet  incipiendo  usque  ad  rectum  ipsum  et  o  (solum  u  excludendo) : 
manifestum  e  dictis  est,  quemvis  radium  in  quadrante  dicto  ipr^ter 
asymptotumi  esse  ipsarum  Z  et  /  aliquam,  et  cuivis  hyperbol^  puncto 
aliam  /,  et  culvis  /  aliam  I.  respondere,  et  quamvis  ipsarum  Z  et  /  ab 
asymptoto  diversam  esse.  Idem  nempe  ad  lcevam  patet. 

Erat  autem  queevis  L  diameter  pro  chordis  ipsi  /  parallelis,  et  quee- 
vis  /  diameter  pro  chordis  ipsi  L  parallelis.  Qutevis  recta  igitnr  (pr^ter 
asymptotos)  per  centrum  hyperbolEe  ducta  diameter  est.  Asymptotus 
aiitem  diameter  non  est ;  quia  recta  per  c  illa,  ad  quam  paraUels 
chordas  per  asymptotum  bisecarentur,  aut  asymptotus  altera  aut  aHqua 
ipsarum  /,  et  /  esset ;  asymptoto  nulla  chorda  parallela  est,  et  cuivis 
ipsarum  L  et  /  fuerint  chorda^  parallelas,  illi  ipsarum  altera  respondet 
tanquam  diameter,  et  qusevis  /-  aut  /  diversa  ab  asyraptoto  est,  nec  me- 
ditullia  chordarum  earundem  in  rectis  diversis  iacere  queunt. 

In  ellipsi  pariter  tangenti  cuivis  parallela  per  centrum  ducta  /,  et 
recta  e  centro  per  punctura  tactus  ducta  /,  atque  /  et  X  sibi  invicera 
respondere  dici  possunt ;  angulus  v  autem  heic  a  o  usque  ad  rectum, 
a  centro  ad  dextram  l^vamque  eundo,  quantusvis  esse  potest,  et  cuivis 
puncto  dimidise  elHpseos  supra  axem  aHa  /,  et  cuivis  alii  /  alia  /  res- 
pondet ;  unde  rehqua  fluunt. 

Consequenter  quaevis  recta  per  centrum  sectionis  conicae  (prseter 
asymptotos)  diameter  est ;  et  asymptotis  atque  axe  parabolEe  exceptis, 
chordarum  ad  quamvis  rectam  parallelarum  medituUia  in  recta  per  cen- 
trum  eunte  iacent. 
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Onod  vero  nulla  alia  diameter  sit,  nec  ulla  pro  aliis  chordis  sit,  pa- 
tet  sic  :  pro  parabola  demonstratnm  (pag.  192)  est ;  in  ellipsi  et  hyper- 
bola  autem  qusecunque  alia  diameter  esset,  chordas  per  eam  bisectie 
alicui  ipsarum  L  et  /  paTallelie  essent ;  his  autem  certa  diameter,  nec 
alia  recta  ab  hac  diversa  per  meditullia  chordarum  earundem  duci  po- 
test.  Si  vero  eadeni  diameter  et  chordas  alii  ipsarum  Z  et  /  parallelas 
bisecaret :  et  his  chordis  respondet  certa  diameter,  et  quidem  alia  a 
priore  diversa  ;  nempe  cuivis  L  alia  /  respondet  ipag.  2021. 

Scholion   2. 

Ceiitro  et  phires  lineae  ordinis  altioris  gaudent;  et  num  Hnea  quae- 
dam  centro  gaudeat,  modo  sequente  inquiritur.  iFig.  185.) 

Sit  linea  abscissarum  213,  et  origo  in  IX,  sitque  F\x\=y\  feratnr 
hnea  abscissarum  in  rectam  priori  per  c  parallelam,  et  ponatur  origo 
abscissarum  in  c.  Dicantur  abscissas  novee  /,  et  ordinatae  u ;  facile  patet, 
dari  tales  constantes  a,  ^i,  ut  sit  x  =  t-^u,  et  y  =  u-^l-i,  adeoque 
F[t--l- u)=^u  ~\- ji  (pro  augulo  coordinatarum  eodem,  qui  prius  erat,  ab- 
scissis  t  et  ordinatis  u\.  Si  igitnr  c  centrum  fuerit,  et  accipiantur  ab- 
scissae  e  centro  ad  dextram  leevamque  Eequales,  erit  ordinata  positiva 
negativse  Eequalis ;  adeoque  t  et  tc  sive  simul  positiva  sive  simul  nega- 
tiva  ponantur,  sequatio  F{t~ha]  —  [u-\-l-i)  —  o  pro  quovis  /  manet. 

Hinc  autem  sequitur,  quod  si  tequatio  ista  ordinis  n  fuerit,  nec  ordine 
inieriore  exprimi  queat  ide  quo  inferiusj :  termini  cuiusvis,  in  quo  varia- 
bilium  /,  II  numerus  sub  formam  n  —  2m-\-i  venit  ipro  m  integro  et 
non  01,  coefficiens  o  esse  debet,  siquidem  linea  centro  gaudeat ;  atque 
si  dentur  taha  u,  j-i,  ut  quivis  dictorum  coefficientium  ~  o  sit,  hnea 
centro  gaudebit,  secus  autem  iho  carebit. 

Nam  n  aut  par  aut  impar  erit.  Si  n  par  fuerit,  quihbet  terminorum 
dictorum  nuraerum  variabiHum  imparem  habebit,  Si  itaqne  summa  ter- 
minorura,  in  quibus  numerus  variabihum  par  est,  S  dicatur,  et  summa 
terminorum,  in  qnibus  variabilium  numerus  impar  est,  s  dicatur  ;  atque 
S-i--s  =  o  sit :  S  non  rautabitur  etsi  pro  +1  ^  et  ■^ //  siniul  ponatur  i— 1  / 


vGoosle 


204  ELEMENTA    GEOMETRIAE. 

et  I— '  w,  at  5  in  — ,v  mutabitur ;  itaque  nisi  5  =  0  sit,  5h-,?  et  S  —  s 
utrumque  =0  esse  nequit.  Si  vero  s  —  o  sit,  linea  centro  gaudet ;  ad- 
eoque  si  singulis  coefficientibus  dictis  ~  o  positis,  valores  ipsorum  a,  j-i 
reperiantur,    petito    satisfiet.    At    si    s    non    fi.ierit    =  o,    centrum    deerit. 

Nempe  tam  S  —  O  quam  s  =  o  esse  debet ;  hoc  autem  fieri  nequit,  nisi 
singuli  coefficientes  dicti  in  s  fuerint  =0.  Nam  radices  numero  n  «qua- 
tionis  5=0  manifesto  a  t  dependent ;  exprimantur  per  f[i];  substituto 
qaoMis  f\t)  ipsi  u  in  s,  oportet  s=^o  fieri ;  alioquin  S-\-s-^o  non  esset. 
Sed  hoc  pacto  s  =  o  omnes  valores  ipsius  u  exhiberet,  quos  S  —  ,^  =  0 
prasbet,  neque  5  =  0  plures  radices  habere  potest,  quum  ad  suramum 
jequatio  ordinis  [n  - — il-ti  sit ;  itaque  asquatio  dicta  gradu  minore  expri- 
meretur  (contra  hypothesin). 

Si  «  impar  sit,  quilibet  terminorum  dictorum  numero  variabilium 
pari  gaudet ;  atque  S  nec  pro  hoc  casu  mutatur,  etsi  pro  t,  u  positivis 
negativa  accipiantur;  et  .s  pariter  =0  esse  oportet;  nam  5+5=o—  s-\-S 
esse  aliter  nequit,  nisi  tam  5  quam  5  —  0  sit ;  si  enim  tantum  S—o  esset, 
.J  — — -?  esse  nequit,  nisi  5  =  0  sit;  si  vero  tantum  5  =  0  esset,  S-i-s 
non  esset  =0,  nisi  et  S  =  o  sit.  Reliqua  modo  antea  dicto  palenl. 

Ex.  gr.  Sit  jv^ — px  =  o  (^quatio  parabolse  pro  parametro /) ;  ponatur 
/H-a  pro  X,  et  u-\-j3  ^ro  y;  fiet  {u-\-l-^f—p{t-\-a)~o=u^-\-2iiu-\-jf—pt—pa; 
et  si  ponantur  coefficientes  superius  dicti  singuli  —  o,  fiet  2fi—o,p  =  o^ 
adeoque  /9— o,  p  —  o,  et  parabola  centro  caret ;  quia  pro  p  =  o  esset 
quodvis  jy  =  o. 

At  parabolam  ordinis  \2n  -\-  rj-ti,  cuius  «quatio  est  jy^"  +  i  —px,  ,'nempe 
yi^z=px  parabola  ordinis  fi-ii  dicitur),  centro  gaudere  vel  inde  patet, 
quod  et  abscissis  manentibus,  ac  pro  «  — ;-y  =  o  mutatis  tara  x  quam  y 
e  positivis  in  negativa,  sequatio  manet.  At  parabola  ordinis  2n-ti,  nempe 
cuius  eequatio  est  _y^" — px~o,  centro  carere  modo  antea  dicto  patet, 
ponendo  (« -i-;5)^" —/(/+«)  =  0,  et  singulos  coefficientes  dictos=opo- 
nendo ;  nimirum  non  solum  ji=o  prodibit,  sed  etiam  p  (nempe  coeffi- 
ciens  ipsius  t)  =Q  erit,  adeoque  raanebit  «^"  =  0,  id  est  w  =  o. 
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Scholion  3. 


Linea  secundi  ordinis  est  aut  parahola  aut  ellipsis,  quo  etiam  cir- 
culus  pro  eccentricitate  =0  pertinet,  aui  hyperbola,  [praeter  y'^cx^, 
quQ  sectio  plani  cuni  cono  per  verticem  exprimitur ;  si  una  recta  fuerit 
sectio,  pro  abscissis  in  hac  sumtis,  sit  c  =  o;  si  vero  duae  rect£e  efficiant 
sectionem,  tum  abscissje  in  recta  angulos  verticales  bisecante  e  vertice 
accipiantur  utrinque ;  et  si  sectio  soliim  punctum  ad  verticem  fuerit, 
c  negativum  accipi  potest). 

Nam  lineam  secundi  ordinis  prius  diametro  gaudere  demonstratur ; 
et  tum  pro  abscissis  in  diametro  acceptis,  res  patebit.  iFig.  186.) 

Est  eequatio  generalis  iinege  secundi  ordinis 


ay  - 


-  \bx  -+-  c]y  +  lW:v'+  ex  -vf]y°- 


ubi  a  non  est  —  o,  quia  y  habet  duos  valores  pro  abscissa  per  punctum 
internum  chordEe  ducta. 

Dividatur  sequatio  per  a  ;    et  pro  x  =  2ip    dicatur    coefficiens    poste- 
Tior  fi,  et  prior  «;  erit  y'-^  ay  -h  ii  =  o;  adeoque  fit 

Itaque  ____ 

et  si  £  hiuus  meditullium  sit,  erit 

p£=pin+:ra=  .5-  =  _.**+_«  = — c__  bx 

^         i^  2  2«  2a         2a 

atque  pro  quovis  x  et  chordEe  priori  parallelas  medio,  ilH  x  respondente, 
idem  prodit ;  nempe  ordinata  e  fine  ipsius  x  usque  ad  chordfe  meditul- 
Uum  est  =  —  ^- —  ■  ;  quse  manifesto  Kquatio  rectse  est. 
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Itaque  quum  quarumvis  trium  chordarum  parallelarum  respectu  ita 
duci  possit  abscissamm  linea,  ut  chordEe  illa;  totEe  in  eandem  plagani 
cadant :  patet  quarumvis  trium  chordarum  parallelarum  meditullia  et 
consequenter  omnia  meditullia  in  eadem  recta  esse. 

Si  iam  abscissae  in  recta  hac  accipiantur,  qusevis  ^quatio  linese 
secundi  ordinis  ad  formara  y'=  a -{- dx -h  cx^  reducetur.  Nam  in  expres- 
sione  priore  coeificiens  primus  ipsius  y  evanescit,  quia  summa  radicum 
binarum  a;qualium  sed  sibi  invicem  oppositarum  est  —  o  (Tom.  I.  pag.  399). 

Tum  vero  aut  c  =  o  est,  aut  non :  in  casu  primo  ht  y'—a-\-l)x, 
iequatio  parabolas  pro  parametro  d;  mutetuv  nempe  abscissarum  /  ini- 
tium,  ut  sit  x=^t —  -.-,  fiet 

y~=  a~i-  dU -,-  j  —  «  H-  i^/  —  a  -^bt. 

Si  c  non    =0,    mutetur    abscissarum    /    initinm,  ut    sit    t=x-\-         , 
h  ^*^ 

adeoque  x  =  t —         ;  fiet 

y'^^!  a  -\-  bx  ^  cx'^  a  -\-bit \-\-  cit—        \ 

7 ,        b^         ,'       .1         b^ 
—  a^ht V-ct--tb^ , 

2C  4C 

quod  (pro  A,  B  constantibus)  sub  formara  y^-^A^Bt''  venit ;  ubi  tara 
A  quam  B  simul  negativa  esse  nequeunt,  quia  tum  valores  ipsius  y 
omnes  imaginarii  essent.  Casus  itaque  sequentes  sunt :  i^  ^  et  i — ^  B, 
t— .  ^  qX.  *^  B,  '^  A^  B. 

Pro  casn  primo,  dum  y-^-hAt—iBt',  ponatur 

A~ —      et      F— 1/?= -— 

4  ^ 

adeoque  d=:2\^A  et  Z>—2\'{  —  A:B\—2V — CA:  B\,  ubi  propter 
A  positivum  et  B  negativum,  —  {A  -.  B)  et  B  positiva  sunt,  eritque 
A-\-Bf  id  est  yi^A^Bf 

_   d'        cTt 

^4"      "^' 
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^quatio  ellipseos  e  centro  pro  diametro  D  et  eiiis  coniugata  d.  Fonatur 
ex.  gr.  ipsorum  D  >iX.  d  maius  pro  axe  malore,  et  alterum  pro  minore  ; 
si  D  —  d,  circulus  est. 

Casus  secundus,  dum  ^^— ' — ^A^i^Bf';  ponatur 


^A^^-"-       e. 

4 

^B^j, 

et  erit  A  +  Bf  id  est  ^Ati^Bf 

d'e 

d' 

D' 

4   ' 

^quatio  hyperbol^  e  centro  pro  diametro  D=  2  )f{  —  A  :  B),  et  coniu- 
gata  eius  (/— 2  (/ — A,  ubi  ~A  pro  A  negativo  positivum  est. 

Casus  tertius,  si  tam  A  quam  B  positivum  sit,  sitque  ^''—A-^Bt'. 
In  hyperbola  pro  abscissis  x  e  centro  in  diametro  D  per  punctum  tactus 
eunte  coniugataque  d  et  ordinata  y  erat  (pag.  196I 

d'x-         d' 

atque  hinc,  si  absciss^  item  e  centro  in  d,  quEe  antea  coniugata  erat, 
accipiantur,  et  D  fiat  coniugata  ipsius  d,  atque  ordinat^  prioribus  ab- 
scissis  parallelas  eequalesque  sint,  adeoque  x  ordinatse,  y  abscissEe  vicem 
subeant  :  erat 

,     Dy-      D 

X    —  --f-  -\ ■ 

d  4 

Si  igitur —  A  adeoque    D—2  \  A  ponatur,   et  --p-  =  B  itaque 

d^  2  y  -4r,  et  in  y^=A~\-Bt'  ordinata  y  dicatur  x,  atque  abscissa  / 
dicatur  y,  Eequatio  proxima  hyperbolte  e  centro  pro  abscissis  in  dia- 
metro  d  tangenti  parallela,  et  coniugata  eius  per  punctum  tactus  eunte 
prodibit. 
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X. 

Intersectiones  linearum  secundi  ordinis,  atque  inde  certarum  aequa- 
tionum  resolutio. 

Si  duarum  linearum  L  &t  l  ordinatas  fuerint  K=  F[x]  et  y  —f[x), 
pro  iisdem  abscissis  x  (in  eadem  abscissarum  linea  ex  eodem  puncto 
incipientibus)  et  eodem  ordinatarum  angulo  ;  atque  pro  quapiam  abscissa 
x'  fiant  ordinatcC  I"  ipsius  L,  et  y'  ipsius  /  asquales  :  erit  Y' — y-^o  seu 
F{x')- — ■f{x')  —  o,  et  lineas  Z,  et  /  in  extremitate  communi  ordinatarum 
Y'  et  y'  se  invicem  secabunt ;  atque  ubi  se  invicem  secabunt  /.  et  /, 
pro  abscissa  puncto  illi  respondente  erit  Y—y  seu  F{x) — f{x)  —  o. 

Si  igitur  F{x)  —fix)  ad  formam 

xf-\-aX'"-'  -i- /Hx-''-''  -\ hxx^^^o 

reduci  queat,  sitque  asquatio  resolvenda 

xi^-i-Ax''-'  H-  Bx''-"  -\ h  -K=o, 

(denotantibus  A,  B,...  constantes  cognitas,  y  numerum  integrum,  a,  ji, . . 
vero  constantes  indeterminatas) ;  atque  in  duabus  his  asquationibus  coeffi- 
cientes  eiusdem  potentix  ^quentur  :  orientur  aequationes  (x~A,  ft=:B, . . . 
x  =  K;  e  quibus  si  constantes  a,  b,  c,  .  .  .  ad  linearum  L  et  /  construc- 
tionem  (pro  eadem  abscissarum  linea  eodemque  initio,  et  eodem  coor- 
dinatarum  angulo)  requisitse  reperiantur,  atque  L  et  t  construantur  : 
ubicunque  secuerint  has  se  invicem,  abscissa  respondens  radix  asquati- 
onis  erit. 

Vocatur  autem  modus  iste  radices  sequationis  reperiendi  constructio 
aeguationum. 

Notandum  tamen  est :  ex  eo,  quod  pro  certo  valore  ipsius  x  asquatio 
Y—y  =  o  iiat,  intersectionem  haud  sequi ;  potest  enim  tam  Y  quam  y 
imaginarium  esse,  sectio  autem  reales  ordinatas  requirit ;  fierique  potest, 
ut  Eequatio  nulla  radice  reali  gaudeat. 

Exempla.  Pro  aequatione  gradus  tertii :  Sit  parabolte  B  {Fig.  187.J 
ordinata  u  pro  abscissa  t,  et  u-=bt,  adeoque  t~-r-;    et    ordinata    pro 
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quovis  puncto  p  ipsius  R  ad  abscissam  x  ex  eodem  abscissarum  initio 
2i  reducta  dicatur  F;  erit  x  —  h,  et  Y—t,  adeoque  Y~  ^.Sitquepa- 
rabol^  A  pro  abscissa  x  et  initio  eodem  "iX  ordinata  jy,  et  y^=.ax\ 
ponaturque  Y — jy  =  o,  id  est  ,  —  ^ ax-^Q\  erit  -.-5-='^^;  atque  hinc 
jf' — ab^'—o,  et  x  =  yalf.  Et  hoc  pacto  radix  cubica  exhiberi  poterit, 
sed  minime  constructione  geometrica  sensu  stricto,  quum  parabolEe 
quodvis  punctum,  sed  non  omnia  puncta  ita  construi  queant.  Potest 
5^=i  poni,  et  quEevis  quantitas  Q  pro  a  accipi,  ut  sit  x~  \Q\  ex.  gr. 
si   5  —  2  sit,  erit  x^^s/^,  adeoque  ;c^=  2,  et 


nempe  erunt  dute  proportionales  medias  x  et  x'  inter  i  et  2  ;  eritque 
iper  inferiora)  simul  x  latus  dupli  cubi  illius,  cuius  latus  i  est ;  quod 
pro  Apollinis  ara  geometrice  construendum  frustra  postulaverat  Ora- 
culum  peste  ^M^Kji  furente  interrogatum :  nempe  ex  F— _>■— o  sive 
duas  rectas,  sive  recta  et  circulus,  sive  duo  circuli  fuerint  generalitate 
summa  expressas,  Eequatio  formas  x'—Q  =  o  haud  prodibit ;  uti  calculo 
inito  patet. 

Pro  aequatione  x^-\-  Ax'-i~  Bx  -t-  f  =  o  construenda  autera  mutetur 
'Fig.  188.)  caput  abscissarum  in  p,  et  abscisss  accipiantur  in  vecta,  in 
qua  x  est  :  erit 


y-=y- 

.  {b-\-  xy=py'\  hinc  vero  est 


\b^} 
'~P' 


__  b'-+2dx-hx' — ap  £^^j:t" 

^-        j         -   '  f 

quia  b^—ap,  Si  vero  /  =  t  ponatur,  et  3' =  "a  "  "*" 
rabolas  ad  formam  Y—ax-\-x'  reducta;  nempe  dicatur  ordinata  eius  F, 
et  ordinata  circuli  radio  r  et  centro  c  (Fig.  189.)  scripti,  pro  eodem  x 
et  eodem  abscissarum  principio  p,  dicatur  y.  Erit  circuli  ordinata 

y^c-V-  V^' — [x  —  ef; 
atque  si  ponatur 
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V — y  ~  0=  ax  -\-  x^ —  c —  V  r^ — {x  —  ef, 
erit 

^"^+  2ax'-\~  x'{a'-i-i—'  2c)  — x{2e-i-  2ac]  -y  e'- —  r'~~\-  c'~o  ; 

et  si  e~—r'-]-c'~o  sit.  reducetur  Eequatio  ad  forraam 

x*-^  /3a;^-h  /a:^+  Sx  =  o; 
e  quo  per  x  dividendo  fit 

X  -+-  fix'-h  yx-\-(i  =  o; 
hinc  si  tequatio  cubica  construenda  fuerit 

x-'-\-  Ax^-v-  Bx  -t-  C^  o, 
eruantur  constantes  requisita;  ex  Eequationibus 

A  =  ii,      B^y,      C^fl 

i.substituendo  literis  graecis  valores  superioresi;  et  tum  r  ex  ?'~  /'"-l-c'— o 
prodit. 

Pariter  aeqiiatio  biquadratica 

x'--^-  Ax^-v  Bx^-\-  Cx-+-  K  —  Q 

construetur  ipositis  supra  dictis)  ex  Eequatione  priore 

A'*^-  lix'-{-  yX~-\-  fh-i-y.=o, 

si  le^ — r^~i-c')  breviter  x  dicatur. 

SchoHon.  Altioris  gradus  eequatio  Y —y  —  o    pro    duabus    sectionibus 
conicis  haud  prodit.  At  linex  cuiusvis,  cuius  ordinata 

y  —  a -\-  flx -\-  yx'-\-  ■■■-!-  X", 

iliteris  grsecis  constantes  denotantibus),  asquatio  ordinis  w-ti  est ;  atque 
quodvis  punctura  eius  constrtii  geometrice  sensu  stricto  potest,  quum 
nonnisi  multiplicationis  additionisque  certus  numerus  requiratur. 

Si  autem  linea  eiusmodi   constructa  sit :    ubicunque    fuerit  jv=o,  ab- 
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scissa  X  radix  tequationis 

X"  ~H  xx"'''  -\ \-^x-i-<x  —  O 

erit,  secabiturque  linea  abscissaniin  in  tot  punctis,  quot  radices  reales 
iequatio  habet,  quarum  nuraerus  integrum  n  superare  nequit  {Tom.  I. 
pag-  397) ;  fieri  autem  potest,  ut  omnes  imaginarias  sint,  nec  ullibi  sece- 
tur  iinea  abscissarum  a  linea  dicta.  Itaque  pro  resolvenda  quavis  asqua- 
tione  nonnisi  construenda  linea  eiusmodi  esset ;  quod  tamen  innumera- 
biles  operationes  propter  puncta  innumerabilia  requirit. 


Quoad  areas  ceteraque  numerum  hunc  concernentia  instituti  ratio  ad 
,  quffi  'Tom.  I.  pagg.  229   ^)  dicta  sunt,  relegare  iubet. 


Linearumj  quarum  non  omnia  puncta  quidem,  sed  aut  quodvis, 
aut  inter  quaevis  duo  quotvis  intermedia  geometrice  sensu  stricto 
construere  licet. 

Exemplo  sint  sequentia. 

I.  Linese  cuiusvis,  cuius  eequatio  est 

,     ,  ax''-^-  bx^-v-  cx"'-^ i-  ^x" 

V  vel  y^= 

-^  ^        Ax  -hBx^-h-Cx^-i hl/x"' 

quodvis  punctum  construi  geometrice  potest :  certies  requirens  multipli- 
cationem,  additionem,  divisionem  et  radicem  quadraticam.  Potest  autem 
constantium  a,  d,  .  .  .,  A,  B,  .  .  .  quaevis  o  esse,  dummodo  aliquis  coeffici- 
ens,  potentiEe  alicuius  non  o  ipsius  x,  haud  o  sit.  Si  y"  sit,  tum  y  erit 
radix  e  membro  ad  dextram,  et  chordie  per  lineam  abscissarum  bise- 
cantur.  Talis  est  etiam  Cissois  Dioclis,  linea  ordinis  tertii,  cuius  jequa- 
tio  est 
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Af--xy'~x'^o       seu      y'=  ^_^, 

pro  quo  est  «  =  3,  w;~i,  et  quilibet  coefficientium  est  o,  prseter  ^t=^ 
et  ^  — I   atque  H=  —  i. 

2.  Si  quivis  circulus  fuerit,  iFig.  190.)  et  quEevis  puncta  21,  23  fuerint, 
dicaturque  quodvis  peripherias  punctuin  generaliter  p,  atque  ducatur  ex 
2i  ad  quodvis  p  recta,  et  accipiatur  in  quavis  recta  2ip  ex  p  utrinque 
recta  aequalis  rectse  p3,  dicaturque  cuiusvis  rectae  ex  p  acceptse  extre- 
mitas  a  p  diversa  q  :  complexus  omnium  q  lineas  vari^  formje  producet; 
qualem  (Fig.  191.)  pro  B  in  peripheria,  1\  extra  perlpheriam,  et  2iB 
per  C  centrum  circuli  eunte  acceptis  exhibet. 

3.  Si  (Fig.  192.)  peripheria  A  volvatur  extus  per  peripheriam  B^  ita 
ut  arcus  b&  ipsius  A  sit  tequalis  arcui  ^^  ipsius  B ;  aut  intus  volvatur 
circulus  C,  ut  arcus  bb'  sit  asqualis  arcui  oh :  via  puncti  a  ipsius  A,  epi- 
cyclois  in  casu  primo,  in  postremo  hypocyclois  dicta,  (si  motus  conti- 
nuetur  donec  libuerit),  taiis  erit,  ut  punctum  quodvis  eius  construi  geo- 
metrice  possit,  si  radius  circuU  A  vel  C  sit  r,  et  radius  R  circuH  B  sit 
nr  pro  n  integro.  Nam  si  radiis  R  et  r  describantur  circuli  concentrici 
(Fig,  193.),  pro  quovis  arcu  oh  reperitur  bb  et  bb',  si  e  puncto  a'  arcus 
a'b'  M-ies  accipiatur. 

Si  motus  extus  fiat  et  «  —  i  sit,  tum  linea  redibit  in  a  ;  et  pro  n  — 
ahi  numero,  ex.  gr.  5,  totidem  arcus  describentur  sequales  in  peripheria 
B  terminati. 

Si  motus  intus  fiat  et  r  —  -^  ,  erit  via  diameter  deorsura  pro  prima 
circumvolutione,  tum  eadem  sursum  erit,  et  idem  semper  repetetur. 
Nam  (Fig.  192*.'!  sit  hh'=  bct,  erit  b'  in  diametro  af ;  nam  anguli  bci>'  itan- 
quam  anguli  ad  peripheriam  in  circulo  minore)  quantitas  est  dimidium 
arcus  hb',  et  siinul  (ut  anguH  ad  centrum  in  B\  est  arcus  ba,  qui  item 
est  =  bb'  arcui  duplo  quoad  gradus,  quum  radius  bis  minor  sit. 

4.  Si  via  puncti  p,  in  peripheria  centri  c  ex  a  incipiendo  semper 
porro  moti,  u  dicatur,  sitque  certa  recta  a,  ac  cuiusvis  ii  iine  q  dicto, 
in  quavis  recta  ipsi  a  per  q  parallela,  accipiatur  jv  ex  q  incipiendo,  ita 
ut  quaevis  duo  y  in    plaga    eadem    ex.  gv.  superius    terminentur ;    aut  in 
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quavis  recta  e  centro  c  per  i)  ducta  accipiatur  y'  vel  y"  ex  c  iiicipiendo; 
atque  sit  y  =/{u\,  et  y'=  Fin),  ex.  gr.  sit  y  =  auy  ety'^a:u  vel  au  ; 
aut  y"=a"ijf...  \a  rectam  denotante) :  extremitatum  oinnium  jy,  uti 
extremitatum  omnium  y' ,  sive  omnium  y" ,  complexus  linea  certa  erit. 

Pro  singuHs,  si  unitas  arcu  peripheriEe  dicta;  exhibeatur  (ponaturve), 
extremitas  cuiusvis  ordinatse  y  vel  y'  aut  y"  geometrice  exhiberi  pro 
quovis  u=-—-  poterit,  ^i  m,  n  integros  denotent ;  nempe  ^^  —^~^i 
et  arcus  =  i  per  2"  dividi  geometrice,  atque  partes  eiusmodi  numero  m 
accipi  possunt,  et  pro  y  et  y'  rect£e  a  potest  — -tum  accipi,  ita  pro  y" 
quoque  potest  a  ad  m  elevari,  et  inde  radix  2"-ti  gradus  geometrice  ex- 
hiberi.  Sed  si  u  nequeat  per  fractionem  numeratoris  iutegri,  nec  per  de- 
nominatorem  arcns  geometrice  dividi  queat,  (si  ex.  gr.  « i^ -^),  nullum 
ipsorum  y,  y',  v"  exhiberi  geometrice  poterit ;  nempe  pro  y  et  y'  nullo 
modo  constabit,  quodnam  u  sit  =  -j  ,  pro  y"  autem  radix  7  gradus  ex 
a  geometrice  extrahenda  esset.  Si  vero  recta  ponatur  pro  unitate,  y"  non- 
nisi  pro  u  =  o  et  a°=i  geometrice  exhibebitur,  nullum  aliud  u  enim 
per  rectam,  tanto  minus  fractione  formas  dictee,  exprimi  poterit. 

Plura  quoque  huius  generis  Tvrones  ipsi  cogitare  possunt. 


■323. 

Z)£  lineis  ordinis  cuiusvis  iti  gcnere  qiiaedam  scitu  rnagis  neces- 
saria  (pag.  149)- 

1.  Si  abscissarum  initium  in  eadem  abscissarum  linea  mutetur  ex  21 
in  a  vel  in  a'  (Fig.  194.),  et  abscissEe  dicantur  x  pro  21,  et  /  pro  a,  atque 
1!  pro  a';  sitque  y=f[x\:  erit  x^^i-i-a-^  t'—a ;  consequenter  y=fli~\~a] 
=f\t'~-  u)  erit  aequatio  lineie  pro  abscissis  novis,  nerape  prior  pro  t, 
posterior  pro  t'. 

2.  Si  linea  abscissarum  mutetur  in  2\!'B'  priori  'X[V>  parallelam,  (Fig. 
195.)  et  7i'  fiat  novarum  abscissarum  origo,  nempe  ubi  nova  abscissa- 
rum  linea  per  rectam  ex  31  priore  abscissarum  origine  ductani  ad  ordi- 
natas  priores  paralielam  secatur :  erit  (manente  angulo  coordinatarum) 
ordinata  nova    Y^y-\-ft,  itaque  Y=f{x)-\-(i;  si  21'^'  supra    213  duca- 


vGoosle 


21  4  KI.EMEKTA    CEOMPmilAE. 

tur,  /?  negativum  erit ;  aut  si  positive  sumatur,  subtrahendum  ex  /{x) 
erit;  itaque  in  casu  isto  erit  y  —  V—j^,  in  altero  autem  y=^Y-\-(}. 

3.  Si  vero,  manente  angulo  coordinatarum,  tam  origo  abscissarum 
mutetuT  in  2i3,  quam  linea  abscissarum  mutetur  in  IVS,  ut  fiat  ex.  gr. 
t-{-a  ex  X,  V-hf-i  ex  y  :  fiet  pro  novis  abscissis  ;"  in  21'3'  e  novo  ab- 
scissarum  initio  et  novis  ordinatis  F  gequatio  V-hj-i^flt-i-a],  substi- 
tuendo  nempe  V-i-ii  ipsi  y,  et  t-ha  ipsi  x.  Si  Y — ji  ex  y,  aut  /' — w 
ex  X  factum  fuerit,  id  substituendum  esse  patet.  Neque  vero  hac  mu- 
tatione  asquationis  ordo  mutatur,  quum  cuivis  x,  etsi  pluries  ut  factor 
occurrat,  t  plane  toties  substituatur  ;  idemque  de  y  patet.  In  genere  si 
Bequatio  lineEe  sit  J^ix,y)  =  o  pro  coordinatis  x,  y  :  erit  lineEe  eiusdem 
pro  eodem  coordinatarum  angulo,  sed  abscissis  t  et  ordinatis  u,  sequatio 
J^^ia  (t),  biu])  —  o,  si  x~a{i)  et  jy  =  b\u\. 

4.  Si  angulus  coordinatarum  mutetur,  sive  obliquus  q  in  rectum  sive 
rectus  in  obliquum  q,  prodibit  asquatio  lineas  modo  sequente. 

Sit  prius  q  in  rectum  mutandus :  fiat  iFig.  196.1  ex  1\  origine  ab- 
scissarum  ad  ordinatas  perpendicularis,  sitque  abscissa  nova  z,  et  ordi- 
nata  eius  sit  u,  nempe  ordinata  y  abscisss  prioris  x  usquequo  novam 
abscissarum  lineam  secat.  Erit 

x  :  z~  \:  sin.  q       et      k  :  z=^  i  :  tang.  q  ; 
atque  hinc 

x^-  .—  et       k—  ^ : 

sm.  q  tang.  q  ' 

ac 

y  —  u  —  /i  =  u —  =  H  —  z  cot.  q ; 

-^  tang.  q  ^ ' 

quibus  valoribus  in  a;quatione  lineas  ipsis  x  tt  y  substitutis,  prodibit 
sequatio  lineEe  eiusdem  qusesita ;  nec  ordo  linese  ob  rationem  antea 
dictam  mutabitur. 

Rectangularium  coordinatarum  x,  y  angulus  rectus  in  obliquum  q 
pariter  mutabitur  modo  sequente  :  sit  (Fig.  197.)  abscissa  /  priori  parallela 
et  ordinata  ;/  ;  erit 

y  -^b  :u-=  sin.  q  :  \        et        u  :  k=  l:  cos.  q  ; 
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hinc 

y  =  11  sin.g  —h     et      k-- 

estquf 

i  t^x- 

■a-hk,  adeoque 

X  —  t-\-  a  —  k  ] 
quibus  valoribus  substitutis  in  ^quatione  lineEe  pro  coordinatis  x,  y,  pro- 
dibit  Kquatio  quaesita  pariter  ordinis  eiusdem. 

5.  Si  abscissis  x  (Fig.  198,)  in  2123  ex  21  acceptis  respondeant  ordi- 
natas  perpendicuiares  y,  atque  origo  abscissarum  in  21'  ponatur,  et  ab- 
scissie  /  in  2I'K  accipientur  (rectam  2r3'  linete  abscissarum  priori  pa- 
railelam  ad  angulum  q  secante) :  aequatio  linese  pro  abscissis  /  et  ordi- 
natis  w  reperitur  modo  sequente.  Sit  ex  21'  ad  lineam  abscissarum  pri- 
orem  perpendicularis  b,  atque  ex  33'  fiant  perpendiculares  3'21  et  23'K 
ad  u  et  2I'K. 

Erit  propter  triangula  rectangula  verticalia  angulus  ad  211  angulo  q 
ad  21'  aequalis  ;  et  21'23'=  a: -f-a,  ^  —  2123'. 

Estque 

x~\-  a  :  t -^ k~  l  :  cos.  q, 


et  hinc 

21'K 

~t-^k^-{x-]ra\cos.q     et     2i'^'==  X -4- a  —     

'         '                                           cos.  g 

est  porro 

x-i-a:  1=1  \  sin.  q, 

unde 

23'K  — /— i.x -H  fl}  sin.  ^  ; 

est  etiam 

[y  -H  d'i  :  ^  —  I  :  sin.  q, 

et  hinc 

nJ3'—  k=\y  -\-b\  sin.  q  ; 

porro 

{y  -H  b'\  :  [u  —  /1=1:  cos.  q, 

unde 

mTl  =  u^l=  \y  -H  b\  cos.  q  ; 

atque  hinc 

t  = 

-  21'K  ~k  =  \x^a]  cos.  q-~[y-\-  i^)  sin.  q 

et 

u  = 

■■  21121  -\- 1  =  [x -^- a)  sin.  q  -\-\y-\-h)  cos.  y, 

et  hinc 

x-\-a 

u  —  {y-¥b)co%.q        t~\-[y-¥-b)%m.  q 
sm,  q                             cos.  q 
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Unde  valores  in  ^quatione  ipsis  x  et  y   substituendi  sic  reperiuntur  : 
Si  brevitatis  caussa  sin.  ^  dicatur  q',  et  cos.  g  dicatur  i^",  erit 

W.  ■ 


et  hinc 

t-h{y-hb]g'        u  —  (y-h, 
X      a-           ^,,           -                ^, 

atque  hinc 

^'^'-H  '  j  -H  d)  q'~—  uq"—  [y  +  b]  q 
\y  -\-b\  [q'^-\-  q"^]~  q"u  —  q't\ 

et    (quia   omnia    pro    radio  i   computata    sunt,  adeoque  q'  ■ 
y -\-b-=q"u —q't\  consequenter 


y  —  (fu—q't- 

ido  prodit 

X  —  qu  -^  q"t 

quibus  valoribus  in  tequatione  Une^  ipsis  x  et  y  substitutis,  prodit 
tequatio  linese  qusesita. 

Quod  vero  omnibus  his  substitutionibus  ordo  linefe  maneat,  sic  pa- 
tet :  si  pro  coordinatis  x  et  jy  linea  ?;-ti  ordinis  fuerit,  numerus  variabi- 
lium  X,  y  tanquam  factoruin  in  ahquo  terniino  plane  n  est,  et  in  nullo 
ipsum  n  superat.  Consideretur  terminus  quivis,  in  quo  .*:  ut  factor  ?«-ies, 
y  vero  [n  —  ml-ies  occurrit ;  substituantur  valores  novi  ipsis  x  zX  y  \ 
neglectis  factoribus  constantibus,  qu^  ad  Uneas  ordinem  nihil  conferunt, 
mutabitur  terminus  in  \{,u-\-t) — «]'"  [(^^  —  i)  —  b\"~"',  ubi  item  quoad  or- 
dinem  Hnese  nonnisi  variabiles  respiciendo,  [(w  -l-^)'"-4--  \u  -1-  ^i"'~'+  ■  -  ■] 
per  \{u  —  /)"~"'-f-  \u  —  /J^^^^^H ]    multiphcatum    considerandum    venit. 

In  binomio  ad  /7  elevato  summa  exponentium  in  quovis  termino  idem 
/(  est ;  si  igitur  terminus  quicunque  ipsius  (u  -\- 1)'"  per  terminum  quem- 
cunque  ipsius  {u — /)"~"'  multiplicetur,  summa  literarum  variabilium  (ut 
factorum)  in  facto  erit  m-{-n  —  m  =  n\  in  facto  autem  e  quohbet  ter- 
mino  item  ipsius  [u  -h  /)'"  per  quemhbet  terminum  ipsius  \u  —  /^«-"'— '^ 
numerus  variabiliura  erit  m-\-n  —  m  —  i  —  «  —  i;  et  patet  in  nullo  facto, 
nisi  quod  ex  {u -\- 1)"' {u  —  tT~'"  oritur,  numerum  variabilium  ad  n  ex- 
smgere  ;  quodvis  enim  ex  {u -h  ty"~"'   per  \u — ^y—'"—"   multiphcato    ori- 
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tiir,  (denotantibus  m',  n  integros  positivos,  et  in'<im.  n'<.n  —  mi;  fiet 
igitur  summa  literarum  variabilium 

m  —  m'-\-  n  —  m  —  «'—  ti  —  m  —  «'=  n  —  \in-\-n) 

quod  <.n  est ;  est  nempe  m-\-n'<.n,  quia  n—n — m-{-m,  et  n<,n — m 
atque  m'<C  m. 

Consequenter  utcunque  mutetur  abscissarum  linea  et  origo  abscis- 
sarnm  angulusque  ordinaiarum,  ordo  lineae  manet. 

Notandum  autem  per  multiplicationem  terminorum  dictorum  omnium 
prodire  omnes  terminos,  tam  qui  nonnisi  aliquam  variabiiium  /  et  m  con- 
tinent,  quam  qui  quocunque  numero  v  ipsum  n  iiaud  superante  continet 
quamvis  aliquam  ipsarura  /  et  m,  et  alteram  ?''-ies  continet  {pro  v^v 
haud  >«);  nempe  ut  (Tom.  I.  pag.  562)  dictum  est,  omnes  uniones, 
biniones  ^  prodire  ex  /  et  w,  usque  ad  «-iones  linclusive)  admissa  repe- 
titione  literae  eiusdem,  haud  numerata  diversa  earundem  literarum 
permutatione,  Facile  hoc  patet,  quum  ex  {t-\-u\''  prodeat  omnis  possi- 
bilis  j^-io,  uti  ex  (/ — lif  omnis  possibilis  v'-'\o,  adeoque  ex  [t-\-uf  if — tif 
omnis  possibilis  {v-^v')-\o. 

6.  Linea  ordinis  n-ti  a  nulla  recta  in  plurihus  qiiam  n  punctis 
secari  poiest. 

Nam  etsi  recta  quasvis  pro  linea  abscissarum  accipiatur,  gradus  sequa- 
tionis  haud  augetur.  Erit  autem  ubicunque  secuerit  linea  rectam  ab- 
scissarum  t,  ordinata  «— o;  adeoque  pro  w=o  omnes  termini  Eequati- 
onis  ipsara  11  ut  factorem  continentes  disparent,  et  pars  reliqua  iequati- 
onis,  quse  nonnisi  variabilem  t  nec  eam  ad  ipso  n  altiorem  gradum  ele- 
vatam  continet,  erit  —  o  pro  u~o;  quamobrem  plures  quam  numero 
n  valores  ilii  ipsius  t,  pro  quibus  u  —  o,  dari  nequeunt. 

7.  Ldnea  n-i\  ordinis  per  o  — '  puncia  determinatur, 
et  quidem  ita,  ut  quanquam  non  ad  quamvis  tot  puncta  requirantur,  per 
tot  puncta  nulla  linea  ordinis  n-ti  alia  duci  possit ;    et   per  quaevis  data 

-^ ■    — I   puncta  linea  aliqua  ordinis  K-ti    duci  possit,    dumraodo 

eorum  plura  quam  n  puncta  in  recta  haud  sint,  quia  linea  ordinis  «-ti 
in  pluribus  quam  n  punctis  rectam  non  secat. 
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In  Eequatione  generali  linese  ordinis  n-ti  sunt  ipag.  149,1  tennini  numero 

,  variabili  est. 


Sint  iFig.  199.)  puncta  data  21,  i3,  (L,  .  .  . ;  ducatur  linea  abscissarum 
qusecunque  T.i£},  et  sit  *  origo  abscissarum,  demittantur  ex  2i,  3,  C, . . . 
perpendiculares  A,  £,  C,  .  .  .  tanquam  ordinatse  respondentes  abscissis 
a,  i>,  c,  .  .  .;  substituatur  prius  in  sequatione  generali  ubicunque  a  ab- 
scissas  t  et  A  ordinatEe  u,  dein  in  eadem  priore  asquatione  generali 
substituatur  ubique  d  absciss^  t  tt  B  ordinatEe  u,  tum  substituatur  item 
in  Eequatione  generali  c  abscissEe  /  et  C  ordinatje  u,  et  ita  porro ;  donec 
tot  Eequationes  gradus  primi  prodeant,  quot  puncta  data  et  quot  con- 
stantes  quterenda;  sunt;  itaque  constantes  ex  iis  determinantur ;  et  linea 
pro  constantibus  repertis  in  Eequationem  positis,  erit  gradus  ii-ii  per  data 
puncta  transiens. 

Potest  etiam  constans  variabili  destituta  —  i  poni,  et  reliquEe  con- 
stantes  quoad  eam  exprimi. 

Neque  autem  uUa  alia  linea  n-t\  ordinis  per  eadem  puncta  transit. 
Nam  si  alia  linea  /,  esset  per  eadem  puncta  transiens  :  reducta  ad  lineam 
abscissarum  priorem  et  idem  abscissarum  initium,  quod  prius  erat,  modo 
dicto  Eequatio  generalis  easdem  Eequationes  pro  constantibus  reperiendis, 
easdemque  constantes,  adeoque  eandem  lineEe  L  Eequationem  prsebebit. 
8.  Si  linea;  «-ti  ordinis  sequatio  sit  F[x,  y)  =  o  pro  abscissa  ;c  et  ordi- 
nata  y,  atque  pro  iisdem  abscissis  et  ordinata  u  sit  linese  m-ti  ordinis 
squatio /"i^v,  w)  —  o :  pro  omni  casu,  ubi  lineas  hse  se  invicem  secant, 
u=y  esse  oportet;  adeoque  pro  illo  x  debet  F\x,y)  —  o=f{x,u)  esse. 

Probari  autem  potest,  eliminato  y  aequationem  nonnisi  ad  gradum 
mn  assurgere ;  adeoque  haud  dari  posse  plures  eiusmodi  valores  ipsius  x, 
pro  quibus  u—y  fiat,  adeoque  lineje  dictae  se  invicera  secent ;  quanquam 
non  dicatur  in  tot  punctis  secare  posse.  Sed  instituti  ratio  transire  ad 
numerum  -3  iubet. 
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SECTIO  IV. 

KEDITUS  E  PI.ANO  IN  ABYSSUM  SPATII. 

•3- 

Ambitus  constructionis  geometricae  sensu  lato  ;  numero  rectarnm 
operationumqiie  trium  primitivarum  finito,  nempe  prseter  duas,  quce  in 
constructione  geometrica  sensu  stricto  adhibebantur,  etiam  tertia  adrait- 
titur,  exclusa  taraen  hic  quoque  operationum  coniunctione. 

Ordo  lin  calce)  prtescriptus  plura  satis  declarat,  et  primaria  quoque 
(pagg.  38  y)  dicta  repetere  supervacuum  est :  ex.  gr,  quod  recta  cum 
plano  aut  punctum,  aut  totam  se,  aut  nihil  commune  habeat ;  planum 
cum  plano  aut  rectam,  aut  nihil  commune  habeat;  porro  quod  recta  per 
planum,  pariter  planum  per  planum  in  alteram  plagam  transeat ;  y, 
Nempe 


REDITUS    E    PLANO    TN   ABYSSUM    SPATII. 

Numero  rectarum  operationuinqLie   triura    primitivarura.  ^«rio  (constructio 
geometrica  sensu  lato) ;    nirairum  duabias  accedit  tcrtia,  nempe  motus  circa 


Motus  circa  axera  linearum  planorumque,  absque  figurarum  respectu. 

Linearum  moius  circa  axem,  figuras  haud  efficientiura. 

Rectilineorum  figuras  haud  constituentium  raotus  circa  axein, 

Unus  motus  circa  axem. 

Complexus  duarum  rectaruni  se  mutuo  in  plano  /'secantium  raotus  circa 
unam  earundem  ;  parit,  si  angulus  rcctuA  fuerit,  planmn^  sucus  aiiLeni  cnnQS 
veriicales. 
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■3iiiir2. 
Plana  parallela  describuntm"  (pag.  42), 


Recta  e  fiuncto  extra  filanum  P,  ad  duas  rectas  in  P  sitas  perpen- 
dicularis,  est  ad  planum  P  perpendicularis  (pag.  39) ;  patetque  planum 
per  G  descriptum  (in  -311112)  et  planum  per  \-i  descriptum  punctum  p  ■ 
commune  habere,  et  se  invicenn  in  recta  secare  ;  darique  igitur  e  quovis 
plani  P  puncto  p  perpendicularem  ad  P\  esseque  unicam  ex  p  ad  /^ 
(pag-  39l- 

Patet  etiam  qiiamvis  rectam,  quae  ad  planorum  parallelorum  P 
et  Q  (in  ■3111112I  aliquod  perpendicularis  est,  esse  ad  alterum  eorun- 
dem  quoque  perpendicularem  ;  atque  quasvis  duas  eiusmodi  rectas  esse 
aequales  et  parallelas  ;  et  hinc  etiam  quasvis  duas  rectas  eidem  ter- 
tiae  parallelas  inter  se  quoqne  parallelas  esse. 

I.  Nempe  quoad  primum  (Fig.  200.J:  si  &b'=cc',  erit  bcc'b'  rectangulum, 
atque  in  raotu  circa  bc  describent  h'  et  c'  circulos  radiis  Eequalibus  bb' 
et  cc'  (in  planis  P  et  Q);  atque  tangentes  circulorum  horum  in  plana 
P  et  Q  cadent,  et  recta  b'c'  ad  tangentem  in  b'  circuli  radio  bb'  in  P 
scripti,  et  pariter  ad  tangentem  in  c'  radio  cc'  in  Q  scripti  perpendicu- 
laris  est :  nam  bcc'b'  sive  antrorsum  sive  retrorsum  moveatur  circa  bc, 
generationes  aequales  sunt  (Tora.  I.  pag.  12);  est  igitur  h'c'  tam  in  P 
quam  in  Q  ad  duas  rectas  perpendicularis,  consequenter  tam  ad  /'quam 
ad   Q  perpendicularis, 

■31 1 II 12.  E  punttis  b,  c,  .  .  .  rcctas  A  in  plano  aliquo  sint  perpendiculares  B,  C, . .  ., 
moveaturqiie  schema  circa  A  ;  vise  rectarum  B,  C,  .  .  .  erunt  plana  pa- 
rallela  P,  Q,  .  .  . 
■3111T2.  Phires  molus  circa  axem:  sint  in  plano  P  sd  rectas  A,  B,  se  mutuo  in 
p  secantes,  rectte  a,  (i,  ex  p  perpendiculares  ;  vertaturque  a  circa  A,  et  ft 
circa  B ;  via  prioris  secare  viam  poslerioris  debet,  atque  ibidem  est  per- 
pendicularis  ad  P. 
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Potest  vero  quEevis  recta  ad  planum  P  vel  Q  perpendicularis  per 
bc  :iut  h'c'  repnesentari  :  nam  quodvis  punctum  alterutrius  iex.  gr.  plani  P\ 
aliquod  punctum  rectae  bb'  est,  itaque  per  V  reprassentari  potest ;  ex  b' 
autem  ad  P  nonnisi  unica  perpendicularis  ad  P  datur ;  eratque  hsec  b'c', 
atque  eadem  ad  planum    Q  perpendicularis  est. 

2.  Quoad  secundum.  Si  duce  eiusmodi  rectee  b'c'  et  b"c"  in  planis  pa- 
ralleiis  P  et  Q  terminat^  ad  utrumque  perpendiculares  fuerint :  erit 
{pro  b'  et  b"  in  P,  et  c'  et  c"  in  Q  sitis)  tam  recta  b'c^  quam  h"c"  per- 
pendicularis  tam  ad  reclam  b'b"  quam  ad  rectam  c'c";  consequenter  quad- 
riiaterum  rectilineum   b'b"c"c'  erit    rectangulum,  adeoque  b'c' ||  et  =b"c", 

3.  Unde  etiam  sequitur,  quod  si  (Fig.  201.)  rectai  p,  F  eidem  rectee 
A  parallelie  fuerint,  inter  se  quoque  parallela;  erunt.  Nam  sint  e  punctis 
b,  c  ipsius  A  ad  rectas  £,  F  perpendiculares  bb',  cc'  et  bb",  cc";  erit 
b'c'=  bc  =  yd';  moveatur  circa  A  schema  ut  prius  :  manifesto  erunt  rectae 
\i€,  b"c"  ad  plana  parallela  per  rectas  hh> ,  C(^  descripta  perpendiculares; 
adeoque  (per  prfficedentiai  erunt  E  et  F  parallelse. 

Atque  hinc  etiam  patet  e  quovis  puncto  p  extra  planum  P  sito  dari 
rectam  ad  P  perpendicularem.  Nara  sit  (Fig.  202.)  e  quovis  puncto  a 
plani  P  recta  a  d.6.  P  perpendicularis,  sitque  pf  ad  «  e  puncto  f  ipsius 
u  perpendicularis,  atque  in  plano  a!p,  quod  propter  punctum  a  commune 
secat  pianum  /-*  in  recta  oh,  accipiatur  in  hac  sectione  utriusque  plani 
recta  ab  —  Ep  ;  et  concipiatur  moveri  pFab  circa  0.1:  fient  duo  plana  pa- 
rallela,  et  recta  pb  perpendicularis  ad  P. 


De  angulo  duorum  planorum  quoque  dictum  (pag.  40)  est :  unde 
etiam  ibidem  patet  dari  e  quavis  recta  imo  e  quovis  puncto  plani  P  pla- 
num  perpendiculare  ad  P. 


■3112.       Motus  plar 
•31121.       Motus  unus :  planum,  circa  rectam   quamvis    in    1 
cit  anguium  duorum  planorum. 
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.  Sed  demonstrantur  ibidem  sequentia:  Quodvis  planum  Q,  in  quod 
recta  perpendtcularis  ad  planum  P  cadit,  est  perpendtculare  ad  P\ 
et  si  sectio  planorum  P  et  Q  sit  ob,  perpendicularis  ad  P  e  quolibet 
puncto  rectae  o!o  in  Q  cadit ;  item  quaevis  perpendicularis  ad  ah  in 
Q  cadens  est  perpendicularis  ad  planum  P  (pagg.  40  ^). 

Si  vero  praeter  planum  Q  etiam  planum  q  sit  perpendiculare  ad 
P,  atque  Q  et  q  secent  se  invicem,  sectio  planorum  Q  et  q  erit  recta 
ad  planum  P  perpendicuiaris  (pag.  42). 

Quod  anguli  planorum  se  invicem  secantium  verticales  aeqiiales 
sint  &,  vide  (pagg.  40  &]. 


Sit  (Fig.  203.,'  C  punctum  commune,  concipiaturque  facies  plani  abchc 
superior  alba,  inferior  nigra ;  moveaturque  prius  planum  bcbe  circa  hc, 
ita  ut  facies  alba  ipsius  c&bc  faciei  albas  ipsius  acb  obvertatur,  et  tum 
moveatur  planum  c&e  circa  cb,  ita  ut  si  prius  alba  facies  alb^e  obverte- 
batur,  et  nunc  alba  ipsius  ci>e  facies  albae  ipsius  c&b  faciei  obvertatur : 
si  per  planum  altera  vice  motum  secetur  ahc  (cadente  ex.  gr.  ce  in  coi, 
orietur  angulus  solidus  rectilineus  per  tria  latera  nempe  sectores  ach, 
cb&,  cbe  ad  apicem  communem  clausus,  quorum  summa  manifesto  est 
minor  quatuor  rectis. 

Patet  etiam  cfc  circa  C\  moveri,  motumque  quoties  libuerit  conti- 
nuari  posse  :  ut  angutus  solidus  numero  laterum  quolibet  claudatur.  Po- 
terit  conditio  esse,  ut  facies  nigra  nigrae  obviam  semper  eat,  aut  hsec 
conditio  tolli. 

■31122.  Plures  motus  plani  circa  axcm. 
■31 1221.  Cuiusvis  motus  axi  punctum  idera  p  commune  ;  uempe  inteiligantur  omnia 
in  eadem  spatii  e  plano  P  plaga  (ex.  gr.  superiore),  sitque  motus  plani  cu- 
iusvis  angulus  <  2R,  denotante  R  rectum  ;  moveaturqtie  sub  hac  condi- 
tione  plannm  P  circa  rectam  pa  in  eo  sitam  ;  atque  e  quovia  loco,  unde 
libuerit,  moveatur  item  circa  aliquam  rectam  ipsiusdem  per  p  euntem,  con- 
tinuando  donec  libuerit ;  orietur  angulus  snlidus  rectilineus.  Poterit  ea  quo- 
que  determinatio  accedere,  ut  P  aemper  versus  faciem  illam  moveatur,  quje 
inferior  erat. 
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Notandum  autem  est  numerum  laterum  anguli  solidi  rectilinei 
ad  apicem  communem  clausi  minimum  esse  tres,  et  latera  talia  esse, 
ut  summa  quorumvis  binorum  (ut  in  triangulo)  maior  tertio  stt. 
Nam  si  (Fig.  204.)  arcus  ha  —  ba'  et  Cia'— be:  moveatur  ahc  circa  bc, 
donec  ca  in  ca'  cadat,  et  raoveatur  5ce  circa  cb,  donec  Ci  in  ca'  cadat ; 
atque  tum  moveatur  retrorsum  ahc  circa  cb,  et  bce  circa  c& ;  describent 
puncta  a  et  e  circulos  in  superficie  sphserx ;  sit  enim  aZl  ±  cb,  et  mani- 
festo  describet  in  motu  dicto  21a  planum  et  a  circulum,  qui  omnino  in 
superficie  sphEcrae  erit,  manente  nempe  centro  c  et  radio  ca.  Duo  hi  circuli 
autem  si  prseter  punctum  a  adhuc  ahquid  commune  haberent  supra  planum 
cbb,  fieret  id  etiam  inferius ;  adeoque  duo  circuh  se  invicem  in  pluribus 
quam  duobus  punctis  secarent.  Hoc  autem  fieri  nequit,  etsi  circuli  non 
in  idem  planum  cadant :  sint  enim  puncta  p,  a,  q  circulo  utvique  C  et  c 
communia  ;  ea  non  in  recta  sunt,  adeoque  planum  idem  circuli  utriusque 
determinant ;  ibi  vero  duo  circuh.  tria  puncta  communia  habere  nequeunt. 

Atque  manifesto  si  summa  arcuum  ab  et  bs  sit  arcu  hb  minor,  ex.  gr. 
sit  arcus  ah  —  ba'  et  arcus  iie  =  iiil',  et  &int  ex  e  ad  cb,  et  ex  a  ad  ch 
perpendiculares  e€  et  a31 :  circuU  centrorum  21  et  €  radiis  2la  et  <£.e 
secare  se  invicem  prorsus  nequeunt.  Nam  si  circuh  priores  se  invicera 
nonnisi  in  a'  secabant,  circulus  centri  €  radii  ei£  nihil  cum  circuio  centri 
21  radii  2Xa'  commune  habebit ;  namque  circulus  in  superficie  sphEerge 
circa  centrum  b  per  punctum  C  scriptus,  totus  intra  circulum  centri  eius- 
dem  per  punctum  a'  scriptum  manet. 

Quod  nempe  via  tahs  in  superficie  sphEera;  circulus  sit,  patet  e  prius 
dictis,  ubi  a2l  perpendicularis  ad  cb  mota  planum,  et  a  circulum  plano 
sphasrteque  coramunem  generat. 

Sunt  igitur  in  angulo  sohdo  rectilineo  trilatero  qua^vis  bina  latera 
simul  sumta  tertio  maiora,  Atque  hinc  patet  etiam,  quodvis  triangulum 
sphaericum,  nempe  figuram  in  superficie  sphserse  e  tribus  arcubus  cir- 
culi  maximi  compositam,  talem  esse,  ut  summa  quorumvis  binorum 
laterum  tertio  maior  sit :  secus  enim  anguh  solidi  dicti  bina  qusedam 
latera  tertio  maiora  non  essent.  Unde  et  via  minima  inter  duo  puncta 
superficiei  sphcericse  in  circulo  maximo  est. 
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Est  quoque  angulus  solidus  rectilineus  dictus  per  tria  latera  forma 
absolute  determinata,  uti  trianguium  rectilineum  per  tria  latera ;  et  idem 
de  triangulo  sphaerico  patet.  Nam  si  (Fig.  205.)  c  in  centrum  sphserEe 
ponatur,  et  C  in  c  manente,  e  in  a  cadat,  trianguli  apex  b  cadet  aut  sn- 
pra  aut  infra  planum  acb,  neque  vero  uUum  aliud  tale  punctum  &'  in 
eadem  plaga  (ex.  gr,  supra  planum)  datur ;  quia  tuin  duo  circuli  extreml- 
tate  b  perpendicularium  ex  b  ad  (xc  et  &c  missarum,  circa  Iias  motarum, 
descripti  se  invicem  supra  planum  in  duobus,  adeoqne  et  infra  illud  in 
duobus  secarent. 

Manifesto  quoque  forma  determinata  generatur,  etiamsi  novus  angu- 
lus  solidus  rectilineus  trium  laterum,  ad  eundem  apicem,  priori  ita  iun- 
gatuT,  ut  nonnisi  unum  latus  (nempe  unus  sector)  utrique  commune  sit ; 
idemque  compositione  plurium  eiusmodi  angulorum  continuari  posse  pa- 
tet,  eodemque  ordine  iuxta  se  invicem  positis  eiusmodi  angulis,  formam 
determinatam,  eidem  semper  asqualem,  generari. 

■31  I232I  I. 

Planum  R,  plana  parallela  P,  Q  secans,  alternos  angulos  et  exter- 
num  interno  oppositum  aequales,  atque  summam  duorum  internorum 
duohus  rectis  aequalem  facit  (Fig.  206.I. 

Fiat  enim  e  puncto  quopiam  p  plani  /-*  perpendicularis  pp'  ad  pla- 
num  R,  perpendicularis    pt)    ad    planum    O,  atque  ponatur  per  pqp'  pla- 

■311222.       Plures  motus  circa  axem,  absque  puncto  axium  commimi  ; 
-3112221.       Nonnisi  planorum. 
■31 13231 1.       Moto  planorum  {in  ■3111112)  parallelorum  /*,  Q,  uno  circa  quamvis  rectam 
in  eo  sitam,  donec  ad   alterum    perveniat:    novo    hoc    plani    loco    R  dicto, 
anguli  ab  R  cum  P  &t  Q  facti  alterni  comparantur. 
■31122212.       Moto  R  circa  rectam  quamvis    a    per  /*  et  Q.  euntem :   novo  plani  loco 

S  dicto,  quKruntur  sectiones  cum  /*  et  Q  formse  ex  i?  et  5  constantis. 
■311232:3,       Moto  S  quoque  circa  quamvis  rectam  /9  per  P  &t  Q  euntem :  novo  plani 
loco  T  dicto,  qu^runtur  sectiones  cum  P  ct  Q  form^e  ex  R,  S.    T  compo- 
posita  ;  tam  pro  casu  si  «  ||  (^,  quam  si  noo. 
3:12223.       Planonim  cum  rectis. 
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num  A  ;  erit  A  taiii  ad  P  qiiaiii  ad  Q  inu)  et  ;id  R  perpendiciilare  ; 
nain  pi)  est  tain  ad  F  quam  ad  Q  perpendicularis,  adeoque  planum  per 
pq  positum  est  perpendicuiare  ad  j"  et  Q  ipag.  222',  ita  planum  per  pp' 
positum  est  perpendiculare  ad  R. 

Sint  porro  sectiones  plani  A  cuni  planis  /-*,  Q,  R  recta;  pi',  <\^ ,  ip'r ; 
erunt  anguli  fptl  et  r^qp  recti,  atque  parallela;  pi',  <\x'  lin  quibus  secat 
planum  A  plana  parallela  /*,  Q\  cuni  recta  per  p'  planis  A  (A  R  com- 
muni  in  eodem  plano  A  sunt.  Est  autem  summa  internorum,  quos  rectae' 
p'i  et  pi'  ad  pp'  faciunt,  ita  summa  internorum,  quos  rectae  p'r  et  qr 
ad  rectam  p'l|  faciunt,  duobus  rectis  minor.  Consequenter  pi'  et  qr' 
per  ir  secantur  ;  tiat  hoc  in  i"  et  r".  Unde  assertum  patet,  quum  angu- 
lorum,  qui  planorum  parallelorum  R  et  O  per  tertium  facta  sectione 
generantur,  quantitates  easdem  sint,  qua?  rectarum  pt'  i.]t'  parallelamm 
per  tertiam  sectarum.  Idem  vero  eodem  modo  patct,  si  p'  supra  vel  infra 
plana  P  tt  Q  cadat. 

'3U222I2. 

Sectiones  filanonim  R  et  S  cum  planis parallelis  P  et  Q  non  solum 
sibi  invicem  parallelae  sunt.  sed  etiam  angitlos  aequales  faciunt. 
(Fig.  207.'.  Sint  enim  planorum  R  tX  S  cum  P  sectiones  <&^  <xc  adeoque 
sit  A  bdc,  et  cum  plano  O  sectiones  2-13,  ^IC  adeoque  sit  A  2I23C ; 
fiantque  Ctb,  az,  21J3,  3IC  xquales  ;  erunt  oh  1|  IX^,  <XC  ||  2[C,  atque  'iXofo& 
et  2iaci£  parallelogramma  ipag.  68i ;  itaque  cC  et  hV>,  eidem  cQX  parallelie 
et  eequales,  erunt  inter  se  quoque  parallelse  et  asquales.  Consequenter 
^^hV^'^  erit  parallelogrammum  'pag.  68) ;  adeoque  cb  =  Ci^  ;  et  per  con- 
sequens  Acab=A€.2Ii^  (per  tria  laterai ;  itaque  et  /V^^^^^  A'^-!^!  ^t 
anguli  ad  basim  cb  angulis  ad  basim  Ci^  cequales  sunt. 

Atque  hoc  continuari  posse  patet,  si  ut  in  numero 


etiam  planum  7",  imo  plura  quotvis  accedant.  Si  vero  ibidem  u.\\\i  fuerit, 
sectio  in  Psectioni  in  O  sequalis  erit  ;  nempe  non  solum  anguli  sibi  invicem 
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respondentes  ;*;quales,  iquod  ctianisi  i/.  non  11;^,  semper  esti,  sed  et  latera 
sib)  invicem  respondentia  Eequalia  erunt  :  considerentur  eninivero  diige 
"-lusmodi  parallelEe  uti  u  et  fi  suiit ;  sit  a  extremitas  in  /-' cadens  ipsius 
a,  et  extremitas  in  O  sit  a',  extremitas  in  P  ipsius  ji  sit  b,  et  b'  in  O ; 
erit  recta  ab  in  plano  P  recta;  a'h'  in  O  parallela ;  quia  in  planum  pa- 
rallelarum  a  et  ^i  cadunt,  et  sectiones  per  hoc  fact^  planorum  paralle- 
lorum  P  et  O  sunt ;  itaque  latera  sibi  invicem  respondentia  quoque 
nempe  latera  opposita  paraUelogrammi  sunt  Eequalia, 

■31122221. 

C/j//i  pla/iis  parallelis  1\  O  /i<i/i  sol/iin  pianiim  tertr//m  secans^ 
sed  et  recta  ciim  atteriitrQ  ipsornm  P,  O  aliqnid  cmnmune  habetis,  in 
neutriim  incidens,  angulos  alternos  aeqnales,  pariterqne  externum 
interno  opposito  aequalem,  et  sni/imam  duonnn  interuor/im  d/iuhus 
rectis  aequalem  facit. 

Si  enim  iFig.  208.!  ex  puncto  p  ipsius  P  ad  quodvis  punctum  q  vel 
q'  recta  concipiatur,  fiant  e  punctis  p,  ii  (vel  ti'i  perpendiculares  pP,  qO^ 
(vel  q'(Q)  ad  O ;  erunt  hie  etiam  ad  /-*  perpendiculares,  atque  pPCI^t 
rectanguliun  erit ;  unde  propter  summam  duorum  internorum,  iquos  ad 
PP  faciunt  pCQ  et  pc),  vel  PQ  et  q'p  producta',  dnobus  rectis  minorem, 
secabitur  recta  p(Q,  adeoque  planuni  0\  trausibitque  recta  pq  :vel  pq'i 
per  utraque  plana  parallela  P  et   O. 

Fiant  hi  transitus  in  p  et  f  (Fig.  209.  j,  iiatque  e  puncto  6  rectie  fp 
perpendicularis  &e  ad  0;  erit  haec  perpendicularis  ad  planum /-*  quoque, 
necnon  ad  sectiones  ip,  ef  planorum  parallelorum  /-*,  O  per  planum  ^i.'f 
factas ;  suntque  ip,  z\  parallela;  per  ^f  sectte,  atque  aoguli  ipi?,  (.'li?  plane 
anguli  rectse  bf,  quos  cum  planis  I'  et   O  efficit. 

Scholion  \.  Sunt  autem  etiam  anguli,  quos  rectae  parallelae  ac,  bf 
per  planiim    P  sectae    lin  a,  bi    cu/n   plano   codem   faciunt,  aequales. 

■31132221.        Kectie^qute   C   qnovis   plani   /' ])iuicto   cst  ad   qiiodvis  puiiclum   plani  O  ail 
P  par;illcli,  anguli  altenii   ^,  quiia  cluu  P  et   Q  lacit,  coniparantur. 
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Sint  eniin  iFig.  210.1  rectie  parallela;  ac  et  bt  in  plano  tabiilK,  quod 
dicatur  O  :  erit  recta  ah  planis  /^  et  O  coininiinis,  utcunque  vertatur  /^ 
circa  ab.  Erigantur  ex  a,  b  perpendiculares  ac',  bf  ad  ah  in  O,  et  ex 
iisdem  punctis  a,  b  ad  eandem  rectam  ab  perpendiculares  aa',  bb'  in  P, 
et  perpendiculares  aa",  bb"  ad  /^.  Angulus  rectie  ac  cnm  plano  P  est 
is,  quem  ac  cum  sectione  plani  illius  /  facit,  in  quod  ac  et  perpendicu- 
laris  ex  c  ad  planum  /'  cadunt ;  atque  hoc  planum  idem  cum  eo  est, 
in  quod  ac  cum  perpendiculari  ex  a  ad  planum  /-*  erecta  cadit ;  nam 
dua;  hae  perpendiculaves  ad  idem  planum  F',  sunt  parallelEe,  in  quarLim 
alteram  cadit  a,  et  C  in  alteram. 

Si  0  circa  ab  moveatur,  donec  f\c'aa'  iconsequenter  etiam  t'bb'i 
rectus  sit,  ac'  cum  aa'',  et  bf  cum  bb"  coincidet ;  secat  autem  planum 
per  aa"  et  ac,  cum  plano  /^  punctum  a  coramune  habens,  ipsum  /^  in 
recta  quapiam  aa"'  per  a  eunte  ;  atque  angulus,  quem  recta  ista  ad  ver- 
ticem  a  cum  recta  ac  facit,  est  quantitas  anguli  rectte  ac  cum  plano  /*. 
Evidens  autera  est,  totum  schenia  in  se  raoveri  posse,  recta  ab  in  se, 
/*  in  se,  O  in  se  raanentibus,  donec  a  in  b  veniat ;  atqne  tum  ac'  in 
bf ,  ac  in  bf  venire  ;  et  propter  generationes  iequales  angulum  rect;e  ht 
cum  plano  J^  squalem  priori  produci. 

Scholion  2.  Manifesto  quoque  aa'"  cum  ah  in  plano  P  angulum  u 
illi  aiqualem  facit,  quem  bb"  cum  recta  ah  ultra  h  continuata  facit  :  con- 
sequenter  ac^"  \\  bb'";  nerape  rectae  ex  a,  b,  in  quibits  parallelae  ac,  bt 
planum  P  secant,  ad  puncta,  in  qiiae  perpendiculares  ad  P  ex  c  et  t 
cadunt,  ductae  sunt  parallelae. 

SchoHon  3.  5;  iFig.  211.1  in  planu  0  sit  Zll?  ||  21'y  et  2IC  ||  ^l'C, 
atque  supra  O  sint  talia  pmicta  a  et  a',  ut  2Ia  ciim  213  ita  21'^'  cum 
31'23'  faciant  angulum  v,  et  2la  cum  21C  tta  Zla'  cum  2i'<S^  faciant 
angulum  q  fquovis  seorsim  intellecto) :  erit  tum  1\a  ipsi'^'^'  parallela. 
Nam  ortentur  hoc  pacto  anguli  solidi  ad  apices  21  et  21'  triangulares, 
qui  21'  in  21,  et  2I'C  in  2IC  atque  21'2^'  in  213  cadentibus  super  O  con- 
gruunt,  angulo  C2['a'  in  Ola,  et  angulo  2i'2ra'  in  32Ia  cadentibus.  De- 
missis  igitur  ex  a  et  a'  ad  planum  O,  in  quod  bases  213(1,  2l'3'€'  an- 
gulorum  cadunt,  perpendicularibus  aK,  a'K':  manifesto  erunt  anguU  tl2lK 
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et  C2rK',  atque  a2lK  et  a'2l'K'  aequales  ;  adeoqne  propter  ^tl  1|  21'il' 
erit  quoque  ^IK  |j  21'K'. 

Plana  'UaK  et  2J'a'K'  (perpendiculares  ad  planura  O  complectentiai 
autem  sunt  ad  O  perpendicularia,  et  prteterea  de  parallelis  31K,  2rK' 
erecta  ;  adeoque  parallela  sunt,  secanturque  per  phina  O  ^nempe  K2121'K') 
et  a2l21' se  invicem  in  2121' secantia :  et  eruiit  sectiones  angulares  sequa- 
les,  nempe  sectio  per  planum  a2t2r  in  plano  a'2rK'  facta  cum  2l'K'  an- 
gulum  ipsi  a2lK  asqualem  efficit,  sectio  autera  alia  prgeter  21'^'  esse  ne- 
qujt.  Consequenter  2ta  et  2t'a'  in  idem  planum  cadunt,  suntque  sectiones 
eiusdem  cum  duobus  planis  parallelis,  adeoque  parailel£e. 

Scholion  4.  Fig.  212. 1.  Si  plaiia  paralhla  P  et  O  per  rectas  paral- 
lelas  pC|,  yf'<\  secentur.,  et  p,  p'  /«  P  atque  <\,  q'  in  O  fuertnt :  erit 
pq=:^p'q'.  Nam  ex  p,  p' fiant  pb,  p'b' perpendiculares  ad  O,  orientur 'uisi 
pq  adeoque  p'q'  perpendiculares  sint:  triangula  pi^b  et  p'q'b'  sequalia ; 
quia  pb  — p'b',  anguli  pqb,  p'q'B'  sunt  rectarum  pLi,  p'q'  anguli  cum  plano 
O,  adeoque  eequales,  atque  et  rectus  ^qualis  recto.  iVlanifesto  etiam  fit 
pqq'p'  parallelogrammum,  quum  pq  ||  et  —f\\- 

Scholion  5.  Si  plana  parallela  P  et  O  per  planum  K  seceniur,  et 
sectio  planorum  P  et  R  sit  recta  pi,  planorutn  0  et  R  autem  sectio 
stt  qr :  quodcunque  planum  p  ponatur  per  p  ad  O  parallele,  sectio 
planorum  p  et  R  eadem  cum  pi  erit.  Nam  per  p  nonnisi  unum  planum 
ad  O  parallelum  datur ;  sed  inde  quoque  patet,  quod  si  sectio  pf  plano- 
rum  p  et  R  diversa  a  pi  esset,  in  plano  R  per  punctum  p  ad  rectam 
qr  duse  diversEe  parallel^  darentur. 


Hoc    numero    in    calce    expositEe    constructionis    resultatum,    ibidem 
prisma  rectilinenm  dicitur  ;  quod  si  pro  2I2^£  .  .  .  nounisi  2ti^^  fuerit, 

■31122222.  Si  in  plano  P  liicrit  figiira  rcctilinea  2(S£  .  .  .,  et  t|uodvin  punctiini  a 
fuerit  supra  plaiiuni  {omnibus  supra  plaiium  acceptis)  ;  veitatiir  P  circa  VCQ 
donec  recta  3ta  incidat,  fiatque  Bb  |]  et  —  3ta,  et  tum  vertatur  planum  item 
priu,s  Z' circa  ^C  donec  recta  SB  incidat,  fiatque  Cc  ||  et --- Sb ;  atqiie  hoc 
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triangulare,  si  2I3i£D  parallelograminum  sit,  paralleiepipedum  ^  audit. 
Dicitur  vero  prisma  rectum,  si  1\a  ad  basim  2.123£  .  .  .  perpendicularis 
sit,  secus  ohUquum  audit. 

Scholion.  Datur  autem  ^pag.  17  i£\  conceptus  prismatis  generalior ;  et 
si  ex  omnibus  punctis  cuiusvis  continuse  portionis  plani  rect^  concipi- 
antur  lin  eadem  plaga)  eidem  cuipiam  rect£e  parallela;  et  asquales :  com- 
plexus  omnium  illarum  rectarum  prisma  est.  Tnterim  hic  de  prismate 
tali,  quod  georaetrice  sensu  lato.  construi  potest  et  sub  numerum 
■31122222  cadit,  prius  sermo  est,  inferius  sub  numero  "3121  cylinder 
pariter  isensu  lato'  geometrice  coustructum  prisiua  erit. 


5. 1. 

1.  In  constructione  prismatis  rectilinei,  cuius  portio  plani  a  figura  rec- 
tilinea  IXS^  .  .  .  clausa  hasis  dicitur,  oriuntur  prseter  "VCS"^  ,  .  .  et  abc. .  . 
tot  latera,  quot  latera  ipsius  2I23(J1  .  .  .  sunt :  nempe  ex.  gr.  ipsius  il23CD2i 
latera  1X&,  3C,  O,  D2I  producent  parallelogramma  2I33ba,  BCcb,  CDtiC, 
I121a&.  PrEeterea  vero  ohc  .  .  .  erit  in  plano  per  a  ad  planum,  in  quo 
3IJ3C  .  .  .  est,  parallelo,  eritque  ipsi  tVS^  .  .  .  congruenter  sequalis. 

2.  Si  planum  q  ex  O  ipsi  O  parallele  moveatur  in  iila  plaga,  in  qua 
prisma  est,  ubicunque  sectio  eius  cum  prismate  ipsi  2[i^£  .  .  .  congruen-- 
ter  asqualis  erit,  et  prisma  prius  in  duo  prismata  dividit. 

3.  Si  punctum  quodvis  p  ipsius  2iV>'^  .  .  .  isive  in  periraetrum  sive 
intus  cadati  et  punctum  p,  in  quo  planum  ahc  .  .  .  per  parallelam  ex  p 
ttd  2la  erectam  secatur,  sihi  invicem  respondentia  dicantur :  erunt  hasc 
plane  ea,  quEe  1i  in  a,  V>  in  b,  C  in  c  Si?  cadentibus  congrueut,  et  qu£e- 
cunque  portio  continua  b  plani  perimetro  ^li^cE  .  .  ,  clausi  fuerit,  com- 
plexus  rectarura  ex  omnibus  portionis  illius  punctis  usque  ad  puncta  illis 
respondentia /m?«i^  basi  h  insistens  erit,  atque  in  prius  cadet;  et  qua;- 


eontinuetur  usque  acl  ultimum  latus  ;  ai 
circa  a6,  donec  C  incidat :  nascetur  pm 
grammuni  fuerit,  in  genere  vero  prisma 


denuim  movcatur  plaiium  abJiy 
jllelepipedum,  m  JlSlED  parallelo- 
rectilineum. 
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cunque  figurte  plana;  2l3C  .  .  .  et  2l'i^''£'  .  .  .  fiierint  in  plano  tales,  ut 
recta  31i^  sit  j|  11'V'',  et  piincto  21'  in  recta  2171'  usque  m  21  moto,  rectam 
2I'J3'  ad  2123  parallele  ferendo  isimul  cum  figura  2I'3'C  .  .),  21'  in  21 
veniente  congruant :  prismata  per  complexum  rectarum  ex  omnibus  figura; 
^li^iE  .  .  .,  item  ex  omnibus  figuras  21'2.^'C.  .  .  punctis  eidem  rectae  2ta 
parallelarum  et  ajqualium,  generata  congruibilia  sunt.  Generale  hoc  tamen, 
hic  ad  figuras  rectilineas  restringitur. 

I.  Quod  primum  attinet :  ponatnr  per  a  planum  p  ad  planum  O,  in 
quo  2I23C  .  .  .  est,  parallelum,  seceturque  hoc  per  planum  abi^21  in  recta 
ab';  erit  b'  et  b  idem.  Nam  ab  \\  et  =  2U3,  quia  21a  ]|  et  ^i^b;  itaque 
ah'  et  ab  coincidunt,  quia  per  a  ipsi  212.?  nonnisi  una  parallela  datur.  Est 
vero  ab2.?2I  parallelogrammum,  quod  pariter  de  bcC2.?,  et  porro  de  omni- 
bus  patet ;  sed  quum  de  b  idem  quod  de  a  dictum  est  valeat,  cadet 
etiam  bc  in  planum  p  ;  atque  eadem  ad  c,  ^,  .  .  .  applicando,  abc  ...  in 
planum  p  per  punctum  a  ad  planum   O  parallehim  cadet, 

II.  Quod  alterum  attinet :  sit  plani  y  cum  plano  21i3ba  sectio  a'b', 
ita  b'c'  sectio  item  plani  </  cnm  i^tcb,  et  ita  porro  ;  dari  has  sectiones 
patet,  si  q  per  rectam  21a  feratur  ;  secabit  enim  quamvis  ipsi  21a  paral- 
lelam;  eritque  a'b' !1  et  =2123,  b'c' ||  et  =3iZ  ^,  item  f\a'h'c'= /\2ll^€, 
/\b'c'b'=yi£D  y  pag.  225;.  Ttaque  figura  a'b'c' .  .  .  congruere  ipsi  2l23lE , .  . 
poterit. 

III.  Tertiuni  sic  patet  :  quodcunqae  punctum  XV  fuerit  Fig.  213.), 
sive  in  perimetro  ipsius  213C  .  .  .  sive  intus,  ilH  respondens  (V  plane 
illud  erit,  in  quod  caderet  fi'  congruentibus  ^li^C  .  .  .  et  abc  .  .  , ,  caden- 
tibus  2(  in  a,  et  23  in  b,  atqne  t£  in  c  £5^,  Nam  etsi  non  in  perimetrurrf 
adeoque  intus  caderet  i>',  poterit  recta  21£)'  duci  et  continuari,  donec  pe- 
rimeter  in  f)"  secetur ;  sit  J^"  in  perimetri  latere  f)3'  accipiatur  in  peri- 
metri  ahc  .  .  .  latere  bi  recta  bb"=  i)b".  Erit  fj3ib  parallelogrammum, 
adeoque  et  ■£)£>"b"b  ;  quia  tum  £)&'  ||  et  =  bb".  Eritque  .^"b"  et  2la  eidem 
^b=i  et  ]i  ;  itaque  fl"b"=  et  ||2la;  atque  hinc  2lah"V)"  parallelogram- 
mum  est,  atque  ab"  |]  et  =  2I£i".  Consequenter  si  in  ah"  accipiatur 
h"h'=^"£^\  erit  £>"^'b'b"  parallelogrammum,  atque  et  £fh'  ipsi  2Ia  pa- 
rallela ;  qute  sola  ex  b'  ad  21a  est,  nempe    e   puncto  illo  ipsius  ahc  .  .  . , 
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quod  iii  &'  cadit,  congruentibus  ^iyi£  .  ,  ,  et  ahc  .  .  . ,  cadentibusque  21 
in  a,  et  B  in  b,  £  in  c  i?, 

Si  igitur  sive  toto  21i"^iL  ■  ■  ■  i  sive  e  quavis  lignra  i.nunc  rectilineai 
KCill  .  .  .  in  Sli^C  .  .  .  existente,  concipiantur  recta'  e  quovis  puncto  ad 
punctum  ei  respondens,  complexus  earum  erit  prisma  tnfer  eadem  plaiia 
paralUla,  basi  K^2n  .  .  .  iuxta  rectam  lla  superstructum  ;  et  quidem 
si  KOl  .  .  ,  idem  cum  2I3i£  .  .  .  tuerit,  fiet  idem  cuni  prismate  priore, 
secus  vero  pars  huius  erit.  Nam  si  puncta  ipsis  K,  €,  ^11,  .  .  .  respon- 
dentia  f,  I,  iu,  .  .  .  dicantur :  erit  KE  ||  et  ^lXa,  et  ^!  ||  et  =1{a  ^,  atque 
KflS,  ^lmill   y  parallelogramma  erunt,  et  antea  dicta  applicari  poterunt. 

Evidens  etiani  est,  prisma  basi  1W>*Z.  .  .  ,  iuxta  rectam  IXa  super- 
structum  rectarum  e  quovis  puncto  ipsius  ^ii^^X  .  ,  ,  ad  2(a  parallelarum 
et  sequalium  complexum  esse  :  nam  recta  e  quovis  puncto  ipsius  2iytE,,. 
ad  2la  parallela  et  eidem  aiqualis  in  dictum  prisina  cadit,  nec  ullum  in 
dicto  prismate  punctum  f  est,  quod  non  in  parallelam  ad  2(a  ex  aliquo 
ipsius  SIBC  puncto  in  eadera  cum  reliquis  plaga  cadat ;  quia  si  planum 
per  f  ipsi  213*11  parallelum  ponatur,  sectio  plani  positi  cum  prismate 
erit  congruenter  asqualis  ipsi  IVS^  ,  .  . ,  et  f  in  hac  sectione  erit,  quia 
in  prisma  cadit ;  atque  paulo  antea  dictis  applicatis,  patet  rectam  per  f 
ad  21a  parallelam  tam  per  1W>'^  .  .  .  quani  per  abc  .  .  .  ire. 

Quod  autem  congruentiam  prisniatnm  super  basibns  ^li^iE  ,  .  ,  et 
2l'23'i£'.  .  .  congruenter  asqualibus  lin  eodeni  plano  siti.s.)  sub  conditione 
(pag.  230)  dicta  iuxta  eandem  rectam  2(a  in  eadem  plaga  exstructis  attinet: 
sint  ambo  prismata  in  plaga  superiore,  et  facies  ipsius  2IBC  .  .  .  lac  pa- 
riter  facies  ipsius  'WV>'^' .  .  .)  superior  dicatur  a/ba,  inferior  nigra  ;  facies 
nigra  ipsius  SCS^f .  .  .  faciei  alb^  in  omni  casu  supernnponi  poterit,  et 
tum  2I'a'  cum  2Ia,  23'b'  cum  2^h,  xs  coincident,  lextremitates  parallela- 
rum  ex  2(',  3 ,  .  .  ad  IXa  ductarum  literis  accento  insignitis  denotando) ; 
nam  21'a',  facie  nigra  ipsius  2J'3'C  faciei  albie  ipsius  2(^11  .  .  .  super- 
imposita,  in  plagam  eandem  cum  2la  caditj  neque  aliorsum  cadere  po- 
test :  quia  2la  ||  21' ci',  adeoque  cuni  plano  eodem  angulos  jequales  faciunt ; 
atque  idem  de  3'b' et  reliquis  patet.  Et  facile  perspici  potest,  et  inferius 
prisma    super    eadem   basi   iuxta   eandem    rectani    2(a   geueratum    priori 
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congruere,  si  basis    inferior    snrsum  niovcatur    sibi    parallele,  donec    ipsi 
2t^C  .  .  .  congruat. 


At  vero  superficies  prismatis  basi  2I23t£  .  .  .  superstructi,  rete  e  pa- 
rallelogrammis  supra  dictis,  (quorum  nnum  latus  in  omnibus  Eeqnale  est, 
aiterum  vero  in  primo  est  2125,  in  secundo  vero  3C  £5,  atque  anguli 
pro  dato  angulo  rectEe  2la  cum  plano  Z123C  computan  possunti,  adiectis 
duabus  basibus,  compositum  nltro  prasbet;  e  quo  si  facies  snperior  alba 
sit  in  plaga  snperiore,  nonnisi  nna  eadem  forma  compingi  potest ;  atque 
idem  rete,  prouti  facies  alba  aut  nigra  extrorsum  vertetur,  formas  dare 
potest,  quEe  congruere  nequennt,  aUoquin  a^quales. 

Nimirnm  si  latera  anguli  solidi  sint  A,  B,  .  .  .,  ordine  eoruni  eodem, 
forma  unico  modo  determinatur,  atque  idem  e  fine  lateris  cuiusvis  nlte- 
rius  progrediendo  patet ;  nec  maius  vel  minus  prodire  potest,  si  rete 
invertatur,  ut  facies  nigra  claudatur,  et  alba  extrorsum  versa  sit ;  quum 
nullum  aliud  duarnm  generationum  per  se  resultato  unico  gaudentium 
discrimen  sit,  nisi  quod  altera  in  altera  plaga  faciem  baseos  nigram  re- 
spiciente  suscepta  sit, 

Possunt  tamen  hoc  pacto  formit  tales  prodire,  qua;  congruere  ne- 
queunt.  Ex.  gr.  sit  (Fig.  214.1  pvismatis  basis  2l3i£  in  plano  O,  et  sit  e 
D  meditullio  rectK  2.13  ad  21lE  parallela  DV,  atque  CIl'  sit  ||  213,  con- 
cipiaturque  prisma  iuxta  rectam  2i.t  'ut  in  praicedentibus)  plano  tabula; 
superius  insistens ;  nec  sit  21a,  adeoque  36  perpendicularis  ad  213£, 
sed  sit  ex.  gr.  3b  ad  la;vam  versus  3D  inclinata ;  evidens  post  dicta  est, 
quod  si  prisma  rectum  esset,  atque  A  Di£3  cum  prismate  super  eo  ex- 
structo  superponeretur  triangulo  D'€C,  (*£  in  se,  T>  in  D'  et  3  in  l£  ca- 
dentibusi :  oreretur  paralleiepipedum  rectum  super  basi  ^ICDD  exstruc- 
tum ;  at  si  3b  inclinet  (ex.  gr.  ad  la;vam,  ut  dictum  est),  et  superim- 
ponatur  A  D^iE  triangulo  D'i£€  (nempe  si  superior  facies  alba  dicatur, 
inferior  nigra),  facies  trianguli  Zli£3  nigra  faciei  alb^  trianguli  D'£(£  su- 
perponetur ;  et  recta  3b  in  prisniate  basi  (£(£P'  superposito,  ad  dextram 
versus  (£D'  inclinata  erit ;  concipiatur  nimirum  D3  sursum  sibi  parallele 
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moveri  itriangulum  D^S.^  aiite  se  fereiidoi  donec  P  in  £,  et  i^  in  D'  ve- 
niat ;  cadet  recta  D33  in  £P',  sed  J)  in  t£,  et  V'  in  D',  atque  i£  supra 
CD'  erit ;  at  si  vertatur  Di^  e  hoc  loco  circa  meditullinni,  donec  extre- 
mitas  dimidium  circulum  describat :  cadel  3  in  il,  D  in  D',  (£  in  £,  sed 
3b  ad  dextram,  nempe  ad  CD'  inclinabitur ;  adeoque  si  triangula  dicta 
nonnisi  ista  superiinpositione  congruere  queant,  prismata  super  iis  tan- 
quam  basibus  iuxta  eandem  rectam  2la  exstructa  congruere  non  poterunt, 
At  vero  si  rete  invertatur,  adeoque  generetur  prisma  super  basi  CD^^E 
in  plaga  inferiore,  ut  facies  aJba  baseos  CCD'  extus  raaneat  superius ; 
sitque  recta  tlc'  sectio  paranelogrammorum  rectis  £D',  iH^E  in  plaga 
inferiore  insistentiura  :  erit  prisma  dictum  in  plaga  inferiore,  ad  basim 
£*£D'  iuxta  rectam  £c'  exstructum,  atque  Cc'  cum  CD'  angulum  a^qualem 
illi  faciet,  quem  i^b  cum  BD  faciebat,  et  angulus  ipsius  ^c'  cum  £>£ 
etiam  fit  <equaUs  angulo,  quem  Bb  cum  33i£  faciebat ;  atque  si  conti- 
nuatio  recta;  Cc'  in  plaga  superiore  Cc"  sit,  faciet  Cc"  cura  0(  anguhira 
Eequalem  illi,  quem  3B  cum  'BV  faciebat,  et  eadem  recta  t£c"  faciet  cum 
lL&  angulum  a?qualem  ei,  quem  23b  cum  B<£  faciebat ;  atque  hinc  iper 
pag.  227  ifiet  ^Lc"  II  23b  et  per  consequentiam  Cc"  parallela  2la  est. 

Poterit  igitur  prismatis  inferioris  basis  inferior  iuxta  rectara  c'<L  sur- 
sura  sibi  parallele  moveri,  usquequo  in  basim  superiorem  perveniat : 
atque  tum  manifesto  prisma  totum  super  plano  O  erit,  triangulo  C€D' 
iuxta  rectam  2[ti  superstructum  ;  atque  hoc,  simul  cum  prismate  basi 
trapezio  21D<££  superstructo,  efficiet  parallelepipedum  basi  ^IDD'^  iuxta 
rectam  2ia  superstructum. 

Unde  quum  rete  etiarasi  invertatur,  corpora  a;quaHa  etsi  non  sem- 
per  congruential  producantur  :  quodvis  prisma  triangulare  erit  parallel- 
epipedo  tali  aiquale,  cuius  altitudo  inempe  perpendicularis  e  basi  supe- 
rtore  ad  planum  baseos  inferioris  superiori  parallelum}  est  eadem,  ba- 
sis  vero  est  parallelogrammum,  in  quod  basis  triangularis  modo  dicto 
mutata  est ;  inferius  patebit  idem  valere,  etsi  triangulum  in  aliud  paralle- 
logrammum  mutetur. 

Scholion.  Eodem  tantura  modo  per  retis  inversionem  fiunt  et  duo 
illa   prisraata   triangularia   asqualia,   in    quse    parallelepipedum    obliquum 
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dispescitur,  si  basi  per  diagonalem  in  duas  partes  ai^quales  divisa  in  altera 
basi  diagonalis  respondens  accipiatur,  Eruut  uempe  dua;  diagonales  in 
plano  ;  et  plane  nn  Fig.  214.'  tale  parallelogvammum  if  ^lEP' cum  diago- 
nali  C^E  exhibetur,  si  A  PCy  ad  ductuni  recta^  23(£  feratur,  donec  *£ 
in  (£,  et  y  in  £,  atque  311  jn  i£,^  veniat ;  quo  pacto,  si  fiat  super  basi 
lE^CD'  prisma  iuxta  rectani  prius  dictam  2ia,  e  dictis  patet  prisiua  ipsius 
Cj-^yC  prismati  ipsius  CfC  nonnisi  per  retis  inversionem  congniere  posse. 

Parallelepipeda  snper  hasi  eadem  C3CP  (in  plano  0  sita)  in 
plaga  eadem  exstructa  basibus  superioribus  in  plano  q  ad  O  parallelo 
ierminata,  si  parallelogramma  Ci?iK  et  C23aV  tanqttam  latera  pris- 
matum  ipsi  C3  insistentium  in  eodetn  plaiio  fuerint :  aequalitate  ter- 
minata  aequalia  erunt. 

Si  enim  in  Tom.  I.  Fig.  i-jc\  prius  concipiatur  schema  circa  C3 
elevatuiu  plano  tabula;  iusisteiis,  item  in  tabula^  plano  concipiatur 
^D  jj  et  =CB,  ut  fiat  pro  basi  parallelogrammum  CBXIC;  atque  claudantur 
prismata:  erunt  manifesto  et  parallelogramma  ipsi  CP  insistentia  in  eodem 
plano,  atque  alterum  alteri  congruenter  afquale  respondebit.  Evidens 
etiam  est,  etiam  parallelogranuua  C3ai.*  et  C3a'c'  pro  basibus  prismatum 
eorundem  iuxta  reclam  CC  exstructoruni  accipi  posse ;  concipiautur 
idcirco  novEe  ha;  eorundem  prismatum  bases  C33at?,  C3a'e',  ita  uti  in 
tabula  sunt ;  cadent  prismata  et  basis  prior  CCP3  in  plagam  inferiorem  ; 
atque  si  'pag.  230)  lineis,  qu^  partes  parallelogrammorum  a;qualitate  ter- 
minata  Eequales  distinguunt,  in  basibus  novis  inferioribus  respondentes 
accipiantur,  orientur  totidem  prismata  sibi  invicem  respondentia  itqualia  ; 
nempe  ut  prismatum  hornm  partialium  bases  congruant,  qua;vis  solo 
motu  rectarum  itanquam  laterunii  sine  versione  pervenire  potest. 

Scholion.  Atque  hinc  etiam  sequilur  :  i.  quodvis  parallelepipedum 
obliquum  etiam,  si  latere  ;nempe  parallelogrammoi  ad  basim  perpendi- 
culari  gaudeat,  recto  a;quale  esse  terminata  Eequalitate,  adeoque  etiam 
tali,  cuius  basis  rectangulum  est ;   natn  prisnia  rectum  ad  quamvis  basim. 
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priori  basi  aequalitate  terminata  tequalem,  reduci  posse  patet.  2.  Atque 
etiam  (Fig.  121. i  applicari  posse  in  aperto  est ;  oempe  si  paraltelepipedum 
quodpiam  ad  rectum  reductum  sit,  adeoque  angulus  z  rectus  sit,  repe- 
rietur  parallelogrammum  aequalitate  terminata  tequale  inter  eadem  plana 
parallela  ;  nempe  reperitur  x  pro  datis  A,  a,  B. 


ParalUUpipeda  P  ct  p  super  basi  ^Ji^CD  in  plano  O  szta,  supe- 
riorihus  hasibus  in  plano  q  ad  O  parallelo  terminata,  etsi  nulli  pa- 
rallelogrammi  1{V>^Ti  lateri  insistentia  ipsorum  P et p  latera  (nempe 
parallelogramma)  in  eodem  plarth  f-uevint  \  sunt  aequalitate  terminata 
aequalia. 

DicantuT  enimvero  iFig.  215.1  A  et  -,4' plana  laterum  ipsius  P  paral- 
lelorum,  lateribus  baseos  parallelis  IXS,  CD  insistentium,  et  dicantur  a 
et  d  plana  laterum  ipsius  p  parallelorum  ipsis  211),  3<r  insistentium  ; 
sitque  in  A  latus  ipsius  P  parallelogrammum  2I3ba,  in  A  vero  sit  ^'^c, 
latus  ipsius  /  autem  sit  211)^'^'  in  a,  et  in  a'  sit  BCcb'. 

Flana  parallela  A  et  A  manifesto  secantur  per  plana  a  et  d ,  nam 
a  cum  A  punctum  IX  et  cura  A  punctum  D  commune  habet,  ita  a' cum 
A  punctum  "S  et  cum  A  punctum  t£  commune  habet.  Sint  hte  sectiones 
a  plano  O  usque  ad  planum  q^  J!a",  i^b",  Cc",  Dt)";  orietur  hoc  pacto 
super  eadem  basi  tertium  parallelepipedum,  quod  dicatur  k ;  nempe  IW 
est  II  et  =  D^",  quia  sectiones  planorum  parallelorum  A,  A  per  planum 
a  facta;  inter  plana  parallela  sunt  ipagg.  225,  228),  ita  i^b"  i]  et  =Cc"; 
atque  etiam  21a"  ||  et  =  Bb",  quia  planorum  parallelorum  sectiones  per 
A  inter  plana  parallela   O  tt  q  sunt. 

Evidens  quoque  est  parallelepipeda  /,  k  inter  plana  paralleia  a  et  o', 
atque  P  et  k  inter  plana  parallela  A  et  A'  contineri.  Consequenter  tam 
P  quam  /  eidem  i  iper  prascedentiai,  atque  adeo  iTom.  I.  pag.  64)  et 
P  ipsi  /  asqualitate  terminata  ajqualla  sunt. 

Sc/ioiioti.  iFig.  2i6.t.  Itaque  qualevis  parallelepipeduin  in  rectum  a;qua- 
litate    terminata    exstrui   potest,  et    basis    in    rectangulum,  atque    hoc    in 
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quadratura  mutari,  imo  et  quotvis  et  qualiavis  parallelepipeda  ad  bases 
quadratas  reduci,  et  liEec  in  unum  quaJratum  siimmari  'pagg.  109,  1 10},  atque 
(pag.  1081  dicta  applicari  possunt.  Sint  nimirura  parallelepipedi  iara  ad 
rectum  reducti  dimensiones  A,  B,  C,  nempe  pro  basi  reclangula  lateruni 
A  et  B  sit  altitudo  C;  mutetur  basis  ha^c  in  rectanguhnn,  cuius  latus 
«  sit,  prodeat  latus  alteruni  ,/,  et  fiat  e  prismate  priore  novum  huic 
rectanguto  altitudine  C  insisteus ;  erit  idem  parallelepipedum  recluni 
etiam  pro  basi  rectangula  laterum  C  et  ;i,  et  altitudine  « ;  mutata  iam 
ista  basi  in  rectangulum,  cuius  latus  <<  sit,  prodeat  aiterum  — ;-,  redu- 
caturque  parallelepipedum  ad  hanc  basim  ;  manebit  omnino  altitudo  a, 
et  baseos  latus  unum  erit  pariter  i^ ;  consequenter  latus  unum  parallel- 
epipedi  quadratum  hitcris  n,  altitudo  vero  ;-  erit. 

5.  5- 

Parallelepipedi  P  soliditas  est,  sensu  statim  dicendo,  hasi per  alti- 
tudinem  multiplicatae  aequalis  :  per  altitudinem  in  omnibus  prismatibus 
letsi  non  rectilinea  fuerinti  distantiam  duarum  basium,  nempe  perpendi- 
cularem  e  qualibet  ad  alteram,  intelligendo. 

Sint  enim  baseos  rectangula;  latera  A  et  B,  atque  altitudo  sit  C 
iFig.  317. 1;  sintque  prius  A,  B,  C  commensurabilia ;  ac  pro  unitate  de- 
terminata,  et  m,  a,  b,  c  numeros  integros  denotantibus,  sit 

A=^   ,    B^''--,    C=    '      «    «-=-■-. 

m  m  m  m 

Fiant  ab  extremitatibus  ipsorum  7/  in  A  parallela^  ad  B,  et  ab  extremi- 
tatibus  ipsorum  «  in  .^  parallela;  ad  A  ;  eriganturque  ex  omnibus  his 
rectis  rectangula  altitudinis  C  ad  basim  perpendicularia,  atque  ab  extre- 
mitatibus  ipsorum  «  in  C  fiant  plana  ad  basini  parallela:  fient  manifesto 
in  strato  inferiore  tot  cubi,  quot  quadrata  in  basi  generata  sunt,  nempe 
numero  ab  tales  cubi,  quorum  latus  lineare  u—-  est ;  itaque  in  toto 
parallelepipedo  erunt  ahc  tales  cubi.  Est  vero  rectarum  A,  B,  C factum 
nerape  ABC 
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^  ahc  . 


atque  cubus  quadrato,  cuius  latus  --  i  est,  insistens,  qui  pro  unitate  soli- 
dorum  ponitur,  continet  numero  /«'  cubum  quadrato,  cuius  latus  ?i  -- 
est,  insistentem  :  itaque  factum  lineare  ABC  est  unitatis  linearis  «^c/m^- 
tum,  uti  paralielepipedura  unitatis  solidorum.  Itaque  hoc  sensu  exprimet 
hasis  nempe  AB  ipag.  99'  viiiliiplicata  per  altitudincin  C  soliditntevi 
para  lle  lep  ipedi. 

Si    vero    aliquod    ipsorum    ^,  />',  C,  aul.  certa  duo,    vel    singula  cum 
unitate  incommensurabilia  fuerint :  sit 

A^a    -^--h/.^      ^.-<--^    , 
m  m 

id  est  A  contineat  rj-ies  ipsura  m,  et  supersit  h)<_u.  sitque 
m  m 

c^-'--  +  >.,     /<-■  , 

m  m 

(si   quod    ipsorum  w,  y.,  /.  non    <iu    sed    —  o    esset,  ibl    —  o  pro    ■<  — 
scribi  debeti. 
Erit 

Ki-f-i)  (5+II  (c-t-ii  -^  p^   ahc 
m'^  m^    ' 

dicatur  trium  harum  quantitatum  prior  /-*',  et  posterior  p  ;  fiet  P' — p-~-Q, 
si  m'—oo,  adeoque  P—  ^-3  —  o,  iquum  P — p<:P'~p  sit) ;  conse- 
quenter    ^^-  '— P,  nempe    limes  ipsius    —3-  est  ipsi /*aequalis ;  limes  iste 

autem    ^i:^C  erit    iTom.  I.  pag.  86) ;    nam    ^  ^^A, -~-~B  tt -~^ C. 

Id    igitur   tantum  demonstrandum  venit,  quod    P' — /-— o;    quod    facile 
sic  patet. 
Est 

T-,'      ^       hc-hac-hc-hah-i-h-ha-hi 
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et  hoc  est 

"^     m  m  m  m''  m^ 

atque  hoc  quoque  ---0  iToni.  I.  pag.  8o(. 

§.  6. 

Est  autem  qualevis  parallelepipedutn  c.  aequale  tali  parallelepi- 
peda  recto  jS,  cuius  altitudo  altitudini  prioris,  et  basis  rectanguta  basi 
prioris  ( qualevis  parallelogrammum  fuerit)  aequalis  est.  Nempe 
qutevis  parallelepipeda  a  et  ;/,  quorum  altitudines  aequales  sunt,  si  bases 
congruenter  a;quales  sint,  ita  poni  posKunl,  ut  basibus  congruentibus, 
bases  opposita;  in  eodem  plano  ad  basim  priorem  parallelo  sint ;  atque 
tum  (pag.  2341  dicta  valent,  etsi  y  prisma  recluni  fuerit ;  tttm  vero  basi 
ipsius  ;'  in  rectangulum  mutata,  ;'  in  fi  mutari  poterit. 

Atque  hinc  manifesto  soliditas  non  solum  parallelepipedi  cuiusvis 
sed  et  prismatis  cuiusvis.  adhucdum  saltem  rectiiinei,  basi  per  alti- 
tudinem  multiplicata  f>rodit.  Quodvis  prisma  triangulare  enim  a^quatur 
'P^^S-  ^ii '  parallelepipedo,  cnius  altitudo  altitudini  illius,  et  basis  basi 
illius  mempe  paTallelograramum  triangulo'  a;quales  sunt;  atque  quodvis 
prisma  rectilineum,  basi  rectilinea  in  triangula  divisa,  ih  totidem  pris- 
raata  triangularia  dispescitur,  adeoque  totura  ajquatur  summae  triangu- 
lorum,  in  qua;  basis  divisa  est,  per  altitudinem  eandem  multiplicata. 


Forma  sub  hoc  numero  lin  calcei  generata  cum  complexu  rectarum 
ex  omnibus  figurte  planas  rectilineEe  punctis  ad  idem  punctum  a  ducta- 
rum  manifesto  coincidit :  forma  pyramidalis  'sensu  generaliore)  exponi- 
tur  pag.  10,  quo    etiam    conus    ide  quo  plura  inferius)    aliaque  pertinent. 

■3113232^.  Si  in  31123222  e  cuiusvis  anguli  vertice  ad  quodvi^  [lunctuuj  a  ibidem 
dictum  recta  cogitetur  ;  vertaturque  planiim  P  circa  latus  quodvis,  donec  a 
incidat :  nascitur  pyramis  rectilinea. 
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Si  pyramis  triaiigularis  iFig.  218. j,  nenipe  triangulo  ^O-^tL  super- 
Ktructa,  plano  ad  basim  2123<£  per  a  parallelo  secta  fuerit,  latus  SiE^E 
secabitur  in  ac  ji  2l€!,  latus  'iXX'S  secabitur  in  ab  i|  2U^,  atque  latus  ter- 
tium  nempe  i£EB  secabiUir  in  cb  "  ili^  ;  Hentque  anguli  ad  apices  trian- 
gulorum  abc,  3IBC  litera  nominis  eiusdera  designatos  tequales  ;  conse- 
quenter  triangula  dicta  erunt  similia  ;  quod  et  inde  patet,  quod  propter 
<\Z  II  2iC  et  tlb  II  XXV^,  atque  hz  H  V"^,  triangula  afc  et  2IfC,  afb  et  IVO^, 
bfc  et  J^ftE  similia  sint,  adeoque 

ac  ■  21C  ^  fa  :  r^  -  ah  :  IXB  ----  fb  :  XV^  =  hc  -.  V^  ; 

unde  triangula  per  latera  proportionalia  similia  suiit. 


Pyrainidis  rectilineae  soliditas  est  acqualis  basi  multiplicatae  per 
tcrtiam  partem  altitudinis  lid  est  recta;;  perpendicularis  ex  apice  a  ad 
planura  baseos  demissae'i. 

Nam  si  pvramidis  triangularis  nempe  cuius  basis  triangulum  esti  so- 
liditas  basi  per  tertiani  partem  altitudinis  multiplicata;  a;qualis  sit,  queevis 
pvramis  rectilinea,  si  basis  in  triangula  dispescatur,  erit  summy;  horum 
triangulorum  merape  basi  totius  pyramidisi  per  altitudinis  totius  inempe 
perpendicularis  ex  eodem  apice  a  ad  idem  planum  demisstei  tertiam  par- 
tem  multiplicata;  <equa!is. 

Quamobrem  id  tantum  demonstrandum  est,  quod  pyramidis  triangu- 
laris  soliditas  sit  tertia  pars  facti  e  basi  in  altitudinem,  adeoque  parallel- 
epipedi,  cnius  basis  basi  pyramidis,  altitudo  altitudini  ^qualis  est  :  quod 
lit  modo  sequente.  iFig.  219. 1 

Basis  5U3C  dicatur  B,  altitudo  A,  sintque    latera    linearia    ad  verti- 

cem  A,  B,  C,  sintque 

A  B        j        C 

-—    --  a, —  0,  —  c, 

3  3  3 
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atque  fiaiit  per  puncta  divisionis  rectarutn  A,  B,  C  plana  :  erunt  ha;  (per 
pr^cedentiai  ad  basim  //  parallela  ;  fientque  tria  strata,  quorum  infimum 
cum  medio  triangulum  abc,  uti  medinm  cum  supremo  triangulum  a'h'c' 
commune  habebit.  Ducantur  ex  apicibus  a,  b  trianguli  abc,  (quod  strato 
infimo  medioque  commune  esti,  parallel*  ab",  ac"  ex  a  ad  H  et  C,  et 
ex  b  ad  ^  et  C  parallela;  ba",  bc'";  orientur  in  strato  infimo  quatuor  cor- 
pora,  nempe  prisma  super  basi  c"c'"^  iuxta  rectam  <£.C  —  c  exstructum, 
pyramis  e  basi  2lB"c"  ad  apicera  a,  et  pyramis  e  basi  "Sa^c"'  ad  apicem  b, 
et  corpus  quinque  iaterum,  quorum  retia  (Fig.  2ig*,  i,  2,  3,  4I  exhibent ; 
nimirum  basis  ^IBtt  dispescitur  in  triangula  2lb"c",  'Sa^c'",  trapezium 
b"a"c'"c",  et  triangulum  c"c"'  C  basim  prismatis. 

Pyramides  dictac  sunt  singulse  pyramidi,  quee  stratum  supreraum  con- 
stituit,  asquales,  uti  rete  iFig.  219*,  5)  demonstrat,  nempe  in  triangulo 
2ICe  est 

2k":2iC  ^  lla-.m; 

itaque  si  ll^L^yx,  erit  5lc"-- a  ;  ita  2ib" -- y  =  V-a' ,  et  si  BC  —  3^:^,    est 
3c"'— /:^;  adeoque  dum  c"  baseos    cum  c"  lateris  2If£  coincidit,  c"l)"  fit 
=  l'i,  etiam    b"   in    se   manente     ^.    Prismatis    dicti    autem    soliditas    est 
aAB'  ^    . 

=  - ;  nam  basis  est 

27     ' 

.^c"'lc"'=abc--^[^-)'B'. 

quia  areffi  similium  sunt,  uti  quadrata  laterum  homologorum,  ab  vero 
"i-tum  ipsius  "UX^  est;  altitudo  autem  prismatis  dicti  est  —-"4-,  quia  si 
perpendicularis  demittatur  ex  E  ad  JIBC,  erit  hasc  et  ad  abc  perpendi- 
cularis,  sit  hoc  in  punctis  p  et  p  ;  erunl.  triangula  fp^I  et  tya  similia, 
adeoque 

fp:fp^fa:F2l. 

Stratura  mediura  vero  erit  pyrarais  truncata,  cuius  si  uti  tota  pyrarais 
compacta  est,  in  planis  laterum  aa'c'c  et  bb'c'c  ad  rectam  cc'  ex  a  et  b 
rectee  parallelse  sequalesque  ducantur :  orietur  manifesto  prisraa,  com- 
pleta  pyramide  truncata  dicta  per  corpus  quinque  laterura,  cuius  rete 
est  plane  illud,  quod  (Fig.  219*,  41  in  strato  inferiore  exponitur;  quamvis 
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inverti  debeat,  ut  conipleraentnin  dictum  prodeat ;  erit  nenipe  superius 
trapezium,  cuius  latus  unum  a'b'=-y  et  ei  parallelum  27  est,  latus  ex  a' 
est  =a  et  latus  ex  b' est  — /:^  (per  parallelogrammorum  latera  opposita); 
secundum  latus  corporis  huius,  pyramidem  dictam  truncatam  ad  prisma 
complentis,  est  parallelogrammum  ex  ab  --  2y  et  c,  tertium  est  trapezium 
a'b'ba,  quartum  et  quintum  sunt  a.d  A  et  H  triangula  laterum  a,  c,  a 
et  laterum  b,  c,  /i/. 

iota  pyramis  igitur    est    — 1- 3/  (si  pyramis  stratum    supenus 

27 
constituens  p  dicatur),  nempe    duo    strata   inferiora    simul    duo   prismata 

Eequalia  et  duo  p  efficiunt.  Est  autem  ipsius  /  basis  — —  (pag.  iii),  alti- 

A'  .  .  .   .  .     ^  ,     ' 

tudo  — ■ ;  et  si  cum  p  eadem  operatio  suscipiatur,  dicaturque  /'  pyramis 

stratum  superius    constituens  :    erit  /  = 1-3/'.  quum  pro    A'  nunc 

A'  B  D'     ■         j  .        ■  ^^     3  ■  ^^B'  ,  ^,       . 

-     -    et   —  pro  13    sit;    adeoque    3/    erit    -—     — -^-  -  •}-  yp  ;    atque    si 

eodem  modo  tractetur  quodvis  /',  et    quievis    pyramis    stratum    superius 

efficiens  uno    accento    plures    nanciscatur :    manifesto    prisma    totum    erit 

=  8A'B'(—  4-  ^  +  ^V  -+-  --^  H H  ^"^-1  + 

1 27        27'        273         27-1  27"  / 

.     B'         .  A' 

-t- 3"  eiusmodi  pyramidibus,  quarum  basis      -,  altitudo    — ^^-  est. 

Est  autem  summa  s  harum  pyramidum  minor,  quam  si  pro  eadem  basi  et 

altitudine  in  prismata  mutarentur  ;   esset  vero  prismatum  horura  summa 

B'     A'  A'B' 

3"-— — ,  adeoque  s  <i — --,  consequenter  .s-^o  si  «-^00. 

Summa  S  progressionis  geometric^  intra  parenthesim  (quum  exponens 

--—-<  I  sit}    autem  —-  — —  :  \i  — — ^)  = ;  quod  per  ZA'B'  multipli- 

catum  '•—— — -.  Consequenter  6'--—  -  ,  et  si  tota  pyramis  P  dicatur, 
S  semper  ■<.P  manet,  sed  P—  S  —  S'-~o;    itaque  S'~.P;    et    per  con- 

sequentiam  P=^ ■ 

Scholion  i.  Pyramidem  triangularem  gtiamvis  in  genere  aequali- 
taie  terminata  ad  prisma  reduci posse  vel  non  posse  fadhucdnmj  haud 
liquet. 
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Scholion  2.  Potest  etiam  quodvis  corpus  planis  rectilineis  clausum  in 
pyramides  rectilineas  (uti  figura  rectilinea  in  triangula)  dispesci ;  et  summa 
pyramidum  erit  soliditas  totius. 

Scholion  3.  Superficies  pyramidis  rectilinete  manifesto  est  summa 
triangulorum  latera  pyramidis  constituentium,  basi  addita. 

Sed  quaestiones  oriuntur : 

1.  quomodo  perpendicularis  ex  apice  demissa;  quantitate  locoque 
atque  basl  2I23C  pyramidis  triangularis,  cuius  apex  p  est,  datis,  latera 
innotescant,  ut  etiam  rete  construi  queat. 

2.  Si  nonnisi  basis  SISC,  recta  2Ip  et  angulus  solidus  ad  21  detur: 
inde  altitudinera  et  latera  reperire. 

I,  Quoad  primum  :  sit  (Fig.  220.}  p  apex  pyramidis,  cuius  basis  ^l^C 
est,  et  perpendicularis  ex  p  ad  planum  baseos  sit  pP  ;  erit  pP  perpendicu- 
laris  ad  p2I,  pB,  pC ;  atque  in  triangulis  rectangulis  2Jpp,  tpp,  3Pp 
e  cathetis  hypotenusae  innotescunt,  nempe  ex  2jp,  Pp  prodit  hypotenusa 
21p,  ex  SP  et  Pp  prodit  Bp,  et  ex  Cp  et  ^^  prodit  Cp.  E  trianguli 
"^P^  lateribus  autem  innotescit  7,  atque  e  triangulo  2iPq  ad  q  rectan- 
gulo  prodit  Pq,  et  in  triangulo  pPq  ad  p  rectangulo  prodit  etiam  an- 
gulus,  quem  pq  cum  qP,  id  est  planum  p2IC  cum  plano  2I3£,  factt. 

II.  Quoad  secundum  (Fig.  220.)  si  preeter  basim  2ISC  nonnisi  21p  et 
angulus  solidus  ad  21  detur,  nempe  ApSIC  —  f,  et  /\C2IS  sit  /J,  atque 
/\^2lp  sit  «  :  dicatur  u  angulus,  quem  planum  2(p£  cura  basi  facit. 
Concipiatur  angulus  solidus  ad  21  in  centrum  sphEerse  poni ;  per  angulos 
&,  /i/,  «,  ad  verticem  21  datos,  latera  trianguli  sphasrici  omnia  data  erunt, 
unde  prodit  u  (per  inferius  dicenda). 

Demissa  tum  ex  p  in  plano  2ICp  perpendiculari  pq  ad  2IC,  in  triangulo 
2Ipq  ad  q  rectangulo  ex  2Ip  et  v  prodit  pq  (imo  etiam  21q) ;  atque  hinc  in 
triangulo  ad  p  rectangulo  pqP,  ex  pq  et  angulo  u  planorum  2Ipi£  et  2IBiE, 
prodit  calhetus  nerape  perpendicularis  qu^sita  pp,  et  prodit  etiam  Pq. 

Latus  p3  trianguli  21pS  autem  prodit  ita :  ex  2iq  et  Pq,  quas  antea 
prodierant,  in  triangulo  rectangulo  2[qP  prodit  y  et  2ip ;  atque  in  tri- 
angulo  P213  ex  angulo  y-\-(i  et  lateribus  2ip  et  21S  prodit  PB ;  atque 
hinc  in  triangulo  ad  p  rectangulo    Pp23    e   cathetis  Pp,  p3  prodit  pB. 
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Scholion  4.  Superficies  prismatis  rectilinei  est  summa  parallelogram- 
moruiii  lateribus  baseos  insistentium,  additis  duabus  basibus  ffiqualibus. 
Hic  quoque  prisma  triangulare  considerare  sufficit.  Latera  linearia  hic 
orania  sunt  eequalia  ;  nempe  si  (pagg.  228  yi  basis  sit  2ISC,  et  latera  pris- 
matis  sint  parallelogramma  2I3bct,  'Vi.^CQ,,  3Ccb  :  erit  prisma  iuxta  rectam 
2Ia  constructum,  et  2Ja  =  B£i~Cc,  atque  Jla,  Sb,  ^t  latera  iinearia 
dici  possunt. 

QuEestiones  heic  prioribus  analogEe  exoriuntur. 

1.  Data  basi  213£,  (Fig.  221.)  et  puncto  a',  quo  perpendicularis  ex  a 
ad  planum  baseos  demissa  cadit,  si  latus  lineare  2Ia  detur,  e  triangulo 
rectangulo  iXO^Ti  innotescit  cathetus  aa!  ex  hypotenusa  2la  et  catheto  a'2l. 
Si  vero  pr^ter  punctum  a'  et  prismatis  altitudo  ac!  data  fuerit,  inno- 
tescit  latus  Hneare  3Ia,  ex  eodem  triangulo  ad  a'  rectangulo,  e  cathetis 
ac^  et  ^a'. 

Ex  2la',  2IC,  a^C  vero  innotescit  angulus  7 ;  atque  ex  2la'  et  /  pro- 
dit  a'q  perpendicularis  ad  21C,  et  prodit  etiam  2Iq  ;  atque  e  triangulo 
rectangulo  aa'q,  ex  ao!  et  a'q  prodit  angulus  plani  2IaC  cum  plano 
baseos. 

2.  Si  vero  prteter  basim  213£  et  latus  Uneare  51a  nonnisi  angulus 
solidus  ad  21,  ex  ZJ^a^lC,  /?— CZlBet  «  — a2iB,  detur  :  tura  (ut  antea 
in  pyramide,  e  triangulo  sphserico)  prodibunt  anguh  u,  u\  quos  prismatis 
latera  IXac^,  2iab3  cura  basi  faciunt.  E  triangulo  ad  q  rectangulo  a<\2X 
vero  ex  1\a  et  v  prodibunt  aq  et  2Iq  ;  atque  hinc  e  triangulo  ad  a'  rect- 
angulo    aa'q,  ex    aq  et  angulo  lateris  <xik^  cum  basi  prodit   akitudo  aa'. 

Atque  etiam  lateris  ipsi  BC  insistentis  angulus  b23C  parallelogrammi 
8i£cb  innotescit  modo  sequente  :  bB  est  —O^,  et  si  ex  3  parallela 
Sb'  ducatur  ipsi  21a',  eidem  «quaUs,  erit  h\^  perpendicularis  ex  b  ad 
basim ;  et  ex  b'  perpendiculari  b'q'  ad  23C  missa  exhibebitur  3q',  eritque 
bq'  perpendicularis  ad  3q';  adeoque  in  triangulo  ad  q'  rectangulo  Bq'b 
innotescit  angulus  ad  S  paral]elogrammi  ipsi  3C  insistentis.  Aut  pona- 
tur  anguli  solidi  ad  33  apex  in  centrum  sphaerEe ;  erit  in  triangulo  sphse- 
rico  latus  unum  per  parallelogrammi  31abB  anguhnn  2lBb  =  2y?  —  «  da- 
tum    mempe  summa  duorura   internorum  ~2R),  alterum    quoque  datur, 
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quum  sit  =/\5i3(Jl,  et  angulus  a' antea  innotuerat.  Unde  latus  tertium 
prodit,  parallelogrammi  lateris  i^d.  insistentis  angulum  ad  23  exprimens  ; 
adeoque  latera  prismatis  singula  innotescunt.  Si  parallelepipedura  sit,  tum 
parallelogrammis,  quie  ipsis  21C  et  5123  insistunt,  opposita  asqualia  sunt. 

■312. 
Motus  figurarum  ctrca  axem. 

■3121. 

Ouadriiaterum  rectangulum  circa  latus  aliquod  revolutura  parit 
cylindrum  rectum  circulo  tanquam  basi  insistentera ,  e  cuius  centro 
erecta  ad  basim  perpendicularis  axis  cylindri  audit.  Estque  manifesto 
cylinder  prisma  rectum,  quum  recta  axi  parallela,  donec  redeat,  ubique 
eadera  et  tam  ad  tangentem  circuli  quam  ad  radium  perpendicularis, 
adeoque  ad  pianum  ipsum  perpendicularis  sit. 

Est  vero,  sive  circulus  sive  qusevis  ligura  in  plano  (sive  curva,  sive 
e  curva  et  recta  utcunque  mixta)  pro  basi  accipiatur,  iuxta  quamvis 
rectara,  plano  sive  perpendiculariter  sive  oblique  insistentera,  constructum 
fuerit  prisraa:  solidztas  eius,  basi per  altitudinem  multiplicatae  aequalis. 

Nara    consideretur    prius    cylinder    (sive  rectus  sive  obHquus}    circulo 

insistens:  erat  (ex  pag.  104)  polygoni  inscripti  area  a,  atque  aA-k^C^-  a. 

Si  igitur  cylindri  altitudo  A  sit,  et  concipiantur  ad  eandem    altitudinem 

A  prismata  rectilinea  basibus  a-¥h  et  a  insistentia,  dicaturque  prius  Q, 

posterius  q,  atque  cylinder  dicatur  C:  erit  manifesto    Q>C'>q  (nempe 

(fl-H/.)  A^C^aAs;  atque   O  —  q-^o.  Consequenter  C—q'—o,  adeo- 

PrA 
que  q'—-C.  Sed  q'-—-—- — ,  (si  radius  r  sit,  et  p'-~-P\  \  itaque  C  asqua- 

lis  est  arese  circuli  per  altitudinem  multiplicatae. 


■312.  Moitis  figurarum  circa  axem. 

■3121.  Quadrilateri  rectanguli  revolutio  circa  latus  parit  cylindrum  rectangularem. 

■3122.  Trianguli  rectanguli  revolutio  circa  cathetum  parit  conum  rectangularem. 

■3123.  Revointio  semicirculi  circa  diametrum  parit  spkaeram. 
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Potest  autem  quaevis  basis,  isive  una  linea  curva  claudatur,  sive  pe- 
rimetri  tantum  pars  una  vel  plures  curvae  sint),  ita  dividi,  ut  summa 
prismatum  his  baseos  partibus  insistentium  prismati  toti  aequalis  sit ; 
possuntque  pro  quavis  a  haruin  baseos  partium,  cuius  perimeter  parte 
curva  gaudet,  talia  rectilinea  Z,  /  generari,  ut  L>a>-1,  atque  L — /-~.o, 
adeoque  a- — l-^—o,  et  consequenter  aA — Al--~.o,  atque  A/-^^aA,  id 
est  aA  sit  ipsius  A/  limes,  sequalis  prismati  basi  a  altitudiue  A  insi- 
stenti. 

■3122. 

Trianguli  rectanguli  revolutio  circa  cathetum  parit  conum  rectum,  et 
cathetus  dictus  axis,  hypotenusa  vero  coni  latus  audit.  Patet  autera  iuxta 
(pag.  lOi  pyramidem  sensu  latiore  esse  non  hunc  conum  solum,  sed  et 
obliquum,  nempe  complexum  omnium  rectarum,  quas  e  circulo  ad  idem 
aliquod  tale  punctum  p  sunt,  etsi  recta  ex  p  ad  centrum  circuli  non  sit 
perpendicularis  ad  planum  circuli ;  imo  et  complexum  rectarum  e  cu- 
iusvis  figurse  planae  punctis  omnibus  ad  idem  puncLum  p  extra  planum 
situm ;  atque  etiam  iis,  quse  (in  prjecedentibus)  de  cylindro  dicta  sunt, 
applicatis,  cuiusvis  coni  soliditatem  esse  basi  per  tertiam  partem  altitu- 
dinis  niultiplicatEe  asqualem. 


Superficies  cylindri  recti  (praeter  bases)  est  AtzD,  si  A  altitudinem 
cylindri,  D  diametrum  haseos  circularis,  et  ii  quantitatem  peripheriae 
pro  diametro  i  denotet,  Si  nimirum  basi  inferiori  inscribatur  polygonum, 
et  in  basi  superiore  puncta  inferioribus  respondentia  accipiantur,  atque 
parallelogramma,  per  latera  parallela  polygonorum  in  basibus  parallelis 
sibi  invicem  respondentia  efFormata,  concipiantur :  liraes  suminEe  horum 
paralleiogrammorum  est  summee  laterum  polygoni  limes  per  constantem 
A  multiplicatus ;  atque  per  superficiera  cylindri,  dum  cum  plano  coin- 
paratur,  hoc  inteiligitur ;  fit  nempe  tuin  quantitas  respectiva,  quamvis 
et  per  se  etiam  quantitas  sit,  et  quasvis  eius  portiones  quidem  inter  se 
(quoad    maioritatem    minoritatemve)    comparari   queant ;    interim  et  duse 
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superficies  cylindricge,  si  circulis  radioruni  inEequaHum  insistant,  respectu 
dicto  nonnisi  ut  quantitates  respectivic  coraparantur. 

Idem  ad  conum,  aliasque  quasvis  superficies  curvas  applicatur ;  de- 
monstrari  nempe  potest  triangulis  se  invicem  excipientibus  inscriptis,  ut 
nempe  apices  omnes  eorum  in  superficiem  curvam  cadant :  summara 
eorum  ad  limitem  certum  tendere,  si  cuiusvis  eorum  singuli  tres  apices 
sibi  invicem  dato  quovis  propius  veniant ;  limitemque  eum,  utcunque 
inscribautur  triangula,  eundem  esse. 

In  cono  recto  circulo  insistente  patet,  triangulorum  ex  apice  ad  latera 
polygoni  basi  inscripti  generatorum  summam  ad  nDa  tendere,  si  D 
diametrum  baseos  et  «  dimidium  lateris  coni  denotet. 

SchoKon.  Atque  hinc  rete  cyltndri  recii  erit  (prseter  bases)  rectan- 
gulum  altitudinis  eiusdem,  quse  cylindri  est,  rect^  perimetrum  baseos 
cylindri  exasquanti  superstructum ;  basis  autem  si  circulus  fuerit,  sive 
recta  dicta  computatur  e  diametro,  sive  si  e  recta  data  quieratur  diame- 
ter,  facile  construitur.  Si  vero  alia  linea  sit  perimeter  baseos,  eius  lon- 
gitudo  computanda  est,  ut  rectanguli  basis  prodeat. 

Rete  coni  recti  autem  sector  est,  cuius  centrum  apicem,  latus  radium, 
et  arcus  perimetrum  baseos  circularis  praebet.  Sunt  enim,  si  basis  circu- 
lus  et  recta  e  centro  ad  apicem  ducta  ad  basim  perpendicularis  fuerit, 
latera  coni  omnia  aequaiia,  quum  sint  hypotenusas  triangulorum  rectan- 
gulorum  asqualium  :  quod  ex.  gr.  si  pro  circulo  ellipsis  esset  centro 
eodem  gaudens,  minime  locum  haberet.  Basis  circularis  ex  arcus  longi- 
tudine,  quEe  e  ratione  arcus  ad  peripheriam  atque  radio  innotescit,  pro- 
dit ;  longitudo  arcus  enim  per  n  divisa  diametrum  baseos  prsebet.  Est 
vero  anguUis  ad  apicem  eo  acutior,  quo  minor  angulus  sectoris  ad  cen- 
trum  est,  et  eo  magis  obtusus,  quo  propius  ad  quatuor  rectos  angulus 
dictus  accedit. 

Potest  quoque  e  dato  augulo  ad  apicem  arcus  sectons,  uti  ex  arcu 
sectoris  angulus  ad  apicem  reperiri.  Sit  nempe  (T"ig.  222.)  latus  coni  /, 
axis  a,  et  radius  baseos  sit  r ;  dato  angulo  u  et  axe  a,  reperitur  tam  / 
quam  r ;  eritque  perimeter  baseos  2rn  arcui  sectoris  radio  /  scripti 
aequalis ;  tota  peripheria  esset  2/it ;  sit  x  quantitas  quaesita  lalis,  ut 
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■2ljix  =  2rn 
sit ;  erit 

lx~r     et     X  —  -J- 

Si  vero  /  et  w  data  fuerint,  erit  r=-lx,  atque  ex  /  et  r  prodit  tt. 

Potest  etiam  rete  pro  cylindro  basi  qualivis  datte  ad  quemvis  angu- 
lum  insistente,  saltem  per  puncta  utvis  propinqua  construi ;  et  idem  de 
cono  valet ;  neque  proprie  sensu  geometrico  prsecisum  sensum  sive 
recta  in  curvam,  sive  planum  in  superficiem  curvam  flexa  habent,  nisi 
id  per  motum  circa  puncta  illius,  vel  rectas  huius  ad  intervalla  fiat,  atque 
resultatorum  limites  geometrici  accipiantur. 

Ex.  gr.  Sit  basi  circulari  superstruendus  cylinder  aut  conus  taUs,  ut 
cum  basi  inferiore,  in  cyhndro  recta  basium  centra  iungens,  et  in  cono 
recta  e  centro  baseos  ad  apicem,  faciant  certum  angulum  datum ;  aut 
in  utroque  sit  basis  ellipsis,  cuius  centrum  c  sit,  atque  angulus,  quem  in 
cyhndro  recta  per  centra  baseos,  in  cono  recta  ex  apice  ad  centrum, 
cum  basi  facit,  dato  angulo  Eequalis  sit. 

Potest  cuivis  curvse,  (qualiscunque  fuerit),  linea  polygonalis  inscribi, 
atque  sive  prisma  sive  pyramis  fuerit,  potest  In  triangularia  dividi,  quo- 
rum  bases  latera  line^  polygonalis  dictee  sint ;  atque  applicatis  iis, 
qua;  (pag.  242)  dicta  sunt,  rete  quantoHbet  exactius  construi;  imo  etiam 
limes  georaetricus  baseos  in  plano  quEeri,  tam  in  prismate,  si  paral- 
lelogramma  laterum  basi  insistentium  Eequalium,  uti  se  invicem  exci- 
piunt,  iungantur,  quam  in  pyramide  trlangula,  uti  se  invicem  apice  com- 
muni  excipiunt,  Jungantur,  Parallelepipedi  recti  rete  (exclusis  basibusj 
constabit  e  quatuor  rectanguHs  eidem  recta;  insistentibus ;  quia  latera 
parallelogrammorum  coincldentia  cum  basibus  angulos  rectos  adeoque 
tales  angulos  deinceps  positos  efficiunt,  qui  simul  duos  rectos  extequant. 
Ubi  vero  hoc  neque  per  Hmitem  locum  habet,  paraHelogramma  in  pris- 
mate,  triangula  in  pyramide  ita  poni  debent,  utl  se  invicem  excipiendo 
prodeunt;  et  ubi  locum  habet,  limes  geometricus  quserendus  est. 

Est  quoque,  ut  inferius  patebit,  cylinder  obHquus  circulo  insistens 
nonnisi  cyHnder  rectus  eHipsi  insistens,  ad  certum  angulum  obHque  sectus; 
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et  pariter  conus  circuio  obiique  insistens  nonnisi  conus  rectus  ellipsi 
insistens  oblique  sectus  est :  unde  retia  tara  cylindri  quam  coni  obliqui, 
sive  circulo  sive  ellipsi  ad  datum  angulum  insistentium,  reperiuntur. 

Nempe  cyliiidri  recti  circulo,  imo  et  ellipsi  insistentis  rete  construitur 
ipag.  245).  Coni  recti  ellipsi  insistentis  quoque  rete  construi  potest.  Nam 
(Fig.  223.)  sit  ellipseos  centrum  c,  sitque  cb  dimidium  axis  minoris,  et 
2Jc  dimidium  axis  inaioris;  sitque  cc'J,  2Ic,  et  c' apex  coni ;  moveatur  C& 
usque  in  21c,  fiet  ubique  triangulum  ad  c  rectangulum,  cuius  cathetus  e 
C  usque  ad  ellipsin  crescet  usque  ad  2lc,  et  ubique  determinari  poterit, 
alter  cathetus  vero  cc'  erit ;  unde  hypotenusa,  nempe  latus  coni  in  illo 
loco,  reperitur ;  adeoque  etiam  triangula  se  invicem  excipientia,  quorum 
bases  chordx  et  latera  hypotenusas  dictEc  sunt,  adeoque  rete  cum  errore 
quantovis  minore  construi  poterit. 

Si  vero  conus  (vel  cylinder)  rectus  constructus  fuerit  :  sit  (Fig,  224,) 
basis  ^-IBitD^  in  plano  tabulx,  atque  2if)'  sit  tangens  ad  punctum  21, 
circa  quam  planum  e  basi  elevetur  ad  certum  anguhim  ji,  atque  planum 
baseos  sit  P,  et  planum  elevatum  dicatur  p. 

Quamvis  res  summa  generalitate  exponi  posset,  simphciora  proferre 
sufficiat. 

Sit  prius  cylinder  vel  conus  rectus  ellipsi  insistens,  cuius  axis  minor 
21I>  =  5,  et  axis  maior  lEiE,  centrum  f,  et  perpendicularis  ad  basim  ex 
E  usque  ad  basim  cylindri  superiorem  (aiit  apicem  coni)  sitpE;  secetque 
planum  p  perpendicularem  dictam  fp  in  f,  Innotescet  W  in  triangulo  ad 
f  rectangulo  2EEf  ex  angulo  u  et  catheto  Zlt 

Sit  iam  e  fine  3  arcus  213  ad  P  erecta  perpendicularis  usque  ad  /> ; 
cadet  hfec  manifesto  in  superficiem  cylindri ;  sit  b'  punctum  eius  cura  p 
commune. 

Patet  quod  si  cylindri  rete  rectangulare  sit  (Fig,  225,),  cuius  basis 
2i'CQ  —  perimetro  baseos,  atque  pro  arcu  213  =  rectse  21'3'  construatur 
ad  2I'B'  perpendicularis  'B'b"='Sb']  et  quum  hoc  cum  punctis  perimetri 
baseos  quam  proximls  suscipi  queat ;  rete  cum  errore  quantovis  minore 
construi  possit,  si  ex  21'  incipiendo  usque  ad  (l^  recta;  ducantur  ab  21' 
ad  b"  et  a  b"  ad  c"  &,  atque    pars   infra    banc  lineam  cadens  resecetur. 
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Itaque  quEestio  eo  redit,  ut  (in  pr^cedentibus)  i^b'  determinetur,  quod 
modo  sequente  fieri  potest :  perpendicularis  ex  S  ad  21^'  demissa  cadat 
in  23",  erit 

itaque  triangula  rectangula  b'23"23  et  fUt  erunt  similia  ;  adeoque  erit 
^[E  :  Ef- IVl^  :  i^b'     seu     m'=a.lW, 


ff 
-*-.£    dicatur  «.  Est  auteir 


l%":S  =  -^-^y, 


si  y  infra  *£C  negative  et  superius  positive  accipiatur. 

Si  vero  cylinder  circulo  insistat,  adeoque  d  diameter  sit :  manifesto 
S"23  sinus  versus  arcus  213  erit;  adeoque  si  polygonum  regulare  inscri- 
batur,  et  2133  sit  arcus  chordas  primEe  ex  21  incipientis,  dicaturque  fi, 
erunt  in  rete  transferenda;  perpendiculares  sequentes  :  «sin.  vers./9, 
a  sin.  vers.  2j%  a  sin.  vers.  3/:?  ^,  nempe  ad  distantias  j%  2/3,  21^  ^  ex  2(' 
acceptas. 

Sit  iam  conus  rectus  basi  eidem  superimpositus;  in  reti  coni  punctum 
plano  p  superliciei  conicEe  commune,  reperto  Sb',  facile  innotescit : 
(Fig.  226.1  pf  et  b'3  ad  planum  J-*  perpendiculares  in  plano  sunt,  at  in 
hoc  idem  cadit  coni  latus  p23,  et  in  idem  cadit  recta  fb',  (quia  puncta 
p,  t',  b',  3  in  idem  cadunt,  adeoque  et  recta  inter  quasvis  bina  eorum); 
manifesto  autem  secatur  p23  per  fb',  et  sectio  ista  in  /  est,  quia  puncta 
f,  b'  in  /  sunt,  adeoque  quodvis  punctum  rectae  fb'  in  p  est.  Sit  sectio 
ista  q ;  recta  Bq  in  rete  ad  latus  pi?'  ex  3'  transferenda  facile  prodit, 
isive  per  constructionem,  sive  calculum!,  quum  A  fp3  ad  E  rectangulum, 
simul  cum  W  et  23b'  data  sint. 

Si  vero  (Fig.  227.)  planum  P  circa  2r£j"  ipsi  Siil'  parallelam  elevetur, 
et  planum  elevatum  in  loco  novo  dicatur  p  :  tum  nonnisi  /:?  subtrahen- 
dum  ex  33"  erit,  ut  remaneat  33";  et  si  perpendicularis  ex  D  usque 
ad  planum  p  erecta  k  dlcatur,  heec  ex  y  et  angulo  u  ipsis  p  cum  P 
innotescit ;  et  si  perpendicularis  ex  3  ad  P  sit  3b'",  erit 
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/ 


^^l^B'":W: 


et  huic  3b"'  Bequalis  erit  pro  hoc  casu  in  reti  perpendicularis  ad  basira 
ad  distantiam  ab  21'  ipsi  213  sequalem  pro  puncto  S  construenda. 

In  cono  recto  autem  (Fig.  227.),  si  Ep  per  p  non  secetur,  adeoque  pla- 
num  secans  /i  ad  /*  planum  baseos  perpendiculare  sit,  erit  u  —  R,  nempe 
angulus  planorum  p  et  P  se  invicem  {Fig.  228.)  in  PQ  secantium  rectus 
erit;  prodibitque  pro  puncto  ZTl  recta  3Tlm' e  latere  pJH  ex  7\\  incipi- 
endo  in  reti  resecanda  modo  sequente :  fiat  e  centro  f  recta  ad  XIl,  se- 
cetque  hsec  rectam  PQ  in  c';  secabunt  se  invicem  plana  EXllp  et /,  ad 
P  perpendicularia  et  punctum  c'  commune  habentia,  in  recta  aliqua  per 
c'  eunte ;  erit  igitur  h£ec  perpendicularis  ad  P  adeoque  ad  fZll,  secabit- 
que  hasc  rectam  y2U ;  fiat  id  in  iit';  erunt  triangula  rectangula  pflll  et 
m'c'Zn  similia ;  consequenter 

nn:]}m  =  c'm:inm'. 


Corporum  similium  soliditates  sunt,  ut  cubi  linearum  homologa- 
rum,  superficies  autem  sunt,  ut  quadrata  linearum  homologarum. 

Etenim  quodvis  corpus  C,  cuius  superficies  sit  S,  in  pyramides  tri- 
angulares  (saltem  e  puncto  interno  uno  aut  pluribus)  dispesci  potest ;  et 
aut  summa  basium  superficies  corporis  erit,  aut  apicibus  basium  trian- 
gularium  dato  quovis  pTopius  acceptis  summa  pyramidum  -■— ,  C,  summa 
basium  vero  ■'~-.  S. 

Sint  corpora  similia  A  et  B ;  applicatis  iis,  quEe  (pagg.  77 — 78,  1 1 1 
et  239)  dicta  sunt ;  quEevis  linea  in  A  erit  eidem  homologse  in  B  per 
constantem  a  leandem  pro  omnibus)  multipUcat^  Bequalis ;  et  si  bases 
triangulares  in  utroque  semper  simultaneo  homologEe  accipiantur,  erit 
in  A  quodvis  triangulum  /  ei  in  j9  homologo  /'  per  «'  multiplicato 
sequale ;  pyramidis  p  autem  basi  t  insistentis  altitudo  erit  altitudini  py- 
ramidis  p'  basi  /'  insistentis  homologa,  adeoque  si  altitudo  ipsius  p  sit 
a  —  aa',  erit 
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ta  aH'aa' 


^  ^  3  3 


sive  uti  tertite  potentiEe  linearum  homologarum. 

Hinc  etiam,  si  summa  omnium  pyramidum  p-'—-P,  et  summa  omnium 

pyramidum /'--—./'',  erit 

P:P-=a':l. 

Ita  si  summa  omninm  triangulorum  i--—s,  et  summa  omnium  trian- 
guloTum  t'^—^s',  erit 

s  :s'—  t:  f^a' :  i. 

Scholion.  In  pyramidibus  similibus,  quEe  rectilineis  insistunt,  divisio 
in  pyramides  triangulares  ex  apice  in  utraque  fieri  potest.  In  sphgera  fit 
e  centro  via  limitis :  atque  hinc,  (quum  sphaerse  similes  sint),  soliditates 
sunt  uti  tertiie,  superficies  autem  uti  secundse  potentiae  radiorum.  S 
sphEerse,  cuius  radius  i  est,  superficies  (i,  soUditas  y  dicatur:  erit  sphserse, 
cuius  radius  n  est,  superficies  n^(i,  soliditas  n^y. 

Prismata  vero  qutcvis,  etsi  modo  dicto  per  divisionem  e  puncto 
interno  in  pyramides  triangulares  tractari  queant:  quum  tamen  factis  ex 
altitudine  in  basim  sequalia  sint:  si  simiHa  fuerint,  sufficit  bases  altitudi- 
nesque  quoad  soliditatem  considerare ;  nempe  si  alterutrius  altitudo  a 
sit,  et  basis  b,  alterius  autem  altitudo  sit  na :  erit  huius  basis  ii^b,  et 
soliditas  n^bna  —  n^ab,  prioris  autem  est  ab. 


Revolutio  semicirculi  circa  diametrum  parit  sphaeram  :  cuius  soli- 
ditas  et  superficies  quasrend^  veniunt.  (Fig.  229.) 

Sit  quadratum  2IBCD,  et  diagonalis  DB,  ac  quadrans  2IC  centro  S 
radio  2.^2J,  atque  parallela  quasvis  bc  ad  2I?3  :  erit  manifesto  v  (ubicunque 
scriptum  est)  —  — -  R,  adeoque  trianguli  lcS  crura  Xc  et  cV>  sequalia  erunt. 
Dividatur    porro    HC    per    w,  et    sit    ex    S  incipiendo  versus  C  recta  \c 
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pars  eiusmodi ;  fiatque  per  f  parallela  ef  ad  2123,  atque  erigatur  ex  f  per- 
pendicularis  ft  ad  &c,  et  demittatur  e  puncto  r,  in  quo  ef  quadrantem 
secat,  perpendicularis  rg  ad  cf,  atque  fiant  perpendiculares  !]i  et  EI.  Re- 
volvatur  schema  totum  circa  ^C ;  describet  quadrans  2iC  hemisptiEerium, 
quadratum  213CD  cylindrum,  et  Al)23i£  ad  C  rectangulum  describet 
conum,  eritque  tara  coni  quam  cylindri  basis  circulus,  cuius  radius  sequalis 
radio  r  hemisphEerii  est,  altitudo  vero  radius;  per  rectangula  e&cf,  tfcf,  r^cf  et 
(;icf,  Ifcf  autem  describentur  cylindri,  quorura  altitudo  cf  =  ^  ,  bases  vero 
sunt  circuli  radiorura  r,  \c,  gc,  ic,  Ec.  Archimedes  movendo  planum  e 
circulo  per  2J3  descripto  huic  parallele,  donec  in  DC  perveniat,  sectiones 
simultaneas  in  cylindro,  hemisphEerio,  conoque  comparat,  et  reperiendo, 
quod  (quasvis  sectiones  simultaneas  intelligendo)  sectio  Cin  cylindro  facta 
sit  Eequalis  summEe  sectionis  c  in  cono  factte  et  sectionis  5  in  hemisphierio 
factai;  coucludit  (omnes  sectiones  simultaneas  accipiendo)  cylindrum  esse 
summas  coni  et  hemisphBerii  Eequalem.  Et  hoc  rite  intelligendo,  ut  (Tom.  I. 
pagg.  209   y)   dictum  est,  germen  calculi  sublimioris  continet. 

Explicatio  sequens  est. 

SoHditas  cylindri  dicatur  A,  soliditas  sphterse  sit  B,  et  soliditas  coni 
sit  K;  dicaturque  cylinder  qui  per  cttcf  describitur  a,  per  tfcf  descriptus 
sit  5',  per  rgcf  scriptus  sit  s",  et  per  liicf  scriptus  sit  c",  ac  per  Ifcf  scrip- 
tus  dicatur  c;  atque  per  r(cf  scriptum  (per  rf  arcura  intelligendo)  sit  h, 
et  per  bfcf  scriptum  sit  k. 

In  triangulo  rectangulo  fc23  est 

fy;"  =  fc  +  cS-  =  fc>  +  cr, 

quia  Ec  =  c23.  Atqne  hinc  circulus  radio  23f  scriptus  est  sumrase  circu- 
lorum  radiis  fc,  fc  scriptorum  aequalis,  id  est  (quia  f23  =  c^i  erit  C—s-\-  c; 
et  hinc  a  =  s'-\-c'. 

Dicatur  B'  summa  omnium  s',  et  summa  omnium  5"  sit  B";  atque 
summa  omnium  c'  sit  K',  et  summa  omnium  c"  sit  A"';  summa  pro  quo- 
vis  n  oranium  a  est  A,  omnium  b  est  B,  oranium  k  est  K;  atque  quum 
tara  cylindri  a,  quam  cylindri  s'  et  c'  numero  eodem  prodeant,  et  pro 
quibusvis  simultaneis  sit  a  =  s'-i-c',  manifesto  erit  A  =  B'-i-  K'. 
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Sed 

H^  A"'>  H  -H  A'>  B"^  A"; 
quia 

^'>  h  >  5"     et     c">  /fc  >  c 

adeoque,  qiium  hoc  de  oinnibiis  simultaneis  valeat,  est 

H>B>B''    et     K">K>K'. 

Atque  si  «--— co,  fit 

B'-\-K"—[B"^K')-^-o, 

s  ^    c  . 

quia -„ ^  I,    et  -w'~i\   adeoque  et 

B-\-K-[B"-\-K']'~o, 
id  est 

B''^K'-~B-^K, 

Sed  et  B-^—B,  et    K''~K\   nam  ex     -,7  et     •,-—■1,  et  s^b^s',  atque 

.         s'  c'         ^  ''' 

t">^>t:',  fit  etiam     i--— -i,    et     ^  -— i  iTom  I.  pagg.  93  et  209  £?!.  Con- 

sequenter 

B'-i-K'~B-h  K^A. 

A 
Est  autem  K=    -    ;  nenipe  coniis  et  cylinder  eidem  circulo  maxirao 

insistunt,  et  altitndo  utriusque  radius  est:  consequenter 

B  =  A~K=  ^  A: 
3 

atque    tota   sphasra   diametri  d  fit  =    -,--- ;    nempe    area    circuli    maximi 
est  ,  et  hemisphasrium  est 

2   d''7t   d  d^ji 

"3     4~  2    ^  3-4  ' 
et  huius  duplum  est 

d^n  _  4r';c 

'^'^  3  ■ 

Hinc    item    Archimeues  reperit   superjiciem.    S  sphaerae  quadruplo 
areae  circuli  maximi  aequalem. 
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Accipiantur  nempe  tria  puncta  in  S,  et  iungantur  rectis,  ut  fiat  trian- 
gulum,  et  quodvis  latus  fiat  trianguli  novi  basis  cum  apice  novo  in  S, 
atque  hoc  semper  porro  continuetur,  ita  ut  per  triangula  omnia  demum 
superficies  siraplex  e  planis  composita  apicibus  angulorum  solidorum  in 
S  cadentibus  exsurgat.  Dicatur  summa  horum  triangulorum  6",  fiantque 
hse  pyramidum  apice  communi  in  centro  gaudentium  bases,  sitque  pyra- 
midum  istarum  summa  J>.  Si  cuiusvis  harum  pyramidum  latera  triangu- 
laria  producantur,  poterunt  haec  per  planum  priori  basi  parallelum  et 
ipsum  5  tangens  tale  secari,  ut  pyramis  baseos  novEe  priore  maior  sit, 
et  si  pro  quavis  priorum  pyramidum  eiusmodi  pyramis  fiat,  dicatur  om- 
nium  novarum  pyramidum  sumnia  _P.  Facile  patet,  quod  P — fi'~o,  si 
cuiusvis  trianguli  apices  dato  quovis  propins  accipiantur  ;  est  vero  (sphiera 
B  dicta), 

adeoque  B—p-—o;  consequenter  p-~.B.  Sed  radio  r  dicto,  poni 
potest 

^  3 

nam  quamvis  S'  surama  diversomm  triangulorum  esse  possit,  altitudo 
semper  est  radio  minor ;  atque  ex,  gr. 

a  [r  —  a)  -1-  iMr  —  x}~  \a-\-(i]  (r  —  m) 

poni  potest,  quia  inde  valor  ipsius  <■>  prodit. 

Patet  autem,  quod  <<)-~o,  adeoque  si  tum  S''~-S",  ipsum  p-^—.S"  ,,  ; 
atque  hinc,  quum  soliditas  sphEerse  antea  fuerit  — — fr~~ '  ^'"i'^ 

4^^7^ (i„  r 

~3~~        3  ' 
et  hmc 

id  est  iper  superficiem  sph^rEe  b'mitem  laterum  planorum  corporis  inscripti 
intelligendo)  erit  superficies  sphserse  quadruplo  arese  circuli  maximi  ^equa- 
lis.  Aliquid  tamen  hanc  eandem  materiam  concernens  paulo  inferius  addetur. 
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SchoHoH  I.  Rete  sphaerae  quidera  e  planis  neutiqLiam  construi  po- 
test,  ut  statim  patebit ;  sed  exhiberi  quam  proxiuie  potest:  nempe  cou- 
cipiatur  {Fig.  230.)  quadrans  arq  iu  partes  numero  m  dividi ;  sit  centrum 
c,  et  revolvatur  arq  circa  qc ;  describet  a  circulum  maximura,  basim 
coni  recti  apicem  in  polo  <\  habente  ;  r  vero  describet  circulum  priori 
parallelum,  basim  coni  recti  apicem  in  eodem  q  habente ;  atque  via 
chordse  ax  conus  truncatus  erit.  Si  iam  tam  huius  coni  truncati  rete, 
quam  uti  se  invicem  chordEe  m-tarum  partium  quadrantis  usque  ad  po- 
lum  excipiunt,  retia  conorum  truncatorum  per  vias  chordarura  dictarum 
descriptorum  construantur,  atque  ita  uti  se  invicera  excipiunt  compin- 
gantur,  manifesto  quo  maius  m  accipitur,  eo  minore  errore  spheera  ex- 
hibebitur. 

Coni  truncati  per  chordara  ar  descripti  rete  prodit  modo  sequente  ; 
secet  continuatio  rectie  av  continuationem  rectse  Cc)  in  p ;  fiatque  centro 
p  radio  pa  arcus  ab—2rji,  et  eodera  centro  p  radio  pi"  fiat  arcus  rb— 2/71; 
erit  robb  rete  coni  truncati ;  nempe  notandum  est,  quod  basis  coni,  cuius 
apex  q  et  latus  qa  erat,  et  basis  coni,  cuius  apex  p  et  latus  pa  est,  con- 
gruant,  quum  utrumque  circulus  sit,  peripheria  longitudinis  elusdem 
gaudens. 

Innotescit  auteni  tam  ap  quara  r',  sive  per  constructionem,  sive  per 

calculum,  quum 

^  ri:  =  sm.  qr  — cos.  ar 

sit,  et  anguH,  quos  latera  polygoni  ex  a  incipientis  cura  perpendiculari- 
bus  ad  qc  missis  faciunt,  facile  coraputentur.  Idera  vero  de  quovis  latere 
ad  sequens  continuari  posse  patet:  ex.  gr.  conus  truncatus  lateris  rt  ge- 
neratur  per  arcum  ~  2:f .  tt',  centro  p'  radio  p't  scriptura,  et  arcum 
=  27f.rr'  centro  p'  radio  p'r  scriptum.  Constructi  autem  hi  coni  truncati, 
uti  se  invicem  excipiunt,  conglutinari  et  omnia  intra  bases  quadaratenus 
expleri  quoad  praxim  possunt. 

Aut  circulus  raaximus  dividitur  in  quo  plures  partes  sequales,  et  seg- 
menta  a  quavis  parte  ad  polos  exstruuntur  eequalia ;  si  plana  per  axem 
et  puncta  divisionis  ponantur :  manifesto  conorum  truncatorum  bases 
omnes    in    totidem    partes    divisae,  segmenta  appropinquantia  prsebebunt. 
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Plures  huius  modos  ad  praxim  magis  pertinentes  vulgaresque  referre  non 
huius  loci  est. 

Quod  reipsa  autem  e  plano  segmentum  tale  construi  nequeat,  sic 
patet :  sit  recta  a'q'  in  quadrantem  aq  flexa,  ita  ut  q'  in  polum  q  et  a' 
in  a  cadat ;  planum  q'&;j  quoque  simul  incurvabitur ;  atque  etiam  hi  per 
se  circa  coni  latus  qa  incurvari  posset,  ut  in  circulum  maximum  C,  cuius 
polus  q  est,  cadat ;  pariter  seorsiro  quivis  arcus  fg  posset  in  arcum  cir- 
culi  paralleli  per  ei  respondens  r  euntis  incurvari ;  at  si  hoc  simul  fieri 
debeat,  in  motu  flexus  a,  r,  q  siraul  quiescere  deberent,  quamvis  non 
in  recta  sint. 

Pariter  patet,  si  prius  Eie  incurvetur,  ut  in  C  cadat ;  fiet  enim  tum 
figura  plana  q'bc  pars  superficiei  cylindricEe  aut  conicse  ;  atque  tum  no- 
vam  incurvationem,  ut  a'q'  in  aq  cadat,  fieri  non  posse  pariter  patet ; 
quia  primus  motus  circa  bc  fiet,  et  nnlla  portio  plani  ex  bs  incipientis 
manente  arcu  bs  moveri  poterit,  quum  bi  non  sit  recta,  adeoque  axis 
motus  esse  nequeat. 

Generaliter  nuUa  flexio  superficiei  esse  potest,  nisi  rectse  se  invicem 
continuo  excipiant,  atque  motus  circa  illas  fiat,  uti  se  invicem  continuo 
excipiunt. 

Scholion  2.  Solet  in  praxi  iiexapeda  in  6  pedes,  pes  in  12  pollices, 
poUex  in  12  lineas  priraas,  linea  /t-ta  in  12  lineas  ^(-Hi-tas  dividi ;  ita 
ut  25°  5'  7"  denotet  25  hexapedas  5  pedes  7  pollices ;  at  eandem  sub- 
divisionem  tara  in  areis  quam  in  soliditatibus  retinere  (ob  numeros  mi- 
nores)  visum  est :  nempe  ubi  de  areis  sermo  est,  pes  quadratus  signifi- 
cat  sextam  partem  quadrati,  cuius  latus  hexapeda  est,  et  huius  pars  duo- 
decima  dicitur  pollex  quadratus  fj,  ita  ut  pes  quadratus  sit  rectangulum, 
cuius  altitudo  unus  pes  est,  poUex  rectangulum  altitudinis  unius  polli- 
cis  y  sit,  semper  hexapedam  pro  basi  accipiendo ;  ita  cubi,  cuius  latus 
hexapeda  est,  sexta  pars  pes  cubicus,  et  huius  duodecima  pars  pollex 
cubtcus  y  audit ;  adeoque  pes  cubicus  est  parallelepipedum,  cuius  alti- 
tudo  pes,  et  pollex  cubicus  parallelepipedum,  cuius  altitudo  poilex  i^ 
est,  pro  basi  semper  quadratum,  cuius    latus    hexapeda   est,  intelligendo. 

Varia;    hinc    tam    areas    quam    soliditates    computandi    methodi    sunt, 
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qtiibus  computata  sensu  dicto  cxhjbeantur.  .Simplicissiiiia  videtur  se- 
quens. 

Sit  unitas  duobus  hexapedis  aequ:dis,  pcftica  dJcta  ;  erunt  in  pertica 
pedes  12,  in  pede  poliices  12  et  ita  porro  ;  atque  quum  computatio  areee 
per  factum  e  duobus  factoribns,  soliditas  vero  e  tribus  prodeat,  res  ad 
multiplicationem  redit :  quas  si  pro  10  et  11  signa  darentur,  mimeratione 
cluodecadica  facile  peragi,  et  factum  ad  linguam  communem  dictam  trans- 
ferri  posset,  modo  sequente.  Scribantur  factores  ita,  iit  numerus  hexa- 
pedarum  numero  perticarum  exprimatur  ;  ex.  gr.  pro  loi  5'  10"  scribatur 
50,  11'  10";  nempe  absque  eo,  ut  pro  10  et  11  sign;i  pecularia  poneren- 
tur,  possunt  pedes,  pollices  ^  imo  et  perticas,  intervallis  distincta,  de- 
cadice  designari,  ut  in  exemplo  allato  50  unitates,  11  duodecimee,  et 
unius  duodecimas  10  duodecimge  denotentur ;  imo  factum  quodvis  par- 
tiale  e  termino  in  terminum  decadice  quseri  scribique  potest. 

Ita  scriptis  binis  are^  factoribus,  multiplicatio  in  numeratione  duo- 
decadice  peragenda  est,  ita  ut  in  decadica,  dummodo  heic  12  ipsius  10 
vicem  subeat ;  notando,  quod  in  productorum  partialium  postea  adden- 
dorum  linea  suprema  prius  tot  loca  notarum  duodecimalium  signanda 
sint,  quot  nolEe  duodecimales  in  factore  utroque  simul  sunt,  atque  his 
anteponendum  comma  sit,  ante  quod  ad  lasvam  numerus  unitatum  sequi- 
tur  ;  atque  numeri  duodecadum  additio  ad  laevam  nonnisi  usque  ad  locum 
commate  insignitum  fiat  continueturve.  Demuni  vero  factum  post  comma 
per  2,  ante  comma  autem  per  4  multiplicetur,  ea  cum  restrictione,  ut  a 
dextra  incipiendo  usque  ad  terminum,  qui  post  comma  est,  translatio 
duodecadum  fiat,  in  termino  post  comnia  ad  dextram  autem  numerus 
senariorum  addatur  termino,  qui  e  multiplicatione  per  4  termini  ante 
comma  prodit.  Si  vero  soHditas  quaeratur :  factum,  quod  e  duobus  facto- 
ribus  prodit,  ante  nuiltiplicationem  per  4  ante  comma  et  post  comma 
per  2,  per  tertium  factorein  eodem  raodo  ut  dictum  est,  iiuxta  systema 
duodecadicuni'  multiplicelur  ;  et  factum  plane  ut  antea  tractetur,  eo  tan- 
tum  discrimine.  quod  termini  post  comma  per  4,  et  terminus  ante  comma 
per  8  multiplicentiir. 

Nempe  una  pertica  quadrata  coiitinet  4  hexapedes  qnadratas,  et  una 
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peitica  cubica  8  hexapedas  cubicas  continet:  atque  hinc  pars  duodecimii 
perticas  quadrata;  est  sequalis  tertiEe  parti  hexapedfe  quadratEe,  adeoque 
2  pedibus  sensu  dicto ;  ita  duodecimEe  duodecima  2  pollices  facit,  quod 
porro  continuari  patet ;  quivis  igitur  terminus  facti  e  duobus  factoribns 
prodeuntis  post  comma  per  2  ante  comma  per  4  multiplicandus  est ; 
at  quum  6  pedes  sensu  dicto  hexapedam  quadratam  faciant,  numerus 
senariorum  termino  ante  comma  per  4  nmltiplicato  additur.  Duodecima 
scilicet  perticEe  quadratge 


6' 


et  huiiis  duodecinia 


3 


Et  perticEe   cubicse  duodeciniu 

_    S'         4  i" 

~    12   """    6     -'-^-   h   ' 

Exemplis  tamen  sequentibus  etiam  illustrare  haud  snpervacuuni  erit  ; 
notando,  quod  non  solum  ut  dictum  est,  termini  singuli,  etsi  novenariuii! 
excedant,  decadice  scribantur,  et  temiini  quivis  decadice  multiplicentur, 
sed  etiam  divisio  per  12  decadice  peragatur ;  quod  omnino  facile  fit,  quum 
duplum,  triplum, . . ,  usque  ad  nontuplum  ipsius  12  memoria  facile  retineatur, 
Sint  arese  aiicuius  dimensiones  per  se  invicem  inultiplicandEe  6"  2' 7" 
et  8"  i'  8'',  et  sint  soliditatis  dimensiones  6*^  2',  8°  5'  et  4^  2';  fiet 


I,    3  10 

12,  8 

13,  1 1  ro 

3'n  8 


^: 

4, 
2     I 

I 

8 

0, 

7 

12, 

10    4 

13, 

3"   8 

.4_ 

53" 

I'    4" 

7' 

30.    3     7     « 

8  4 

J42"   2     6"   S" 
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Sit    etiaiii   exempluiii    pro    divisione    pei'    12,    noniiisi    usqiie   ad   locna 
commatis  cxtendendti.  Sit  ima  dimensio  303''  5',  altera  ^'^  4' 


126,      7       2 

278,      6       2 
4  3 

I  1  T_|"        O'         4" 

Scholtoii  3.  Si  duo  prismata   /'  et  p  fuerint,  et  jsriorin  altitudo  A  ba- 
sis  B,  posterioris  altitudo  d  basis  b  fuerit :  erit 

P  -AB     ei    p  ■-  ab; 
adeoque 

P:p^.AB:<ib, 
atque  si  J-'--~p,  erit 

A:a-.-b:B, 
t;t   si   A  --(?,   eril 

P:p^  h:h, 
et  si   B  -—  b,  erit 

P:p-^A:>i. 

Eritque,  si  A  -=  a  et    baseb    similes    atque   /.  et  /  lineie   homologie    sint, 
P:/>^  //:/•. 

Idem  ad  pyramidem  appUcari  evidens  est. 

Scho/ion  4.  Transmutari    quoque    corpus    quodpiam    in    aliud  potest ; 
si  ex.  gr.  sph^ra    diametri   //  in    pyramidem    altitudinis  a  baseos  x  mu- 

tanda  sit :  erit 

ii''A     _    xa 

b    '"    3  ' 

atquc  hi[ic 


Atque  basis  x  computata,  iteni  sive  in  circulum  sive  in  aliani  iigu- 
ram  converti  potest.  Nec  his  amplius  immorari  necesse  est ;  quum  per- 
spectis  iis,  quse  dicta  snnt,  Tyrones  ipsi  omissa  reperire  queant. 
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Dc  hoc  iii  Tomo  piimo  dicta  sufficiant. 


Si  planum    cum    superlicierum    retatarum    aliqua    puiictuu 
habeat  :  oriuntur  sectiunes  coni,  cylindri,  sphaerae  is. 


i  I. 

Si  plauum  quamvis  infinitum  apiceni  solum  cura  siiperlicie  coni  com- 
nmne  habeat,  sectio  punctum  est ;  si  adbuc  unum  commune  habeat, 
sectionem  aut  dust  rectee  se  invicem  in  apice  coni  secantes  efficient, 
aut  sectio  latus  coni  erit.  Si  planum  secans  basi  parallelum  fuerit,  erit 
sectio  figura  basi  sirailis,  orieturque  conus  truncatus  rectus  circularis, 
si  conus  rectus  et  basis  circulus  fuerit:  quse  omnia  facile  patent. 

Si  (Fig.  231.'  cylinder  rectus  basi  B  parallele  secetur,  sectio  b  —  B 
erit ;  atque  si  per  planum  ad  angulum  u  secetur,  erit  F—  G  (tam  quoad 
superliciem  quam  quoad  soliditalem  ;  adeoque  etiam  E-\-  F  innotescit, 
quuni   /•■  sit  =  ^-    ,  adeoque 


F-i-G 

E^F  --  Bu-^H 


>  i-l  . 


iBa  ^-  Bd 


---r-  B  ' 


■3134- 
■3I3S- 
■3'3S 


Sectionum  coni  cuiii  pJano  statim  scL|ULmtiu[ii  levolutioLies  jjarii 
bohidfm,  eUipsoidem  et  hyperbohidem. 

Motiis  plani  circa  axeni.  punctuni  aliquod  form»  cuiuspiiim  ca.i 
prodierunt,  complectenteni. 

Si  coni  verticales  fuerint,  oriuntur  sectiunen  conican. 

Forma  secta  eliau\  Cylinder  ;iut 

I^'1-amis  vel 

Prisma  es^e  potest. 

Si  forma  haec  sphaera  tueiil,  et 

Plana  per  centrum  eant:  oritur  in  .lUperficie  =pli:era;  triangulut) 
cttm  ;  qute  e  datis  sufficientibus  computare  doeet  Trigonijinetrica  i 
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ubi  si  de  soliditate  sernio  fuerit,  area    ipsius  B,  si    superticies  queeratiir, 
peripheria  accipienda  est. 


Coni  trnncati,  nempe  partis  coni  recti  inter  basiiii  et  planum  basi 
parallelum,  superficies  exclusis  basibus  est  lateri  per  peripheriam  illam 
multiplicatae  ^qualis,  quae  cum  perpendiculari  e  medio  lateris  ad 
axem  missa  tanquaiu  radio  describitur.  Sit  nempe  (Fig.  232.)  rete  coni 
truncati  abe&,  et  coni  totius  sit  pbe,  atque  latus  coni  truncati  sit  ab,  et 
eius  medium  c;  erit  radiis  /■  et  r' descriptis  circulis^  area  annuli  (pag.  io8p 

—    |,-i  ;-");j—    (^_^_/|(;'—  y'j    ;,  := 

,  (  r-H  !'\  '■   I   ■  :     '"  —  r'\ 

-=  ir  --  r  I        -      )  27f  =^i/-  — r  ).  (r-f-         -■  --2/1. 

Est  vero  r~r'  latus  coni  trtincati,  r'-h    ---—  -  vero  est  pc,  quod  per  2/1 
raultipUcatum  dat  peripheriam  radii  pc. 

Hinc  idem  de  sectore  patet ;  si  nempe  is  ;;-ta  pars  totius  fuerit,  erit 
el  pars  annuli  in  sectore  pars  n-ta  annuli  totius.  Unde  res  in  aperto  est. 


So/iditas  coni  per  planura  basi  parallelum  truncati  e  basibus  et  alti- 
tudine  prodit  sic.  Sit  (Fig.  233.)  data  basis  in/erior  B,  superior  b\  atque  a 
altitudo  coni  truncati.  Sit  coni  superius  absecti  altitudo  x.  Erit 
H:b--^  'tt  -i-xi" :  x' . 


Hinc  autem  est 
et  hinc 


adeoque 


Bx^  -^bia- 


x^  — 

2abx 
B-b 

r 

a-b 

~  B-b    '■ 

0, 

'b" 

-h " 

ab 
B-6 

,B-  bf  + 

a 

= 

ab  + , 

i  yb'  +  b(B-b) 
B^b                ' 

a 

VSb, 

-b  ' 
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Itaque 

Ba  ■  -  b,i  -t-  ah  -\-  <i  \  Bh  _  a  {B  +  y  Bb' 
'i+^-  ^_^  -         ^_i, 

Est  vero  comis  truncatus  asqualis  residuo  coni  totiuji,  subtracto  supe- 
riore,  adeoque  fit 

^  B\ii^x    _   hx  ^a'B^]/'Bh\B-iub-^\/'Bh\b    _ 

3  3     ~  y.B  —  Jr: 

_  a\B'  —  b'^  VBhiB-h})  _   a^B-hh-h  \  Bh 
2,{B-hV"  -  3 

Elt  posterius  ad  conura  obliquum  etiam,  iiiio  et  pyramideni  quamvis 
etiam  obtiquam,  dummodo  sectio  per  planuni  basi  paralleluni  fiat,  appli- 
cari,  atque  de  quavis  pyramide  valere  evidens  est. 

Scholion  I.  Si  vero  /  latus  lineare  pyramidis  modo  dicto  truncata; 
'Fig.  234.;,  atque  fi  et  ,7'  sectiones  basium  cum  plano  per  apicem  factae 
data  fuerint:  reperietur   A  latus  pyramidis  completae  ex 


est  enun 
et   hinc 


adeoque 


,*;,;' 

:-    l+X 

:x 

,h-    .. 

--ifl  +  i! 

X, 

,-. 

/.=/+,=  J^J 


quod  et  de  cono  vaiet. 

SchoUon  3.  Notandum  etiani  et>t,  quod 

1.  pyramidis  truncatie,  si  basis  figura  regularis,  et  recta  per  centra 
basium  ad  eas  perpendicularis  fuerit,  superficies  '^prseter  bases)  sit  summa 
trapeziorum  «qualium ;  adeoque  unus  factor  altitudo  trapezii,  alter  autem 
sit  perimeter  sectionis  plani  ad  basim  per  lateris  linearis  meditullium 
paralleli. 

2.  In  prismate  vero  qualecunque  fuerit,  perimeter  sectionis  plani  atl 
latus    Hneare    perpendicularis  multiplicatur    per    latus    lineare,    ut    super- 
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fkies  pra'tei  bases  prodeat ;  iiani  si  prisnia  iuxta  rectain  2la  exstructinn 
sit,  in  quovis  parallelogrammo  latiis  lineare  =^  2la  pro  basi  accipi  po- 
test,  et  altitudo  erit  sectio  paraJlelogrammi  cuin  plano  ad  2(a  perpendi- 
culari.  Idem  de  cylindro  obliquo  etiani  valere  patet. 

SchoHon  3.  Si  omnia  dolia  similia  conficerentur,  tnm  nonnisi  certa 
dimensio  doHi  certse  quantitatis  nota  esse  deberet,  ut  cuiusvis  alius  dolii 
dimensione  homologa  cum  priore  comparata,  vasis  posterioris  quantitas 
innotescat  :  si  ex.  gr.  prioris  dolii  quantitas  q,  dimensio  certa  (/,  et  pos- 
terioris  quantitas    0.  diniensio  D  esset,  lieret 

,f:l)'  =  ,r.Q. 

Manifesto  aulem  et  alia  diniensio  tentanda  esl,  ut  eo  certius  fiat  idem 
pluribus  modis  comprobatum. 

Quum  vero  hoc  non  sit:  potest  doHum  ordinatis  e  Unea  per  supre- 
mum  eius  punctum  horizontaU  demissis,  in  conos  truncatos  quantumvis 
proxime  dividi ;  et  sive  constructione  sive  caiculo,  tam  plenum  quam 
usque  ad  planum  certum  horizontale  repletum,  computari;  ratione  etiam 
crassitudinis  Ugni  habita,  quas  si  non  eadem  ubique  sit,  errorem  aUquem 
inducit.  (Fig.  235.1 

Coni  truncati,  cuius  bases  segmenta  sunt,  in  casu  si  doUa  plena  tion 
fuerint,  soHditates  per  pag.  2611  innotescunt ;  nempe  bases  per  plana  ver- 
ticaUa  Uquiduui  secantia  efFormantur;  et  fiunt  pyramides  trnncata;,  e  ba- 
sibus  earumque  distantia  eodem  modo  computanda;. 

Scholion  4.  Sit  iFig.  236.1  iib  latus  polygoni  regularis  n  lateTum 
ex  t)  incipientis,  radius  r  quadrantis  qac,  et  bX)  sit  perpendicularis  e 
chordse  <ih  meditulUo  ad  radium  qC,  et  a21,  b3  pariter  sint  ad  radium 
t)C  perpendiculares,  et  ap  perpendicularis  ad  b3.  Fient  triangula  CH^ 
et  abp  'pag.  69)  similia  'propter  latera  reciproce  perpendicularial,  adeo- 
que  ii-=  u  ;   itaque 

Q  :  M>  --=  ab  :  ap, 
et  hinc 

C^ .  ap  =  M) .  ah    et    inith .  2iB  ^  2nhT> .  ah. 

Sed  revohito  schemate  circa  21C,  posterius    est  superficies  coni  truncati 
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(exclusis  basibns),  cnins  latns  ab  et  aititudo  ap  — 2li^  est ;  prins  autem 
nempe  STrC^.^IG  est  superficies  cylindri  lexckisis  basibus/,  cuius  altitudo 
213,  radius  peripherise  baseos  autem  <Lb  est.  Atque  pro  quovis  alio  po- 
lygoni  latere  pariter  superficies  coni  truncati,  per  chordam  descripti,  erit 
superficiei  cylindri  eius  ^quaHs,  cuius  altitudo  est  pars  radii  qC  inter 
perpendiculares  ad  eum  ab  extremitatibus  lateris  missas,  basis  vero  est 
aequalis  circulo,  cuiiis  radins  Eequalis  perpendiculari  e  centro  ad  chor- 
dam  raissa,  nempe  ^b  _L  cib,  quia  b  meditullium  chordfe  est.  Dicatur  haec 
nomine  generali  r';  est  nempe  perpendicularis  e  centro  ad  quodvis  latus 
polygoni  regularis  eiusdem  aequaHs. 

Summa  superficierum  conorum  trnncatorum  dicatur  ,v'.  Si  /;  semper 
duplicetur,  atque  uti  chordse  se  invicem  a  b  usque  ad  a  excipiunt,  coni  trun- 
cati  per  revolutionem  schematis  generati  accipiantur  :  erit  .s'=  2/r/.  213  ; 
quod  manifesto — .27rr.2J3,  quia  /^— r.  Consequenter  sjiperfictes  zonae 
aequatur  peripheriae  circuli  maximi  per  altitudinem  zonae  multipH' 
catae. 

Et  si  hoc  ad  totum  quadrantem  extendatur,  fiet  superficies  hemi- 
sph^rii  peripheriEe  circuH  maximi  per  radium  multipHcatse  jequaHs:  sci- 
Hcet  erit  ~2ifr.r,  et  totius  sphserie  superficies  =4r^7f  (ut  antea). 

Scholion  5.  Per  latus  ultimum  ad  q  quidem  non  conus  truncatus, 
sed  conus  apice  ad  q  gaudens  describitur ;  at  coni  recti  quoque  super- 
ficies  (exclusa  basij  sequatur  lateri  per  peripheriam  illam  mnltipHcato, 
quEe  per  perpendicularem  e  meditulUo  lateris  ad  axem  missam  descri- 
bitur ;  sit  enim  latus  coni  adenque  radius  sectoris  rete  superficiei  prse- 
bentis  r,  et  arcus  ad  imum  radii  sit  a  ;  erit  e  medio  ipsius  r  arcus 
=  —  ,  et  area  sectoris 


Unde  patet    et    segmentum    sphasrae  e  q  incipiendo  esse  peripheriae  cir- 
cuH  maximi  per  altitudinem  multiplicatse  sequale. 

Scholion  6.  Et  snperficies  coni  truncati  Hmes  trapeziorura  est,  quas,, 
a  certo  latere  coni  incipiendo  basibus  inscribendo  polygona  regularia 
totidem  laterura,  oriuntur,  et    qnodvis    trapeziorum    horum  in  duo  trian- 
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gula  apices  in  superficie  habentia  dispesci  potest ;  atque  liniitem  summs 
triangulorum  per  superficiem  curvam  intelligi  dictum  est,  sicubi  cum 
plano  ut  quantitas  respectiva  comparatur  (Tom.  I,  pag.  299). 

Scholion  7.  Appendicis  Auctor  iGeometra  acutissimus),  in  opusculo 
singulari  attentione  digno  (nec  ratione  volurainis  Eestimando},  non  solum 
independentem  ab  axiomate  XI  Euclideo  Geometriam  sagacitate  summa 
docuit  priraus,  sed  ab  eodem  independenter  Trigonometriam  sphEericam 
stabilivit,  imo  etiam  superficies  sphasricas  esse  ut  secund^  diametrorum 
potentias ;  atque  superficiei  spheerEe  quantitatem  deduxit. 


Sectiones  coni  autem  (ut  pag.  152  dictum  est)  lineas  secundi  ordinis 
esse,  et  quidera  si  planum  secans  /'  lateri  coni  paralleium  fuerit,  para- 
hoiam,  si  /^  e  situ  parallelo  versus  latus  dictum  moveatur,  ellipsim,  si 
retrorsum  moveatur,  hyperholam  in  cono  verticali  utroque,  et  quidem 
e  duabus  curvis  sequalibus  (in  duobus  conis  verticaHbus)  constantera,  esse 
sic  patet.  Sit  (Fig,  237.)  planum  tabulEe  /"planum  per  axem  conorum  ver- 
ticalium,  quorum  anguli  verticales  n  sint ;  sitque  planum  P  prius  paral- 
lelum  coni  lateri  f23,  et  perpendiculare  ad  planum  tabulse,  sitque  2ip 
cum  hoc  sectio  ipsius  /^;  fiatque  planum  p  perpendiculare  ad  axem 
per  p,  sitque  sectio  BC  ipsius  p  cum  plano  tabulte  ;  erit  sectio  ipsius 
p  cum  superficie  coni  supra  planum  tabulse  semicirculus,  in  quo  per- 
pendicularis  ex  p  ad  J^C  dicatur  y,  cui  correspondens  2ip  dicatur  x  ; 
nempe  in  recta  2Ip  poterit  P  ubivis  sumi,  et  dicenda  ubique  valebunt ; 
erit  manifesto  y  perpendicularis  ad  planum  tabulEe  adeoque  ad  x.  Sit 
circuli  radius  r;  AfS^C  Eequicrurum  est,  adeoque  anguli  v  ad  baaim  sunt 
sequales,  et 

■2.R  —  II  r,  I 

V  = ^  R~  —  n, 

2  2     ' 

et  hinc 

sin.  V  —  cos, —  n. 


Porro  in  triangulo  SipC  est 
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I 
X  :  2r  ^  z  =  sin.  v  :  sin.  n  =  cos.  -  ■  >i :  sm,  n. 

2 

Et  hinc 

X  siii.  H 

cos.  —  n 

Et  si  ex  1{  ipsi  i^C  parallela  2ib'  fiat,  erit 

I 
c :  e:  ~  sm.  v  :  sin.  «  —  cos.  —    n  :  sm.  n  ; 
2  ' 

adeoque 


cos.  —  n 
Est  autem  in  semicirculo 

y-  =  {2r  —  z)z ; 
consequenter  substitutis  valoribus  ipsorum  2r  —  z  et  z,  erit 

3  _     X  sin. ;;       c  sin.  «_  __  c«  sin^  n 
cos.    —  w    cos.  - —  n       cos'  —  n 

2  2  2 

Et  hasc  Eequatio  parabolfe  pro  parametro 
c  sin!  n 
cos!  —  n 

2 

est ;  atque  parabola  cuiusvis  parametri  y  prodit,  si 

a  cos!  —  « 
'  2 

^      sin!  n 

accipiatur  ;  nempe  is  valor  ipsius  c  accipi  potest,  proditque  ex 

c  sin! « 

9  = f— 

cos!  —  n 
2 

posito. 
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Sit  (Fig.  237*.!   /\m>-/;,  et  sit  2l'P  nnnc   abscissn  .x  ex  21'  incipiens 
lut  priiis  ex  21  erat';,  Erit  tum 

z  =  z  ~\-  k  —  k  ; 
est  vero 

,         csin. «  ^       ,         xsin.im  —  n) 

z-\-k—  -—     -    -       et      k=  —     — ■■ — ■ — --; 

cos.  --  n  cos.  —  n 

2  2 

nam  in  triangnlo  21^21'  externus 

m  =  n  -^  m  —  «, 
et  in  triangulo  2rap  est 

;::^  =  sin.M:sin.(m  —  n]—  ^va.v.sm.im  — «), 

^quia  angulus  deinceps  ipsius  u  est  ~  v\.   Unde 

, X sin.  [m  —  «)    x  sin.  \m  —  n) 

^m.v  I 

cos.  —  n 

2 

Atque  hinc  substitutis  valoribus  ipsorum  z->rk  et  k,  erit 

z^z^k  —  k^'^  ^^"- "  ~^i^^^r-. «) . 

cos.  —  n 

2 

Porro  in  triangulo  2I'PC  est 

I 

2r  —  z:x=^  sm.  m  :  sin.  v  =  sm.  m  :  cos.  — ■  n, 
2       ' 

adeoque 

Atque  hinc 


__   xc  sm.  n  sm.  m         x''  sm.  (m  —  n)  sm.  n 
cos.  —  n  cos.  —  n 


quae  pro  axe  maiore 
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sm. 

[m  —  n) 

et  parametro 

ii-= 

csin. 

,  n  sin.  m 

,   I 
cos:        n 

aequatio  ellipseos 

est. 

Nempe  ex 

^  . 

csin. 

KSIII 

.m 

_    sin.  ( 

sin.  [m  —  n)  sm.  r, 


(zsin.  im  —  n) 

atque      c  = ^ — -      -    ■ 

^  sin.  H 


Si  a'q  II  fb,  et  a'b' ][  bc,  atque  a'p  sit  x,  et  m<in  sit  (Fig.  237-. 
supra  Ej,  et  planum  p  antea  ad  T  in  23C  perpendiculariter  insistens  nn 
ipsi    T  in  bc  insistat  perpendiculariter ;  erit  tum 

z^h~\-  k       atque       c:h  =  sin.  v  :  sin. «, 
adeoque 

,  csin.«  csin. « 


porro    in    triangulo    a'pq    est    A  9^'*^  =  n—  m,  quia    A  ca'q  =  h    (propt 
a'q  II  Eb) ;  atque  est 

x:k  =  sin.  z' :  sin.  [n  —  m\ ; 

, x^m.  [n  —  m)    :vsin.  [n  ~  m) 

~~  sin.  7;  I  ' 

cos.  --  n 
2 

Porro  in  triangulo  a'y>c  est 

2r  —  z  :  X  —  sin.  m  :  sin.  v, 
atque  hinc 

_     ysin.  m    ;csin.  m 

sin.  V  I 

cos.  —  n 


Consequenter  (ut  antea) 
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y^^z{2r  —  z]~^h~v-k)  [2r  —  z) 
j  c  sin.  n      ,      X  sin,  {n  —  m\ 


cos.  —  n      I    cos.  —  n 


qnie  aequatio  hyperbolae  est  pro  parametro 


et  axe  pnmo 
Nempe  ex 


c  sm.  n  sm.  m 

^  =  — 7-1 — ■ 

cos:  —  n 


sin.  [n  —  m) 
csin.  /;  sin.  m 


simul  coefficientem    ipsius  x  ipsi  -       ponendo  Eequalera,  erit 


sm.  \n  —  m)  sm.  m    c  sm,  n  sm.  m 

cos.  —  n  a  cos.  —  n 


atque  hinc 


a  sm.  (R  —  OT)  __        c  sm.  h 

sin.  M  "   sin.  (m  —  m) 


5.  5- 


Estque  sectio  in  cono  verticali  facta  priori  «qualis. 

Denotentur  enim  (abhinc  usque  ad  pag.  273)  sinus  angulorum  per 
nomina  angulorum  accento  insignita ;  ex,  gr,  sin. ;;  denotetur  per  n\  et 
[n  —  m)  denotet  sinum  anguli    [n  —  m),  ita  v    erit  =  sin. y— cos.  —  «. 
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Si  iam  (Fig.  238.!  in  cono  superiore  sectio  per  by>,  in  inferiore  autem 

continuatio  eius    per    Dp    fuerit,  dicanturque  M  anguli  vertitales  ad  D: 

erit  ^       „^,       .      /  w       ; 

c:L,  —  M  :m  =  \n  —  m)  :  m  , 

(nempe  M=  n  —  m) ;  itaque 

(«  —  mj 
Est  vero  (ut  in  prEecedentibus) 

,__  Cn'M'x^[n—^)_M'x'' 
y  —  ^'-^  ' 

quia  n^^^M,  (nempe  externus  interno  opposito   maiori.  Substituendo  au- 
tem  valores  ipsorum  C  et  M,  fit 

I cm'.  n.  [n  —  m)'x         m' [n  —  m]' x'  cm'n'x         m' [n  —  m)' x^ 

■^  [n  —  m)'  v"  y"  v"  v'^  ' 

uti  in  §.  4. 

Scholion  i,  Sit  iFig.  239.  I.j  cuiusvis  rectee  dats  DB  meditullium  C, 
sitque  ad  angulum  quemvis  ii  recto  minorem  recta  CE ;  ducanttrrque  e 
quovis  rect^  CE  puncto  f  rectse  fD,  F^ ;  in  triangulis  DCf  et  23Cf  est 
latus  fC=tC,  latus  CD  —  C3,  angulus  interceptus  u  autem  est  altero 
intercepto  deinceps  posito  minor,  quia  u  (per  hypothesimi  acutus  est ; 
itaque  f23<fD  est.  Fiat  EC  =  fD,  et  DC  dicatur  A;  atque  translato 
schemate  (in  Fig.  239.  11.),  et  tabulse  plano  C  dicto,  erigatur  ex  A  pla- 
num  .S  ad  C  perpendiculare,  fiatque  in  B  ad  axem  A  pro  parametro 
Q  =  — i—T  ellipsis ;  erit  recta  e  medituUio  ipsius  ^  ad  E  ducta  perpen- 
dicularis  ad  B,  et  simul  axis  coni  recti  per  complexum  rectarum  ex  om- 
nibus  ellipseos  punctis  ad  apicem  !  ductis  efFormati ;  eritque  sectio  huius 
coni,  per  planum  P  (ex  D  =  iyS\  ad  C  perpendiculare  facta,  circulus 
diametri  Z>;  atque  coni  ex  apice  E  huic  circulo  insistentis  axis  (nempe 
recta  ex  apice  E  ad  C  centrum  circulii  efficiet  cum  plano  circuli  tan- 
quam  basi  angulum  u ;  est  enim  basis  hasc  in  plano  P,  et  C  planum 
tabulse,  in  quod  axis  dictus  cadit,  ad  P  perpendiculariter  positum  est, 
quia  P  ■&A  C  tper  hypothesim)  perpendiculare  est. 


vGoosle 


SECTIO    QUARTA.  2?  I 

Nam  moveatur  planum  ex  B  sursum  ipsi  A  paraliele  ;  quocunque 
venerit,  ex.  gr.  in  planum  b  ad  C  ex  be  perpendiculare,  sectio  eius  cum 
cono  erit  ellipsis  inferiori  similis.  Ellipseos  huius  axis  (per  !>e  reprEesen- 
tatusi  dicatur  generaliter  a,  et  parameter  eius  dicatur  q,  sitque  Bp  ab- 
scissa  X  ;  et  quseratur  y  neinpe  sectio  plani  P  cum  ellipsi,  in  qua  pla- 
rium  b  comim  secat ;  est  y  tam  ad  D  quam  ad  a  nempe  ad  &c  perpen- 
dicularis,  quia  sectio  duorum  planorum  7-"  et  i^  ad  tertium  (.'  perpendi- 
cularium  est. 

Eritque  A:a—Q:q  'pag.  i6(i,  adeoque 


'/ 

=  ' 

A 

Estque 

a  =  z-\-a  —  z 

=  ' 

cn —  xtJ-\-  xm 

v'              ' 

quia  et  hic 

(ut  pag.  267) 

___  cti  —  xm 

^         v 

et 

a  —  z^—  ,-, 

V 

nimirum 

1 
V  —  cos.  —  n 

et 

f,)'~  [m  —  n)'. 

Est  igitur 

cn  —  XM-\-xm 

1 

et     y^  —  qz  — 

..r^\ 

et  hoc  (substituendo  valores  ipsorum  z  et  q)  fiet 


cn —  xio 

cn — Xf.-i-V-  xm 

V 

Q(o'm'x' 

0 

V 

Qcmnx 

A 

AV^ 

Q 

'  A  " 


(nempe  -H-  -=   ^).  Substituendo  autem  valorem  supra  dictum  ipsius  Q,  fit 

2        Av^^cm'»'^         Av'\,>'m'x''         cn  ,        >-,  .  r^        ^ 

■^  m&Av  mtoAv  to  '  ' 

nam 
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quia  in  triangnlo  Ef  3  est 

JJ:c^n': «'. 

Scholion  2.  Sit  pariter  (Fig.  239.  III. i  in  plano  C  rectangulum  ^ICCP, 
et  ducatur  recta  D3  ad  quemvis  angulum  acutum  u  ;  fiantque  lut  anteai 
planum  B  ex  B^,  et  planum  b  ex  6e,  et  planum  P  ex  1)3,  ad  C  per- 
pendicularia ;  fiatque  in  B  ad  axem  a  pro  parainetro  q  —  M-  ellipsis,  et 
fiat  ad  hanc  ellipsim  tanquam  basim  cylinder  rectus ;  erit  sectio  per  pla- 
num  b  facta  ellipsis  basi  sequalis,  manentque  q  tX-  a  eadem.  Eritque 
z:x~u\\,  adeoque  z  =  xxi,  et  D:a=i\u',  adeoque  a-=  Du'\  atque 
(per  y  sectionem  planorum  /-*  et  b  in  cylindri  superficie  teruiinatani 
intelligendo)  fit 


-^qz- 


qz^  __   Dxu    l  D      j-^  \ 


=  Dx  -  ^^.-  =  Dx  ~  X'  =  x{D  -  X]- 
u  Du  '  '  ' 

itaque    cylinder    superior    circulo    diametri    D   ad    datum   angulLim  u  in- 
sistet. 

Scholion  3.  Sit  (Fig.  239.  IV.)  D'^  diameter  baseos  circularis  coni 
obliqui,  sitque  ES  latus  brevissimum,  adeoque  u-<,v.  Ponantur  (ut  antea) 
ad  C  perpendiculariter  planum  P  ex  23D,  et  planum  b  per  bc  ad  basim 
parallelum  ;  erit  sectio  coni  per  b  circulus  diametri  &e=J;  et 


atque 
adeoque 


quia 
Atque  hinc 

f-  =  z{S- 


z--h-k\c—  n  :  u', 

k  \  x  =  im  —  n)':  tt'=  ?.':  u, 

,       ,        cn  —  xK 

z-\-  k  —  k= , —  z  ; 

u  ' 

pc  ;  pB  =  m  \  v'. 

^  _    cn' —  x)!     xm'  ___  cnmx         Xmx^ 
u  v  uv  uv' 
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inempe  c -.1)^ )! :  in^  adeoqiie  iii/l-—ii'v'  essel,  Sed  hoc  fieri  neqnit: 
quia  tum  esset 

ui:  v^  u:  /.', 

atque  quiim  in  triangulo  pi^e  sit 

et  ni  triangulo  Ppc 

/;':  /l—T^-^  :  bp 
quia  ii'—i-t'\  esset 

pe;p2.-^=Pp;bp, 

et  triangula  V-pi  et  t^pX)  iper  duo  latera  cuni  angulo  intercepto  ^quali 
proportionaliai  Kimilia  fierent,  et  /.—  r  ac  i.i^^m.  Sed  u  iexternus)  >■/.; 
consequenter  u  >■  v  esset,  quamvis  u  <C  v  sit. 

At  fFig.  239,  Vj  pro    /\fK<5  — ?;,  circulus  fit ;  nam 


111 ---V,  u-—2R  —  v  —  n--/.,  ,  ,     -^     .,   ~  D,        --r=J. 

ScholioH  4.  Pariter  prodit    cylindri    circulo    obliqiie  insistentis  sectio 
iFig.  239.  VI.):  nempe  fit 

ubi  ut  ''^'  -— Z>,  (quod  = -^  ,  et    -'-'-,_  —  i  fiat,  v'—i,}'  esse  deberet ;  sed 
n~>i-v--2R,  hinc  i"  +  w  •<  2i?,  et  r',  w  non  gaudent  sinu  eodem. 
In  omnibus  his  autem  pro  K  et  k  positivis  fiet 

y'—  kx  —  Kx\ 

k  k 

qute  Eequatio  elHpseos  erit ;  neinpe  ex  K  —        erit  a  ~  -r>  ,  atque 

,       ,  k     , 

y-  =  kx^  -    x~. 
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ubi  k  parameter  et  -jy  axis  maior  est.  Unde  reliqui  casus  etiam  itam 
pro  m^n,  quam  pro  m<in)  sectionis  coiii  (et  pariter  cylindrii  obliqui 
patent;  omissisqiie  aliis  huins  generis,  sequitur  in  numero 


Sphaerae  cum  plano  sectio  aut  punctum,  aut  circulus  esl,  qui  si  per 
centrum  transierit,  maximus  audit,  quum  onines  alii  minores  sint;  pars 
spliEeras  per  planura  absecta  segmentiim,  et  pars  sphEerse  inter  duo  plana 
parallela  zona  dicitur. 

Nempe  quodcunque  planura  secuerit  sphteram,  perpendicularis  e  centro 
ad  illud  raissa  aut  in  superficiem  sphEeras  cadet,  aut  intra  eam;  extus 
enim  cadere  neqnit,  quia  quasvis  alia  recta  e  centro  ad  planum  idem 
dicta  perpendiculari  adeoque  et  radio  maior  est ;  itaque  nullum  plani 
punctum  cum  sphasra  commune  esset.  Si  vero  extremitas  perpendicularis 
dict^  in  superficiem  cadat,  nullum  aliud  punctum  erit  plano  sph^r^que 
commune,  quia  qusevis  alia  recta  e  centro  ad  planum  excedit  radium. 
Atque  si  perpendicularis  intra  sphaeram  terminetur,  erit  hasc  ad  omnes 
rectas  ex  eo  puncto  in  plano  secante  perpendicularis,  quse  singulse  exi- 
bunt  per  sphgeram,  efForraabuntque  omnia  triangula  rectangula  Eequalia; 
quia  cathetus  e  centro  omnibus  communis,  et  hypotenusa  radius  est ; 
atque  manifesto  sectio  erit  via  catheti  atterius,  moto  triangulo  rectangulo 
circa  cathetum  priorem.  Neque  praeter  circulum  hunc  planum  cum 
sphfera  quidquam  commune  habet ;  superficies  sphxrae  enim  via  semi- 
circuli  circa  diametrum  est,  et  si  in  motu  trianguli  rectanguli  plane  dicto 
seraicirculus  moveatur,  perpendicularis  e  quovis  semicirculi  puncto  ad 
axem  motus  aliud  planum  describet,  eruntque  quasvis  plana  parallela, 
adeoque  nihil  comraune  habentia, 
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§.2. 


Esl  quoque  manifesto  centnim  spha?rje  in  perpendiculari  e  centro 
circuli  in  superficie  sphaera;  siti,  ad  planum  huius  erecta ;  atque  duarum 
taliuin  perpendicularium  sectio  centrtim  est. 


Et  facile  de  sphasris  quoque  patet,  iuti  de  circulis  in  eodem  plano, 
si  sectionis  sphaerarum  circularis,  sectio  duorum  punctorum  in  circulis, 
vicem  subeat),  quod  si  sphasrarum  .S'  et  5  centra  sint  ^  et  c,  radii  R 
et  r,  atque  distantia  centrorum  d  sit :  pro  casu  si  c  extra  S  cadat, 
sphEerae  nil  commune  habeant,  si  d^R-hr;  si  vero  d—R-vr,  punc- 
tum  solum  coramune  utrique  sJt ;  et  si  d<cR-\-r  fuerit,  sectio  circulus 
sit ;  pro  c  in  superficiem  sphEerx  5  aut  intus  cadente  autem  sectio  nulla 
sjt,  si  r^R-^d  aut  r<iR  —  d,  sectio  punctum  sit,  si  r  =  R^d,  et 
sectio  circulus  sit,  si  /--</?  +  (/,  et  r  non  =  nec<.R  —  d  fuerjt.  Per- 
currendo  singulos  casus  Tyrones  ipsi  e  sola  (Fig.  240,1  inspectione  rem 
in  plano  quoad  circulos  facile  perspicere  possunt. 

Et  tum  quoad  sph^ras  S  et  5  quoque  concludi  potest,  plano  per  centra 
t£  et  C  adeoque  rectam  Cc,  in  quam  diameter  utriusque  cadit,  posito, 
atque  in  hoc  tam  centro  C  radio  />i^  quam  centro  c  radio  r  circuHs  de- 
scriptis,  Sint  nimirum  circuli  hi  C  et  c  ;  atque  revolvatur  schema  e  cir- 
culis  C  et  c  compositum  circa  Cc ;  generabuntur  manifesto  sphEerEe  S 
et  s;  qua;,  si  C  et  c  nihil  comnmne  habuerint,  pariter  nihil  commune 
habebunt,  si  autem  C  et  c  tetigerint  se  invicem,  et  sphEerse  tangent  se 
invicem,  tangenturque  a  plano  per  viam  recta;  ad  diametrum  e  puncto 
tactus  perpendicularis  descriptum ;  si  vero  C  et  c  in  duobus  punctis  P 
et  p  secuerint  se  invicem,  orientur  duo  triangula  Eequicrura  tCPp  et  cPp, 
adeoque  si  medituUium  recta;  Pp  sit  iu,  erit  tam  i£m  quam  CIU  perpen- 
dicularis  ad  pp,  itaque  m  in  tEc  erit,  et  in  motu  dicto  per  rectam  ptn 
ad  ^c  perpendicularem  describetur  planura,  et  per  punctum  circulus  in 
plano  eodem  sphEerse  utrique  communis. 
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Si  planum  P  per  centriim  eat,  fit  circulus,  quein  maximum  esse 
inde  patet,  quod  si  e  centro  huius  circnli  C  dicti,  ad  pianum  P  perpen- 
dicuiaris  /.  erigatur,  et  planum  tale  ponatur,  in  quod  perpendiculaiis 
dicta  incidit :  secet  hoc  spiiaeriim  in  circulo  ("';  huius  revolutio  circa  L 
eandem  sphasram  parit ;  patetque,  quod  si  radius  circuli  C  sit  /',  circuH 
per  quodvis  aliud  peripheria;  C  punctuin  descripti  radius  versus  polum 
propiorem  semper  descrescat ;  nempe  circuli  cuiusvis  in  hoc  motu  de- 
scripti  radius  est  sinus  arcus  a  polo  usque  ad  punctum  peripheriam  de- 
scribens.  Quicunque  autera  circulus  c  in  superticie  spheera;  sit,  aUcui  per 
puncta  ipsius  C  descriptorum  sequaHs  est ;  nani  c  in  plano  est,  et  si  e 
centro  sphaerffi  perpendicularis  ad  planum  hoc  demittatur,  htec  in  cen- 
trum  circuli  c  cadet  ;   unde  antea  dictis  iipplicatis  patet. 


Quilibet  duo  circuli  maximi  secant  se  invicem  in  duiibus  punctis,  et 
quidem  bisecant  pag.  41  j;  atque  duo  iUa  sectionis  puiicta  cnni  centro 
in  eadem  recta  sunt. 


Quoraodo  autem  iiat  angulus  duorum  circulorura  raaximorum  quaii- 
titas  respectiva,  quse  in  coraparatione  arithmetica  seraper  inteUigi  debet, 
dictum  i.pag.  41,  est  :  nempe  angulus  planorum,  in  quae  circuli  illi  ca- 
dunt,  intelligitur,  atque  huius  quantitas  est  arcus  circuli  maximi  iuter  ex- 
tremitates  quadrantum  e  sectione  circulorum  illoruni,  de  quoiuin  angulo 
sermo  est,  acceptorum. 
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Demonstratum  etiam  est : 

1.  Circuli  maximi  u  et  b  ad  tertiiim  c  perpendiculares  io  line  qua- 
drantum  communi  secant  se  invicem,  fine  hoc  pulo  ipsius  c  dicto.  Unde 
extremitas  quadrantis  ad  c  perpendicularis  polus  ipsius  c  est. 

2.  Si  }ja,  pb  quadrantes  fuerint,  angnli  arcuum  pa  et  pb  quantitas 
arcus  ab  est. 


Patet  etiaui  : 

1.  e  quovis  superficiei  sphierai  puncto  ^  ad  quemvis  circuluni  ma.xi- 
uumi  C  dari  circnhim  ma.ximum  perpendicnlarem.  Naiu  tum  p  in  hemi- 
sphserio  est,  cuius  :equator  C  est,  et  polus  c|  sit ;  adeoque  circuhis  ma.xi- 
mus  per  q  et  p  secat  circulum  maximum  (\  et  arcus  ex  i,]  usque  ad  C 
quadrans  ad  C  perpendicularis  est. 

2.  Si  p,  a,  h  taha  superficiei  spha^rae  puncta  fueriut,  ut  p  tam  ab  a 
quam  a  b  quadrante  distet,  p  pohis  arcus  ob  erit.  Sit  enim  C  centrum, 
erunt  rectfe  ca,  cb  perpendicnlares  ad  cp ;  adeoque  cp  perpendicularis  ad 
planum  acb,  et  phma  ^ca,  ych  perpendicularia  ad  plamim  ach  sunt. 


Oriuntnr  quidem  et  in  spha;ra  nt  in  plano  triangnhi  plurinm  gene- 
rnm,  sed  inprimis  trianguia  sphserica  tractare  necesse  est :  figura  qua;vis 
in  superficie  sphsera;  tribus  eiusmodi  arcubus  circulorum  maximorum 
clausa,  ut  quivis  bini  arcus  se  invicem  uonnisi  in  puncto  secent,  et  diver- 
soruin  circulorum  maximorum  arcus  sint,  sensn  tato  triaiigulum  sphae- 
ricum  est ;  et  manifesto  ab  extremitatibus  chordarum  radiis  ductis,  py- 
ramis  triangularis  orietur,  cuius  basis  trianguhun  e  chordis  componitnr, 
et  lateris  cuiusvis  angulus  rectihneus  ad  apicem  est  duobus  rectis  minor; 
at  si  latera  plana  huius  pyramidis  (inter  crura  angulorum  rectihneorum 
dictorumi  producantur,  sectio  iha,  qua;  cum  snperhcie  sphEerse  fiet,  dicitur 
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strictius  triangulum  Rphaericum  ;  nempe  etsi  pro  arcn  aliqiio  triiini  illo- 
rum,  in  quibus  pyramis  spheera;  superficieni  secat,  arcus  alter  eiusdem 
circuH  maximi  earundeni  extremitatum  accipiatur,  pariter  triangulum 
sphtericum  manebit  sensu  lato,  sed  chorda  eadem  erit,  eademque  pyra- 
rais  generabitur. 


Summac  angulorum  latera  pyramidis  triangularis  constituentium,  idest 
laterum  trianguli  sphEerici,  limites  sunt  o  et  4/1;  ita  summa;  angulorum, 
quos  latera  pyramidis  dictsf  faciunt,  adeoque  angulorum  trianguli  sphse- 
ricii,  limites  sunt  2R  et  6A',  nempe  summa  est  ~>  iR  et  <JiR. 

Nam  quoad  latera:  sint  A,  B,  C  latera  pyramidis  triangularis ;  est 
omnino  quodvis  -<  2R  ;  cadant  A  tl  B  supra  planum  C  et  apex  pyra- 
midi^  in  centrum  spha;ra;,  seceturque  spheera  per  C  in  arcu  ba,  hemi- 
sphcerium  supra  C  autem  secetur  per  A,  R  m  hc,  ca;  poterit  hc—2R — i.i 
et  ca  -  2R  —  /.,  et  ha---  2R  —  y.  poni  (Fig.  241.'.  Continuetur  arcus  cb 
ultra  b,  donec  ex  c  incipiendo  semicirculus  fiat,  patet  ipsi  cb  additum  w 
infra  planum  C  cadere  ;  pariter  si  arcui  CO,  addatur  A,  seraicirculus  fiet, 
cum  priore  simul  incipiens  supra  planum  C,  et  simul  desinens  infra  C; 
nara  duo  circuli  raaximi  se  in  duobus  punctis  bisecant,  eruntque  semi- 
circulorum  dictorum  initium  et  finis  extremitates  diametri ;  atque  et  infra 
('  efformabitur  nova  pyramis  et  novum  triangulum  sphairicum,  cuius 
laterum  01  et  /.  sumnia  est  tertio  maior ;  adeoque  f.i-h/--/;  — C  poni 
potest,  eritque 

A  -]-  B  -h  C  —  2  R  —  1,1  -4-  2R  —  A  -h  ..)  -h  /.  —  h  -  ^R  —  h. 

Qiioad  atiguios  :  laterura  pyraraidis  triangularis  quoque,  evidens  est, 
quemvis  trium  angulorura  duobus  rectis  minorem,  adeoque  et  summam 
sex  rectis  minorem  esse. 

Sed  summani  hanc  duobus  rectis  raaiorem,  et  sex  rectis  ita  minorem 
esse,  ut  dato  quovis  minus  ab  utroque  limite  difterre  queat,  sic  patet. 
Construatur  triangulum  modo  sequente :  (In  Fig.  242.)  descriptis  in  super- 
ticie  sphaijra;    ex    apicibus    trianguli    sphserici  abc    (in  quo  pyramis  trian- 
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gularis  eam  secati,  tanquam  centris,  quadrantis  intervallo  citculis  maxi- 
rais,  erunt  centra  dicta  poli  circulorum  descriptorum,  et  horum  quilibet 
bini  secabunt  se  invicem  in  duobus  punctis  et  orietur  trilaterum  a'h'c', 
sectione  illa  a  accepta  pro  A  lex  extremitatibus  b,  c  eius  facta),  qua; 
respectu  plani  ipsius  A  in  eandem  plagam  cura  a  cadit,  ita  sectione  illa 
b'  accepta  pro  B,  qute  respectu  plani  ipsius  B  in  eandem  plagam  cum 
h  cadit,  atque  sectione  illa  c'  ipsius  C  accepta,  quee  respectu  plani  ipsius 
C  in  eandem  plagam  cum  c  cadit ;  fieri  nimirura  posse  hoc  patet,  quum 
trianguli  ahc  iatus  quodvis  <2i?  sit,  adeoque  quadrantes  circa  extremi- 
tates  motEe  se  invicem  in  liemisphcerio  illo  quoque  secant,  ubi  apex 
oppositus  trianguli  est. 

Erit  vero  Aabc  et  a'b'c'  eiusmodi,  ut  cuiusvis  eorum  anguli  cuiusvis, 
latus  alterius  ei  oppositum,  complementum  ad  2A'  sit. 

Nempe  a,  h,  c  poli  arcuum  A',  B' ,  C ,  et  a,  h',  c  poli  arcuum  A, 
B,  C  sunt  ;  in  quovis  enini  duo  puncta  ab  eodem  puncto  quadrante 
distant  i'pag.  2771.  Itaque  ex.  gr. 

h      V.    ,/, 

et 

z  -i-  u  --  J^      II  -h  T,         adeoque         z  ---  t  ; 
et 

Z-{-/f  -h  ?'-!-//-  2  A*  -  /?'-|-  «  --  />'  +  fi. 

yuod    pariler    de    reliquis    patet  ;    idemque    applicare    ati    casus,  si    quod 
ipsorura  A,  B,  C,  aut  duo  eorundem,  sive  singula  quadrantem  excedant, 
Tyronibus  relinquitui . 
Atque  hinc 

.-■/  -+-  H  -V-  C^a^  h'-+-  c'--  6  A*  —  A'-^-  /.''-h  f  "^-  a  -!-  b-{~c; 

itaque  tani  n' -^- h' -^  c'  quam  11  -h  h-i-c -^bJ^,  et  quodvis  ipsorum  a',  h\  ,-', 
a,  b,  c,  et  A' ,  B ,  C  est  -^iiR,  uam  ex.  gr. 


Efficiunt  autem  etiara  A',  B',  C  pyramidem  triangularem.  Nam  a',  b',  c' 
non  in  eodeni  circulo  maximo    sunt,  quia  per  h',  C   unicus  maximus  cir- 
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cnlus  diitiir,  cuiiis  poliis  a  est,  ita  per  c',  d'  et  h',  a';  adeoque  triuin  eius- 
dein  circuli  niaxinii  arcuuin  tres  diversi  poli  nempe  a,  b,  C  essent.  Cadit 
igitur  c'  'adeoque  c'b'  et  c'a  etianii  extra  phinnni  C",  adeoque  in  hemi- 
sphEerium  supra  vel  infra  illud  cadere  debet,  suntque  A',  //,  C"  et  a',  f>\  c' 
singula  duobus  rectis  minor:L 
Erit  itaque  et 

./'-h  />''-l-r"<4A'; 
atcpie  hiiic  et 

.M-A-h<>2A'; 
nam 

<i-i-/7-\-c-\-.r-hB'-\-(:'  -(>R, 

et  si  ex  utroque  ipso  4A'  miims  subtrahatur,  utrinque  >  aA*  nianebit. 

Potesl  autem  A  abc  tale  coustrui,  ut  ^4  +  j^h- T  quantovis  <(  miuus 
a  o  aut  a  ^H  differat.  Sit  enini  (/  -—  2i-i,  et  Hant  e  puncto  superficiei 
sphajrica;  duo  arcus  circuli  maximi  ipsi  ^  sequales,  atque  ducatur  arcus 
circuli  maximi  per  extrema  eorum ;  erit  sununa  priorum  --  i-i  tertio 
latere  uiaior,  adeoque  summa  trium  <;  2i-i. 

Ita    triangukuu     Eequilateruni    iu    spha;ra    describi    potesi    pro     basi 

<;     ■      :    nempe   si  basis     —  — —  ,  arcus  in  eodem  baseos  circulo  conve- 

3  ^  3 

niunt ;    si  vero  quantovis  minor  accipiatur  basis,  in  beuiispha;rio  pariter 

intersectio  fiet  ut  in  plano. 

Atque  hinc  A  -h  II  -1-  ('  potesl  ml  liinitem  o  tenderc,  adeoquc 
(/'-h //+ c'-— (SA  ; .  ita  dum  A  -\-  B -i-  C'~  ^R  mauens  tamen  <C4A',  inani- 
festo  a'-\-b'-\~  c''~  2R,  nianens  lamen  >- ^A*. 

Notandum  vero  est  dari  triangulum  sphiericuui  sensu  Itito^  cuius 
laterum  summa  >■  ^/v*.  Ex.  gr.  accipiatur  in  circuio  maximo  arcus  --3A, 
et  ducantur  ex  eius  polo  quadrantes  ad  extreniitates  eiusdem  arcus,  erit 
sunima  lateruin    -- 5A'. 

i  8. 

Posset  qiiidem  trigonoinetria  spha^rica  e  pyramidis  triangularis  analvsi 
quoque  deduci :  at  quum  sph^era  planum  preecedat,  certo  tamen  respectu 
eadem    qualitate    gaudens,  et    praeterea    quoqiie    Irigonometria    sphasrica, 
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iit  i.pag.  265;  dictum  est,  ab  Axioniate  XI  Euclideo  independenter  vera 
sit ;  tam  ob  dignitatem  sphasTEe  Eeqiie  tribuendam,  quam  ob  rationem 
posterius  dictani,  pyramidum  theoriam  e  trigonometTia  sphffirica,  in  quan- 
tuni  a  trigonometria  dependet,  deducere  libet. 

Manifesto  autem  in  superficie  sphEera;  quoque  plures  operationibus 
in  plano  analogte  suscipi  possunt :  e.x.  gr.  triangulum  sequicriirum,  sequi- 
laterum    Sf  construi,  perpendicularis  erigi,   demitti    ^  possunt. 


Circuli  maximi  /^,  B^  C  dividunt  'Fig.  243.,  sphteram  in  octo  trian- 
gula,  nempe  ^,  a,  b^  c,  d,  b\  c,  et  abc  sphaeram  inferius  claudens,  ipsi  t 
asquale  ;  estque  a -^d ,  b  =  b' ,  c  =  c'\  nimirum  bisecent  se  invicem  plana 
circulorum  B  et  C,  A  et  C,  A  et  B  m  diametris  2la,  Z^b,  (£c ;  centrum 
f  his  commune  est,  et  anguli  verticales  2lf3  et  atb,  3lf(£  et  atc,  BFC 
et  bfc  jequales  sunt ;  et  pariter  in  ceteris  ita  est ;  unde  (per  pag.  224) 
patet.  Pr^terea  et  pro  latere  trianguli  ex,  gr.  ^l^C  potest  pro  latere 
quovis  ex.  gr.  2lpi^  accipi  2li3,  ut  sensu  latiore  aliud  triangulum  pro- 
deal;  quamvis  (ut  dictum  est^  pyramidem  per  chordas  eandein  pra;beat. 

At  priusquam  in  supplemento  numerum  hunc  respiciente  Trigono- 
metria  sphasrica  tractaretur,    dicendum  aliquid  e.st  de  numero 


"3'352. 

Corpora  regularia  uuraerus  hic  respicit.  Dicuntur  autem  htec  setisu 
stricto  ea,  quse  figuris  planis  regularibus  ita  clauduntur,  ut  nullus  angu- 
lus  convexUR  sit  isive  omnes  anguli  Eequales  sintl ;  possentque  etiam  e 
superficie  spheerEe  deduci  ;  nempe  operationibus  analogis  ut  in  plano, 
figuTEe  regulares,  arcus  circulorum  maximorum  pro  lateribus  accipiendo, 
construi  tales  possunt,  ut  se  invicem  excipientes  eam  exhauriant, 

■,11352,  Si  plauuui  quodvi.i  taugat  si])hwiam,  auL  nlitui  secet,  atquf  plana  omnia 
simul  efficiant  superficiem  s^implicem  portionem  spatii  claiidentem :  inter 
li:ec  orinntur  etiara  corpora  aut  iierfecte  aiil  cerfo  respectit  regulnria. 
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§.  I. 

Sed  satis  oinnium  constat,  quomodo  e  retibus  quinque  corpora  regu- 
laria  componantur ;  nempe  e  triangulo  asquilatero  tria  prodeunt,  e  qua- 
drato  ununi,  et  unum  e  pentagono.  Nec  plura  prodire  posse  sic  patet. 
E  tribus  triangulis  ad  apicem  anguli  solidi  fit  tetraedron,  e  quatuor  fit 
octaedrou,  et  icosaedran  ex  quinque ;  at  si  sex  triangula  aequilatera  com- 
ponantur,  fiet  summa  angulorum  ad  apicem  =  360"^=  6 ,  60";  adeoque  in 
planum  cadent.  Tres  anguli  recti  efficiunt  citbiim,  quatuor  autem  item  in 
planum  deciderent,  quum  ^.<)0°=2)fiO°.  Pentagoni  angulus  est  —108°, 
quorum  tres  pariunt  dodecaedruin  ;  sed  4  ,  108"  transit  in  plagam  alteram. 

Si  vero  polygoni  regnlaris  laterum  numerus  n  sit  >■  5  :  erit  angulus 
polygoni  ipag.  881 

_    2nR  —  /\R   _     11  —  2]  2R 
n  n  ' 

adeoque  quum  ad  angulum    solidum    ad    minimum    tres  anguH  requiran- 

tur,  esset  summa  eorum  dR ,    quod  pro    ?;  >  5    excedit    quatuor 

rectos ;  nani  sit  n  =  ^-\~fn  ipro  m  integro  positivo)  ;  erit 

6R\n  —  2\    _   6  A' ( //; -h  3 .1 
;/  ~~        5  -h  /;/         ' 

quod  si  ju  —  i   fuerit,  =  ^R  erit ;  si  vero  in  crescat,  erit 

6  i ;//  -h  1 1  -h  1 8         (iin  -\-  1 8 
5  -i-  m  -h  I  5  +  "'     ' 


ad  cundem  dcnominaturem  reducendo  patet. 


Quod  apices  corporis  regularis  omnes  in  superficiem  spheera;  cadant, 
sic  patet.  Demittantur  (Fig.  244.)  e  duarum  figurarum  regulariuni  latere 
ineari  ah  communi  gaudentium  centris  f  et  f  perpendiculares  \c\  et  fc); 
cadent  illas    manifesto  in  punctuni  idem  i)  ;    erigantur  ex  f  et  f  perpen- 
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diciilares  fr  et  fr'  ad  plana  figuraruin  regularium  dictarum,  ducaturque 
recta  W;  erit  summa  angulorum,  quos  perpendiculares  Ev,  fv'  cum  ff 
faciunt,  duobus  rectis  minor,  adeoqne  concurrent ;  fiat  hoc  in  p.  Nempe 
e  meditullio  C\  lateris  coramunis  duarum  figurarum  regularium  jequalium 
itanquam  chord^  duoruni  circulorum  communi)  erectae  perpendiculares 
in  planis  earundem  figuraruui,  per  centra  earuin  ducuntur ;  et  anguhis 
perpendicularium  harum  angulus  planorum  est,  atque  pianum,  in  quod 
hee  perpendiculares  cadunt,  est  ad  utrumque  perpendiculare ;  perpendi- 
culares  fv  et  fv'  autem,  ex  iis  centris  ad  plana  figurarum  centris  apper- 
tinentiura  erectee,  in  planum  dictum  ad  utrumque  perpendiculare  cadunt. 

Continuentur  dicta  a  quavis  figura  regulari  ad  sequentem  :  manifesto 
concursns  omnium  in  p  erit ;  si  enim  anguU  rectihnei  quotvis  Eequales 
ad  angulum  solidura  convexum  compingantur,  anguli  laterum  planorum 
omnes  Eequales,  et  omnia  circumcirca  EequaHter  determinata  erunt. 

Erit  igitur  recta,  quse  a  centro  figur^  cuiusvis  regularis  usque  ad  idem 
p  est,  ad  planum  figuras  perpendicularis,  et  pro  quavis  figura  eidem  rectEC 
a^qualis ;    adeoque    erit   radius   sphserse    illius,  quse  figuras  omnes  tangit. 

Si  vero  iu  quavis  figurarum  e  centro  f  ad  apicera  recta  ducatur,  ex. 
gr.  ex  f  ad  apicem  a :  erit  A  f\->a  ad  f  rectangulum,  in  quo  hypotenusa, 
pro  quavis  figurarum  squalis,  radius  sphserEe  circumscriptae  erit. 


i  3- 

Si  reperiatur  u  angulus  duorum  laterum  planorura  corporis  regularis: 
dabitur  /\pqE^-  u  ip,  q,  f  iuxta  prsecedentia  intellectisl ;  fq  e  figura 
data  notum  est,  adeoque  e  triangulo  pqf  ad  f  rectanguio  innotescit  pf ; 
et  hinc  in  triangulo  afp  ad  f  rectangulo  ex  af  et  pE  innotescit  radius 
sphEerae  circumscript^t. 

§.  4. 

Anguhis  u  autera,  e  data  figura  regulari  et  nuuiero  angulorum  angu- 
lum  sohdum  ad  apicem  constituentium,  prodit  sic.  Tn  tetracdro  tres  an- 
guH  sunt  ad  apicera,  in  cubo  et  dridccaeih-o  pariter  ;  in  octaedro  quatuor 
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trianguloruin  ad  apiceui  concurrentium  bases  efliciunt  quadratum,  cuius 
latus  1=  lateri  triangulorum  ;  unde  iFig.  245.1  diagonalis  d  quadrati  dicti 
innotescit,  et  efFormabitur  angulus  solidus  ad  apicem  priorem  e  tribus 
angulis  compositus,  quorum  duo  sunt  anguli  triangulorum  aequilaterorum, 
tertius  est  ipsi  d  oppositus  in  triangulo,  cuius  duo  latera  ~  /  sunt,  et 
tertium  latns  d  est.  Ttaque  angulus  11  per  trigonometriam  sphaericam  in 
pyramide  triangulari  e  lateribus  datis  prodit. 

In  icosaedro  angulus  ad  apicem  pariter  ad  pyramidem  triangularem 
reduci  potest  modo  sequente :  quinque  triangulorum  ad  apicem  posito- 
rum  bases  pentagonum  efficiunt,  cuius  latus  /~  lateri  trianguiorum  est; 
adeoque  Fig.  246.  k  e  latere  utroque  = /,  et  angulo  intercepto  roS'' 
innotescit.  Itaque  et  hic  angulus  solidus  fiet,  cuius  duo  latera  anguli  tri- 
anguli  tequilateri  erimt,  et  tertiura  erit  angulus  ipsi  k  oppositus  in  tri- 
angulo,  cuius  duo  latera  ipsi  /  asquaiia  et  tertium  latus  k  est. 

Prodeunte  hinc  u,  e  triangulo  fpq  ad  f  rectangulo  prodit  etiam  alti- 
tudo  Ep,  per  cuius  tertiani  partem  multiplicanda  superficies  corporis  est, 
ut  soliditas  prodeat. 


Quaivis  pyrarais,  cuius  basis  hgura  regularis  //  laterum  est,  si  queevis 
alera  pyramidis  iinearia  eidem  b  a^qualia  fuerint,  soliditas  facile  com- 
putatur.  Nara  ex.  gr.  (Fig,  247.1  ex  figura  ipsa  prodit  z,  distantia  centri 
baseos  ab  apice  eiusdem  quovis ;  atque  in  triangulo  ad  centrum  rectan- 
gulo,  e  hypotenusa  h  et  catheto  2,  prodit  pyramidis  ahitudo  v  =  catheto 
alteri. 

Ita  iii  ieiraedro,  ubi  basis  triangulum  a;quilaterum  est,  cuius  area 
-=       }y  V'3(pag.    119,  ubi  radius  est  —z~      -^- ) ,  erit 

,       ,,       Ir         2b' 


itaque 

adeoquc   solidilti^ 


V: 
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4        -^    3  r    3         12 

Octaedrtim  e  duabus  eiusmodi  pyramidibus  constat,  quarum  bases 
sunt  quadrata  lateris  b^  quod  etiam  latus  triangulorum  lateralium  est. 
Est  autem  hic  2,  quadrati  diagonalis  dimidium, 


-f\ 


adeoque 

adeoque  soHditas  octaedri 

'31   2        3/2  3 

Si  vero  radius  r  sphEerEe  quseratur,  cui  corpus  regulare  inscriptuiu 
est :  sit  x  perpendicularis  e  centro  ad  latus  quodvis  corporis  demissa ; 
erit  hgec  recta  e  centro  sphxrEe  ad  centrum  lateris ;  adeoque  si  n 
fuerit  laterum  numerus,  et  fi  sit  area  iateris,  erit  soliditas  corporis 
=  '  ;  atque  ex  ;c  et  2  prodit  hypotenusa  r.  Imo  et  anguli  ad  cen- 
trum  in  triangulis  iequicruris,  qua;  latera  pyramidum  constituunt,  inno- 
tescunt;  quum  duo  latera  ipsi  r  sint  sequalia,  terlium  vero  b  sit. 

Potestque  etiam  arcus  11  circuli  maximi,  cuius  chorda  b  est,  reperiri: 
nempe 

b—  2  sin.   -  u, 
adeoque 


et  arcus  ipsi         tanquam    sinui    respondentis    dupium    erit    arcus    circuH 
maximi,  quo  tanquam  iatere  in  superficie  sphKr^e,  figurs;  regulares  (con- 
cernentes)    eam    ciaudentes    describi   possunt.  Potest  autem  b  per  ;"  ex- 
primi ;  adeoque  etiam  sinus  pro  dato  radio  r  queeri. 
Quod  si  ad  tetraedrum  applicetur:  fiet  soliditas 


vGoosle 


atqiie  lunc 


adeoque 


F.LEMENTA    GKOMETRIAK. 


r"  —  x~  -\-  z~     et     z  =     .  ■  , 
V3 


atqne  etiam  b  ex  r  dato  prodit,  nempe 


Atqiie  si  qfuevatur  n  arciis  chordie  b,  erit 

■       I  I       «/8 

S]n.  -  ■  // 1=  -■     r  1/ 

Idem  ad  reliqua  applicatur.  Dodecaedri  et  icosaedri  soUditates  sub- 
sidio  trigonometriEe  prodeunt :  nempe  pro  latere  lineav! /j  &?X  dodecaedri 
soliditas 

et  icosacdrwin 

Unde  X  et  r  yf    modo    dicto    reperinntur,  ex.  gr.  pro  icosaedro  erat 

2  =  -—,  et  basis  cuiusvis  pyramidnni,  qu;t:    heic  ad  centrum  nnmero  20 

V  3     7,2  1/""^ 
fient,  est  ■    ;  itaque  ex 


?f'3+V5. 

X 

«-1/3  _ 
4 

_  Si-x 
V  3 

■odit  X,  i-A  1 

hnu  r. 
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Qiiod  ciibuni  attinet,  pro  latere    lineari  d  eius  erit  arca  lateris  plaiii 
/>\  et  soliditas  1^',  z  vero  erit  'Fig-  247.';  atque  hinc 


3 
/> 


lUiqne  qnnm  sit 


adeoque 


-h^", 


4 


et      />-- 


V  3 

Hinc  si  arcus  //  chorda;  />  qu<cratur,  erit 

i  1    ,  r 

sui,  ^  II  ^  ^  o  -^  -.- ^  ; 

itaque  arcus  ipsi  tauquam  sinui  respondentis  duplum  erit  arcus  quit:- 

!•'  3 
situs  u. 

Quod  ad  reUqua  etiam  apphcari  evidens  est. 

Sc/iulion.  Notandum  autem  est,  quod  si  circuhis  maximiis  C  per  n 
dividatur,  atque  e  divisionis  punctis  ad  utrumque  polum  quadrantes  dii- 
cantur,  et  e  quovis  divisionis  puncto  in  quadrantibus  inde  ductis  ubique 
siquales  arcus  v  absecentur ;  atque  in  quovis  hemisphasrio  arcuum  ab- 
sectorum  proximorum  fines,  item  eorundem  fines  in  quovis  semicirculo 
rectis  iungantur :  oriantur  corpora  certa  e  duabus  figuris  regularibus  n 
latermn  et  n  rectangulis,  quas  quadrata  esse  possunt ;  et  si  ab  extremi- 
tatibus  arcuum  ad  divisionis  ipsius  C  puncta  rectEe  ducantur,  trapezia 
numero  2«  asquaha  et  duo  poiygona  n  lateruiu  eequaUa  erunt  spha;T;e 
inscripta. 
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Erant  antem  ■§.  21  dicta  corpora  regiilaria  sensu  stricto  ;  at  clantiir 
etiam  alia,  qnse  figuris  regularibus  quidem,  sed  diversje  speciei  claudun- 
tur ;  et  dantur  prjeterea  talia,  quae  per  figuras  rectilineas  non  regulares, 
sed  omnes  inter  se  sequales  clauduntur  ;  irao  et  hoc  per  figuras  divers^ 
speciei  quoque  fieri  potest,  quarum  quasvis  eiusdeni  speciei  inter  se 
tequales  sunt,  atque  certo  ordine  continuo  se  invicem  excipiunt ;  imo 
possunt  etiam  figurte  nonnisi  quoad  aream  ^quales  esse ;  possuntque 
hEec  corpora  regularia  ordinis  irimi,  secundi,   y  dici. 

Recensere  autem  haec,  computareque  et  retia  exhibere,  quamvis  dis- 
quisitionem  haud  inelegantem  pr^beat,  longius  esset,  quam  heic  locum 
habere  queat.  Aliquid  tamen  annotare  liceat. 

Quaeri  potest :  superficies  sphsera;  in  quot  qualesve  figuras  asquales, 
quarum  latera  arcus  circulorum  maximorum  sint,  dividi  queat?  et  qua- 
rum  sint  laterum  chordae  in  plano,  quarum  non?  atque  in  casu  priore 
quales  figuras  planas  prsebeant? 

Ex.  gr.  Dividitur  superficies  sphcerK  in  n  triangula  pro  qtiovis  nu- 
mero  pari  «,  si  circulus  inaximus  per  --  dividatur,  atque  ad  puncta  divi- 
sionis  a  polis  quadrantes  ducantur ;  imo  quivis  numerus  n  etiamsi  irapar 
fiierit,  circulo  maxirao  per  n  diviso,  semicirculis  a  polo  ad  polum  per 
divisionis  puncta  ductis,  partes  seqtiales  numero  n  prodibunt ;  at  aHter 
superficies  sphieras  (adeoque  spatiura  per  formas  pyraraidales,  apice  com- 
muni  tn  centro  gaudentes)  nonnisi  per  numernm  parem  dividi  potest. 
Dividitur  autem  superficies  sphterEe,  ope  quinque  corporum  regularium, 
(iuxta  Fig.  248.)  raodis  sequentibus  ; 

1.  e  cuiusvis  lateris  plani  centro  ducantur  rectee  ad  apices  figurEe ; 

2.  e  quovis  apice  per  centrura  usque  ad  perimetrum  figurBe  ; 

3.  in  quovis  trianguio  Eequicruro,  (in  r.'  generato,  ducatur  e  centro 
perpendicularis  ad  basira ; 

4.  e  cuiusvis  figurs  centro  mittatur  perpendicularis  ad  quodvis 
figurie  latus  ; 
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5,  in  cubo  prEeterea  etiam  diicatur  ad  duo  tantiim  latera  qnadraii 
parallela  : 

atque  producantur,  usque  ad  superficiem  spha;ras,  rectas  omneg  e  centro 
sphserje  per  extrema  rectilineoruni  hoc  pacto  generatorum  ;  et  ponantur 
per  puncta  sectionis  arcus  circulorum  maximorum,  lateribus  figurarum 
rectilinearum  respondentes,  Manifesto  dividetur  in  quovis  casuum  dlcto- 
rum  superficies  sphserse  in  figuras  aequales. 

Sed  et,  paucis  exceptis,  chordEe  laterum  cuiusvis  iigura;  sphtericEe 
novutn  corpus  regulare  sensn  latiore  pra;bent.  Ex.  gr.  iFig.  249.1  '^^^  trape- 
ziutn,  et  hoc  pacto  duodecim  trapeziis  aequalibus  ctausum  corpus  e  cubo 
prodit.  Sed  Fig.  250.  >  nullum  dat,  quia  chordae  non  sunt  in  plano.  Sit 
enim  Fig.  249.;  quadratum  21-J3C?  latus  cubi,  cuius  centrum  f  sit,  sint- 
que  ^£,  ,^,  <5,  K  medituUia  rectarum  21V,  Bl,  213,  <S:,^,  et  sit  f"  centrum 
ilHus  lateris  cubi,  quod  cum  ^li^CD  rectam  3R^  conununem  habet : 
erunt  21,  "S,  C  D  in  superficie  sphasric,  cuius  centrum  F  et  radius  f21  est ; 
atque  planum  t^S,^  secabit  sphseram  in  circulo  maximo  C,  ad  quein  recta 
Ff  perpendicularis  erit ;  et  polus  p  ipsius  C  in  hanc  cadet ;  eruntque 
21,  <£,  f,  p  in  plano,  uti  3,  ,i  E,  p  ;  nam  2ll£  ||  «.^K  ||  ff".  Secent  fE,  F,^, 
FK,  f(5  productEe  superficiem  sphffirEc  in  1?,  f,  F',  i.\ ;  efficient  c^£Fp  et  f^fip 
cum  arcubus  claudentibus  o2lp  et  f3p  quadrantes  ad  C  perpendiculares, 
quorum  partes  o21  et  f3  asquales  sunt.  Estque  recla  i.'f  in  plano  'EE^^, 
et  parallela  ad  *£^,  alque  hac  maior,  sed  >£^  =  et  ||  21B ;  itaque  et 
of  II  213,  adeoque  of2123  iu  plano  est.  et  quum  ef  >■ 'S,^  —  2IZ^  sit,  trape- 
ziutn  est. 

Sed  'Fig.  250.1  si  planum  c  per  213  ad  FF"  perpendiculare  concipia- 
tur,  nempe  cubi  latus  illud,  cuius  centrum  F"  erat :  erit  hoc  parallelum 
ipsi  C,  et  sectio  eius  cum  sphasra  circulns  parallelus ;  sit  huius  sectio  c| 
cum  quadrante  pF';  erit  arcus  qf  =  o2I,  et  e,  21,  q,  f  in  plano  erunt ; 
sed  recta  F(S  transit  per  planum  c,  adeoque  <.}  ultra  q  cadit,  et  arcus 
k(f>-e2i  est.  Erant  autem  21,  i^,  e,  f  in  plano,  itaque  21,  3,  0,  F'  non 
,sunt  in  plano ;  quia  si  essent,  etiam  (.1  in  eodem  plano  illo  esset,  quod 
per  21,  e,  F'  detertninatur ;  adeoque  et  ^l,  e  caderent  in  planum  per  cir- 
culi  tria  puncta  a,  il,  f  determinatum ;  quod  fieri  nequit,  quia  arcus  21o 
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et  i.\f'  partes  quadrantum  diversorum  ad  C  perpendiculariuni  suiit,  quo- 
riim  plana  nonnisi  rectam  per  polos  communem  habent ;  neque  21  neque 
e  autem  in  rectam  ff  per  polos  euntem  cadit.  Itaque  casiis  posterior 
sphsram  quidem  (spatiumque)  dividit,  sed  corpus  regulare  novum  haiid 
prasbet. 

vSed  his  ampiius  vacare  instituti  ratio  prohibens,  transire  iubet  ad 

SiippUineutitm   nnjiieri  '31351- 

Ut  in  Trigononietria  plana,  et  hic  niutuani  laterum  ab  angulis  oppo- 
sitis  dependentiam  quEerere  'pr^ter  plnra  iam  dicta  et  veritatis  ipsius 
desiderium)  plurimx  mensurationes  in  cceUs  terraque  necessarias  indu- 
xerunt ;  quum  inde  triangulum  sphtericuni  quoque  e  tribus  datis  illud 
determinantibus  computare  liceat.  Determinatiir  triangulum  sphaeri- 
cum  in  eadem  sphtera  : 

1.  per  duo  latera  et  angulum  tnterceptum, 

2.  per  duQS  angulos  et  latus  interceptum, 

3.  per  tria  latera, 

4.  per  tres  angulos. 

Pagina  sequens  formulas  primarias  exhibet,  e  quibus  reliqua  Huunt ; 
ex,  gr.  ex  IV.,  dato  latere  B  cum  anguHs  adiacentibus  a,  c,  reperitur 
f\b  ;  nempe 

cos.  d  —  cos.  /5  sin.  a  sin.c  —  cos.  «  cos.  c  ; 

atque  tum  ex  B,  b,  a  latus  A  ipsi  a  oppositum  quoque  prodit  per  I. 


Dependentia  lateruin  ab  anguiis  oppositis  mntua  vero  a  depei 
dentia  in  triangulo  rectilineo  in  eo  differt,  quod  ihi  latera,  hic  vero  sini 
laterum  sint  ut  sinus  angulorum  oppQsitorum. 

Sit  nempe  trianguluni  sphaericum  (Fig.  251.!  ahz,  et 

hz  =  A,  ca  =  B,  ah^Q 
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et  angiili  oppositi  sint 

est : 

I,  s\u.A  :  sin.  />' =  sin.  n  :  sin.  /; ; 

unde  e  datis  ipsorum  A,  B,  a,  b  tribus  prodit  quartum ;    et  ex  hoc  pro- 
manant  formulse  pro  Trigonometria  sphEerica  primariae  sequentes. 

,  T  sin.  C  cot.  A  —  cos.  h  cos.  C 

II.  cot.f?—  , 

sm.  /' 

le  datis  A^  C  et  intercepto  angulo  b  angulus  a\. 

,TT  r         t^os.  B  —  cos.  Ccos.  ^ 

Ul.  cos.d—  .      ,.-.       . 

sm.6sin.v3 

(e  datis  tribus  lateribus  anguhis  /;i. 

,,.  ,,         cos.  h  ~v  COS.tj:  cos.  c 

IV.  cos.Zi  — '  -.        -. — 

sm.  a  sm.c 

e  datis  tribus  angulis  latus  Bu 

Demonstrantur  autem  hsec  in  sequentibus  ;  relatis  etiam  fornmlis  tri- 
angula  rectangula  specialiter  concernentibus. 


Sinus  iaterum  quorumvis  esse  ut  sinus  angulorum  illis  oppositoruni, 
prius  pro  triangulo  rectangulo  demonstratur ;  unde  generaliter  liquet. 

Sit  (Fig.  252. j  C  centrura  sphaErte,  et  A,  B  sint  catheti,  atque  H 
hypotenusa :  ent  angulus  plani  A.  cum  plano  B  rectus,  sit  a  angulns 
plani  H  cum  plano  B,  et  b  angulus  plani  H  cum  plano  A  ;  hypote- 
nuSEe  H  rectus,  et  ipsis  A,  B  opponentur  a,  h,  compactoque  triangulo, 
h  et  b'  coincident.  Demittatur  ex  b  ad  t£h  perpendicularis  ht ;  erit  hsec 
perpendicularis  ad  planum  B,  quia  planum  A  A,  B,  et  Cb  eorum  sectio 
est  (pag.  2221,  neque  alia  ex  b  omnino  cum  h'  (in  triangulo  spha^rico 
compactoi  coincidente  datur.  Sit  b'f  XCa,  et  in  B  sit  Ei  perpendicularis 
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ex  f  ad  i£a  erecta ;  erit  f\h'fi  angulus  ipsoium  // et  /J ;  eritque  >£!  per- 
pendicularis  ad  planuui  b'Ei,  quod  dicatur  O;  quia  CE  perpendicularis  ad 
tb'  et  fi  est ;  et  hinc  etiam  ilf  plaiiis  //  et  £  communis,  utrumque  ad 
O  perpeDdiculare  reddit,  atque  sectio  planorum  B  et  Q  est  recta  fi. 
Hinc  autem  ex  b'  iquod  cum  b  coincidens  in  plano  i^  ad  .^  perpendi- 
culari  est'  demissa  ad  />'  perpendicularis,  necessario  in  fi  cadit :  quam- 
obrem,  quum  perpendicuJarem  hanc  in  ^  cadere  dictum  sit,  ^  in  fi  et 
simul  in  iHi;  cadit.  Efform:itur  itaque  triangulum  bf^,  in  quo  /\fbb  rectus, 
adeoque  ~  l\AB  id  est  angulo  ipsonnn  A  et  /i',  l\.'^^b  vero  -^  j^,^HB~d, 
atque  latus  h't—sm.H,  et  latus  bb  =  sin.^. 
Tn  triangulo  rectilineo  bf^  vero  est 

bf  :  b^  —  sin.  tot. :  sin.  <i, 
id   est 

sin.  H :  sin.  A  =  \:  sin.  a 

pro    radio    l    cumpiitcDuh,   ijninia\   atque   hinc 


Fig.  252*.. 


sin.//: 

sin.  A 

patet,  es,^ 

■,e 

in.  H  \  sin. 

B=\:  i 

sin.//: 

_  m.B 

sin.  A 

-  ™-.-? 

sin.i? 

sin.  b 

Consequenter 


sin.  A  :  sin.  B  ~  sin.  a  ;  sin.  d. 

Hinc  in  quovis  triangulo  sphaerico,  guaecunquc  duo  latera  A,  B 
accipiantur,  erunt  sinus  laterurn  uti  sinus  augiihrum  oppo.ntorum. 

Nam  e  vertice  trianguli  lateri  C  oppositu,  arcus  circuli  maxiini  per- 
pendicularis  D  ad  C  demitti  potest  'pag.  277:;  cadetque  hsec  ant  intra 
tines  ipsius  C,  aut  extra  C,  ant  ad  finem.   lu    casu  primo    Fig.  253.«.!  est 

sin.  A  :  sin.  D—  \  :  sin,  b 
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sin.  l)  ■---  sin.^  sin.  /)  =:  siii.  B  siii.  a  ; 
atque   iiinu 

sin.^  :  sin.  />' —  sin.t;  :  siii.  />. 

in  casu  secundo  'Fig.  2531^.1  autem  est 

siii..^  :  sin.i>—  1  :  sin./> 
et 

sin.  .S  :  sin.  /)—  i  :  sin.ii'; 
sed 

«  +  </'=  2/^, 
itaqiie 

sin.  a'—-  sin.a  ; 

adeoque  idein  quod  prins  erat,  pariter  sequitur. 

In  ciisu  tertio  erit    triangulum    rectanguium,  de    quo     in  pra^cedenti- 
busi  demonstratuiii  est. 


In  triangulo  rectanguio  pr^ter  angulum  rectum  duo  sunt  data  :  aut  (/uo 
iatera,  aut  duo  angul-i,  aut  -uniim  latus  et  iiniis  angutus;  duo  latera 
sunt  aut  catheti,  aut  hypotenusa  et  cathetus ;  duv  anguH  sunt  nonnisi 
illi,  qui  hypotemisae  adiacent  \  unum  Jatus  et  unns  ang-nliis  auteni 
sunt  angulus  hypotenusae  adiacens  et  cathetus  aut  adiacens  angulo, 
aut  ei  oppositus.  Omnium  horum  autem  resolutio  sequitur  le  prseceden- 
tibus)  modo  sequente.  'Fig.  254. 

Trianguli  rectanguli  21i^f)  iiypotenusa  H  et  catheti  A,  H  si  necesse 
fuerit,  continuentur,  donec  per  circulum  maximum  ex  V>  quadrantis  iiiter- 
vallo  in  superiicie  sphiierK  descriptuin,  secentur  in  b,  a,  b,  Casus  plures 
dantur :  nempe  A  est  aut  >■  aut  <  aut  =  R ;  atque  in  quolibet  casuum 
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priorum  sectio  circuli,  ex  23  itanquam  polo}  quadrantis  intervallo  descripti, 
cum  B  continuato  aut  cadet  in  //,  aut  inter  H  et  A,  aut  ultra  H. 

Consideretur  prius  casus,  ubi  tam  A,  B  quam  H<^R  (Fig.  254«.): 
manifesto  ad  a  angulus  rectus  est,  adeoque  -Sb,  ab  quadrantes  (pag.  277), 
atque  "S,  b  poli  arcuum  ab,  aXi  sunt,  adeoque  ah  =  /\/j,  h<\=  angulo 
ad  polum  b;  prEeterea  patet,  A\  B',  h',  H'  compiementa  ipsorum  A, 
B,  b,   H  esse.  Jn   A  b2Ib  ('ubi  verticales  n  sunt  asquales',  est 

I.  I  :  sin.  (/  —  sin.  B':  sin.  h'—  cos.  B  :  cos.  h  ; 

et  in  A  1W>h  sinus  totus  ad  sinum  anguii,  nti  cosinns  catheti  adiacen 
tis  ad  cosinum  anguli  oppositi ;  atque  hinc 

cos./; 
cos.B  ' 

quo  valore  snbstitnto  in  proportioue,  quse  in  A  2lBf)  est,  nempe  in 

sin.  <i :  sin.  h  =  sin.^  :  sin.  />', 
llt 

cos.  h 


et  liinc 


=  siii.^  :  sin,  B, 

■     j    .       .        cos.  /' .  sin.  /)'  ,  , 

sin.  /;  sni.yi  = r-,     -  =  cos.  nians.  ti  ; 

et 

,,       sin.  h  sin.  A         ■      a  ^         1 
"  cos.  n  " 

seu 

II.  T  :  sin.  A  =  tang.  h  :  tang.  //, 

id  est  :  .stnns  totii.'^  ad  siuitui  catheii,  uti  tangens  auguli  ndiacentis  ,id 
tangentein  latcris  nppostti  \  et  hinc 

sin.  yi  =     '    "'  /  —  cot.'^  tang. />', 
tang.  o  " 

et 

tang.  B  —  sin.  A  tang,  h. 

TII.   In  eodem  triangulo  h1\h  est 
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seii 

cos.  B  :  cos.  /y  —  I  :  cos.  A  ; 

iinde  6'  qiiibusvis  dnobus  UiUrihus  tertium  prodii,  et 

cos.  //=  cos.  ^'i  cos.  />'. 

IV.  Ii!  eodem  triangiilo  iper  ir.''  est 

1  :  sin.  Zi'=^tang.  ^':  taiig.  //', 

I  :  cos./)  =  cot.^  :  cot.  //=  tang.  // :  taug.yJ  ; 


qui; 


co&.A     cos. //  __    sin. //      sin.^/ 
sin.  ^  '  sin. //         co^.  H  '  co^.  A 


iper  factum  extremorum  mediorumque  =11. 

Id  esl  siiitis  totiis  ad  cosinum  ang-uli,  uti  tangens  liypQtennsne  ad 
tangentem  catheti  angulo  adiacentis. 

V,  Item  (per  II.)  in  eodem  triangulo  est 

I  :  sin.  //'—  taiig.  ((  :  tang.  //, 
seu 

I :  cos.  H  —  tang.  a  :  cot.  b, 

id  est  sinus  totus  ad  cosinum  hypoteniisae,  uti  tangcns  angnli  adia- 
centis  ad  coiangentem  alterius. 

E  quibus  resolutiones  queesitai  patent.  Sequitur  etiam  ex  II.,  ubi 
tang, /)'  — sin.  ^  tang.  6  erat,  quod  si  cathetus  >-  vel  =  aut  -< /"t,  et  an- 
gulus  ei  oppositus  >  —  aut  <:/?  sit ;  nam  sin.  ^  positivus  est,  itaque 
tang. /?  et  tang. (^  (nisi  B~R~h'\  simul  positivEe  aut  simul  negativ^ 
esse  debent,  ut  K^qualitas  locum  habeat ;  tangens  enim  anguli  obtusi  ue- 
gativa  est,  et  recti  infinita  est,  sin,^  vero  finitum  est, 

Ex  III.  autem,  ubi  cos. //=  cos.  .<4  cos. /^,  sequitur,  quod  si  //>- /t*, 
alteruter  cathetorum  tantuin  >  R\  et  si  H  <^R,  tum  uterque  >■  vel 
<;/^  est ;  si  vero  H—R,  tum  alterutrum  saltem  cathetorum  item  rec- 
tum  esse  oportet.  Nam  cosinus  anguli  obtusi  negativus  est,  et  cos.  R~o; 
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itaqup  si  H  ~  R,  fiet  o  =  cos.  ^  cos. />' :  adeoqiif  sive  cos.  A  sive  co^.  B 
vel  utriimque  o  est,  quod,  nisi  A  vel  B=  R  sit,  fieri  nequit.  Ita  si  cos, // 
negativus  fuerit.  sive  cos, /i/  sive  cos.  B  negativus  erit ;  at  si  cofi.  N  posi- 
tivus  fuerit,  tam  cos.  v^  quam  cos.  A'  simui  positivns  vel  siinul  negativiis 
esse  debet. 

Ut  tamen  dicta  generaliter  valeant,  casus  omnes  supra  dicti  percen- 
sendi  sunt,  quos  'Fig.  254,1  exhibet :  demonstratio  autem  eadem  in  quo- 
vis  casu  erit,  dummodo  complementum  arcus  rite  sumatur  nempe  com- 
plementum  100  graduum  —10"  est),  et  angulorum  se  invicem  ad  2R 
complentium  siniis  idem  accipiatur,  atque  compleinenta  titeris  iisdeni  ac- 
cento  insigniantur ;  reHectaturque  polum  esse  in  seclione  duariim  per- 
pendicularium,  et  anguli  ad  polum  quantitatem  esse  arcum  circuli  ma- 
.ximi  ad  quadrantis  distantiara  interceptum,  Si  A  —  R,  tum  etiam  'pag.  295: 
,1  —  R  :=  A,  adeoque  H~b\  atque  i :  sin,  (f  =:  cos. /^  :  cos. /?  ie.x  I.^  fit 
I :  r  —  I  :  I.  Casus  retiquos  singulos  percensere  Tyronum  exercitio  relin- 
quitur.+ 


Si  e  vertice  quovis  trianguli  sphierici  ad  latus  oppositum  C  perpen- 
dicularis  D  demittatur  'pag.  277.,  tres  casus  sunt  :  cadet  nempe  D  aut 
intra  fines  ipsius    C,  aiit  ad  finem,  aut  extra  fines.  Eritque  'Fig,  253, 

I.  le  praecedente  II. 


'   .\pplicando  (Toiii.  1.  pagg.  ,i3'— 51^)   <i'cta  Tyrombiis  relioia  facilp  s. 
diiiti  H-^R  et  A<R.  esl  b  poluii  arcii?  A   (propter  K  st  ftl ,  itaque  et 

h^B^R         et         » —  ^  ; 
nf(]iif  iiiNta  (pag.  ^i»!  in  I    iii 


(   liaiid  mnotest 
o--c«:.:iang  .- 
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I :  sin  M~  tang.  b  :  taiig.  D         et  i :  sin.  N^  tang.  a  :  tiing.  l) 

atque  hinc 

sin.  Af :  sin.  JV  ^  tang.  <i  :  tang.  d  ; 

II.  {e  priccedente  III. > 

i:cos.  A/=  cos.  l)  :  cos.A         et  i;  eos.  ^\'— cos.  Z?  :  cos,  B 

atqne  liiiic 

cos.  M:  cos.  A'"  cos,  A  :  cos.  B. 

Notandum  autem  :  quod  si  />  extus  cadat,  <i  obtusus  sit,  adeoque  an- 
gulus  deinceps  positus  a  acutus  erit ;  adeoque  in  linea  secunda  tang.  tf 
negativa  sit  —  —  tang. «';  itaque  J\l  in  hoc  casu  negative  accipiendum 
est,  ut  proportio  va!eat  |Tom.  I,  pag,  421;  valebit  eniin  hoc  pacto ;  nam 
tum  sin.  jiV  erit  negativus,  et  tang. «  quoque  negativa,  atque  D  erit  <;^, 
quum  angulus  oppositus  d^cR  sit,  adeoque  tang.  Z)  positiva  erit ;  itaque 
ordo  signorum  erit  4-11 — ^  ' — '  !+■.* 

§.  5- 

Atque  hinc  lex  §.  3.  IV. i  est 

I :  cos.  b  —  taiig.  ^  1  :  tang.  A/, 
adeoque 

tang,  Af—  cos. /;  tang.  >4. 
Estque  le  §.  4.  I.i 

sin.  M ;  sin,  A' —  tang.  a  :  tang,  /;, 

et  hinc  iquia  N—C—M^  fit 

■&\i\.M\  (siu.Ccos.  J/ —  cos.Csin.A/";  —  tang.  <;  ;  tang.  6; 


*  Si  (Fig.  253.  a  t.)  hypotenusa  A '=  R  fueril,  iii  iiiigulis  tribiis  casiliiiii  U--=R  (nisi  h^li.  ,-ideo- 
que  triangulum  ABC  rectangulura  sit) ;  quia  tiim  (pag.  21J5J  alterutrum  calhetoruni  =^  R  esse  oporttt, 
si  vero  D  esset  R,  tum  b  quoque  R  esset.  Erit  igitur  S)  poius  ipsius  D,  et  m  =  R,  atque  D  =  b  in  duo- 
bus  casibus  prioribns,   in   tertio   vero   D   jcquaJe  deinceps   posito   ipsius   h.    Uudc   formula;   applicata.' 
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et  dividendo  per  cos.  M,  fit 

tang.  iWi^sin.C—  co5.Ciang.Mi  ^tang.-?  :  tang.  /; 
sin.  Ctang.a 


-  tang.  M, 


atque  hinc 

tang.  d  +  cos.  Ctang.  a 

quod  —  cos.  5  .  tang.  yJ  erat.  Atque  hinc 

sin,  Ctang.  a  —  cos.  A  tang.  A  tang.  b  -h  cos.  Clang.  a  cos.  />  tang.  A  ; 

et    per    tang.  (2  tang.  v4  dividendo,  et  ipsi  tmg./>  substitnendo     ^"^'      ,    fit 

sin.  Ccot.  A  =^  sin.  b  cot.  «  4-  cos.  d  cos.  C ; 

e  quo,  si  /a/era  A  et  C  cum  aiigulo  interceptu  h  data  fuerinl,  reperitur 
angulus  a. 


(pag.  iji),  in  secundo  et  tertio  est 
■iR  —  a.  Atque  (pag,  294,  II.)  in  pi 


Itaque 


afque  hinc  et  pro  A 

quod  pro  A^R  fu 


=  R  valet  forn 


lo,  cuiiis  catheti  N  et  D,  liypotenusa  ( 

N  =  C  —  M. 
+  M ,  adeoque  in  primo  est 

sin,  N  -,-■  —  ctis,  C 
cuh,  C ;   atque   angulus   adiacens  est  <• 

I,  W  —  tang,  fl  :  taag,  D 
cos.  C  =  tang,  o  :  tang.  b. 

II.  W  =  tang.  {2R  —  a):  tang.  D 
is^C-'-  ■  tang.  a  :  lang.  i, 
n.A'  =  lang.n:iang.Li 
is.  C  =  tang.  11  :  —  tang.  ft. 

^^  _^       tang.  b 

a  (pagg,  291,  298) ;  nempe  ibidem 
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§.    6. 

Erat  porro  i'§.  4.  TT.i 

cos.  M :  cos.  iV—  cos.  A  :  cos.  Ji, 

et  iqiiia  N^^C—M'  fit 

cos.  J/;iCOS.C'cos.  J/4-sin.  6'sin.7I/i=^  cos.  ^  ;  cos.  h' ; 
hinc 

CQS..M    l   cos.  Ccos.  J/         sin.  t'sin.  jt/\  , 

-coh.m'-\        coi.M         +"    cos;«'H  =  '="='-^^"^'''' 

SCII 

I :  'Cos.  ("-hsin.  Ttang.  M)  =  co^.A  :  cos.  //  ; 

et  .§.  5.. 

cos, /)■  — cos. Ccos.^        ^  >,  ,  . 

■     ^. ^ —  tans;.  M  =  cos.  /)  tang.  A. 

sin.  (.  cos.^a  ^  * 

Atqiie  hinc 

,        coi,.B  —  cos.  Ccos.  ^ 
~     sin.  Ccos.  ^  tang.  .-4 
qnod  item 

_  cos.  yy  —  cos.  Ccos,-^ 
sin.  Csin,  A  ' 

-     .  .        sin.  A 

qiiia  tang.^=: . 

^  "  cos.^ 

Datis    igitur   trihiis    lateribiis,  rcperitur   angulus   lateri  ctmns    B 
oppQsitus. 

i  7. 

Ex    hoc    etiain    sequituv    modus    e    datis    tribus    anguHs    latus    cuivis 
oppositum  reperiendi. 


taag.  a  _         cos,  C 

cct.  «  =  -   ™''-.^^-^°^:  *   (seu-cot.fc.cos  C). 
1  D  =  K,  tiinc  etiam  B^R,  et  Iriangulum  rectangulura  est ;  a.tque  t 

■atfL  F,d.  I.  Tora.  11,  pagg.  371— 37^). 
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Sit  eiiim  iFig.  255,'  A  abi.',  et  verticibus  pro  polis  acceptis,  descrip- 
tisque  quadrantis  intervallo  arcubus,  orietur  triangnlum  novum  aj-iy,  cu- 
ius  angulus  quivis  latus  priori^  trianguli  illi  angulo  oppositum  ad  2A' 
complet  ipag.  279). 

Erit  iper  pra;cedentiai 

cos.  li  —  cos.  a  cos.  7 
cos.<r)  ■--  ■         '  -. —  --    ■         '    ■ 
sin.  w  sm.y 

Sed  arcus  se  invicem  ad  2/i  complentes  sinn  eodem  gandent,  imo  et 
cosinus  nonnisi  in  eo  difFerunt,  quod  arcus  quadrante  minoris  positivus 
sit,  et  euni  ad  2/?  complentis  negativus  sit :  itaque 

cos.  0)  —  —  cos.  J:i,      cos.  /i  —       cos.  /J,       cos.  a  =  —  cos.  «, 
et 

cos. ;'-— — cos.  c;        sin.  ^c  —  sin.fir,        sin, ;' =^  sin.  f. 

Conseqnenter 

,,         —  cos.  b       [■ —  cos.  (il  ' —  cos.  c) 
—  cos. /i—  .         ■■  ; 

sm.  a  sm.  c 

adeoque 

,,        cos.  b-\-cos.a  cos.c 
cos.  J-.  ■—---.-  - 

sm.  a  sm.c 

Unde  etiam,  qmnn  per  angulos  a,  b,  c  singula  latera,  nempe  A,  B,  C, 
determinentur,  atque  per  trium  laterum  asqualitatem  in  duobus  triangu- 
lis,  in  eadem  sphgera  ponatur  sequalitas  triangulorum  (pag.  224I:  mani- 
festo  in  eadem  sphsera  per  solam  angulornm  aequalitatem  in  duobus  tri- 
angixlis  ponitur  triangulorum  asqualitas. 


Trianguli  spbsrici  Sli^tH  (Fig.  243.;  autem   area  /  e  radio  r  et  angulis 

(/,  fj,  y  prodit    modo    sequente.    Erat    ipag.  281;    5    superficies    sphasra; 

=  ^t-]- 2n -\~2/) -\- 2c  ;  sed 

,   ,  r^7ca 

'+"=     R     ' 

nani  segmentum    hoc    a    polo    2(    ad    alterum  a  toties    minor  ipso  S  cst. 
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qiioties  minoi-    /\«  ipso  4/?  est ;  adeoque  tit 

4^" :  a--4r"7T:;'-l-(i. 
Pariter  est 

K  R     ' 

adeoque 

/  +  (7  +  / -h  (^  -h  /  H-  c  ^  ^  j'  ia  -h  ,■/ -h ;"  ; 

et 

K^'  '(<-hj:/-h;'')  —  2;;'-h<H-/-h(5-h/-hr;/--  2/-h:3''-+-2/;-h2c+4/— .S-h^/ ; 

et  hinc 

4/f  '      '         4         2J<  '      '  2R 

SchoHon  I.  Formulffi  ad  casus  quosvis  calculo  logarithmico  adaptatas 
reperiuntuv  in  tabellis,  tabulis  trigonometricis  plernmque  adnexis. 
Ex.  gr.  In  §,  6.  (pag.  299)  erat 

,        cos.  JJ  —  cos.  6'cos.  A 
sm.  Csm,  A 

Secl    erat    (pag.    135)  cob:.  Zi  —  i  —  2  sin:    -  b  ;  et  hinc 

cos./:^  —  cos.  Ccos.^ 
I  —  2  sin.  ■    /)  — 

2 

atque  hinc 


-  2  sin:      h—  ■     /-.  ■       ^ 

2  sm.Csm.^ 


cos.  /?  —  cos.  Cco%.A  —-  sin.  Csin.^  —  2  sin^-/jsin.  Csin.^, 


—  2  sin.  Csin.^  2  si 

Pnnatur 

C — A-  X — y  =  d,  /J -=  x-i-y --- s  ; 

erit 

B-i-C-A  B  —  C-hA 

2  ^2 

nempe 
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zA^  ,. 


entque 

,      ,  s  -\-  d  .?      d         -      s  -h  (/ 

cos.  .s'  =  cos.  \x  -\-y)  —  cos.  cos.  —  sin.  j 

-^2  2  2 

Ct 

s—d  .        S^ d 


cos.  (-/=■■  cos.  [X — y:  =  cos. 
adeoqiie 

cos.  (/ —  cns 

=  cos.  (  C —  A ;  —  cos. 


s^-d    .       s-d 

sm.  = 

B-\-C-A     .       /^-C-hA 


quocl  item,  si      chcatur  ^,  ent 

=  2  sin.  li^  — j4;sin.  \S—  d. 
Consequentei" 

.  ,    I  ,         sin.i5 — j4isin,i.S' — f^i 

sin:      /}  — .-  ■  ^-  -.  -^/=,  , 

2  sm.yJ  sm.  C 

et 
log.  sin.    '  /j  =  i°S-  sin-  (S-A)  +  log.  sin.  i6'--^C  i  —  log.  sin.  A  -  log.  sin.  ( '  _ 

QuEe  forranla  ab  ea,  qu^e  'pag.  1431  in  trigonoinetria  plaiia  pro  angulo 
e  tribus  lateribus  relata  est,  nonnfsi  in  eo  difFert,  quod  in  membro  a?qua- 
tionis  ad  dextram  sinus  deleatur. 

Pariter  cos.    -  d  reperitur ;   nempe  sinus  seCpe  ambiguum  esse  potest, 
quum  acuto  obtusoque   eum    ad    2/i    complenti    sinus    idem  respondeat ;   . 
cosinus  autera  negative  prodiens  angulura  recto  maiorem  indicet,  uti  tan- 
gens  et  cotangens.  Est  (pag.  135,)  2  cos!      d  —  i^cos.b;  atque  hinc 

cos.^ — cos.iC-i- At  ,  I    - 

■ -■ — r^ — ^-;r =cos:      0; 

2  sm.C.sin..<4  2      ' 

atque  si  B  ponatur  d,  et  C-\-A  ponatur  s,  fiet 

r,  ./-,     ^  ■      A-i-B^C    .      C-yA-B 

cos.  B  —  cos  [L-V  A1-—2  sm.    —  sm.  -  ■ 

2  2 

et 

,  I   ,         sin.5sin.i5  —  B\ 
cos:-     b  —    -     -.       -.  '^-   .. 
2  isin.A  sm.  C 
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Scholion  2.  Applicationes  etiam  quasdam  trigonoinetrla;  sphsericx 
adferre  in  Tyronum  gratiam  supervacuum  haud  erit. 

I.  Satis  omnium  constat,  dum  sol  in  sequatore  est,  ubivis  terrarum 
iequinoctium  esse,  exceptis  polis  ipsis :  nam  sequator  et  horizon  duo  cir- 
cuii  maximi  bisecant  se  ubique,  nisi  coincidant,  quod  nonnisi  pro  polis 
fit ;  itaque  ubivis  praeter  polos,  semicirculus  est  supra  et  infra  horizon- 
tem ;  pro  polis  autem  tunc  totus  circulus  per  24  horas  in  horizonte  per- 
curritur  ;  refractio  (per  se  quoque  variabilisi  nunc  haud  consideratur. 

Dicitur  iFig.  256.1  sectio  E  Eequatoris  af^  cum  horizonte  uiEf,  a  meri- 
diano  ntahp  versus  orientem,  cardo  orieiitis ;  et  si  sol  supra  vel  infra 
aequatorem  sit,  describatque  apparenter  circulum  C  sequatori  parallelum : 
arcus  horizontis  a  cardine  orientis  usque  ad  sectionem  p  circuli  C  cum 
horizonte  la  meridiano  versus  orientemi  dicitur  amplitucio  ortiva ;  quse 
post  sequinoctium  vernale  in  hemisphasrium  boreale,  post  aequinoctium 
autumnale  autem  in  australe  cadil.  Itaque  arcus  fp  cadit  asstate  supra 
asquatorem,  hieme  Infra. 

Si  a  polo  nostro  p  ad  alteruni  ducatur  per  p  lamplitudinis  ortivae  a 
cardine  orientis  incipiendo  finem'  semicirculus,  hic  a;quatorera  secabit, 
fiat  hoc  in  & ;  secet  C  meridianum  supra  horizontem  in  b,  et  aequator 
secet  meridianum  in  a;  erit  pb  arcus  solis  ab  ortu  ad  meridiem  usque 
decurrendus,  atque  iequatoris  arcus  bil  totidem  graduura  erit.  Est  vero 
motus  terra;  circa  axem  uniformis,  et  circuH  paralleH  cum  a;quatore  re- 
volutionem  tempore  24  horarum  simul  absolvunt,  et  Ea  quadrans  a  E 
usque  in  meridianum  6  horas  habet.  Si  igitur  &  uUra  t  sit,  arcus  Et)  in 
tempus  converti,  et  hoc  tempus  addi  6  horis  debet  (uti  asstate  fit) ;  si 
vero  &  inter  raeridianum  et  E  fnerit  (ut  hiemei,  tum  E&  in  tempus  con- 
versura  e  6  horls  subtrahendum  est,  ut  tempus  ab  ortu  ad  meridiem 
prodeat ;  cuius  duplum,  dieni  totum  supra  horizontem,  et  differentia  huius 
a  24  horis  noctem  exhibet. 

In  triangulo  sphjerico  Ept>  ad  i?  rectangulo,  dato  angulo  b  ad  E,  qui 
mempe  angulus  plani  aequatoris  cum  horizonte)  altitudo  aeguatoris  audit, 
datoque  arcu  ^p  ilatere  B  ipsi  b  opposito),  qui  est  declinationi  solis 
eequalis,  reperitur  arcus  X^  lid  est  A\  per  ipag.  294);  est  nempe 
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pro  radio   i   'pag.   1401. 

Dicitur  nempe  declinatiu  stelUt  cuiusvis  arcus  circuli  maxiiiii  a  stella 
ad  aequatorem  perpendicularis ;  adeoque  dum  sol  in  p  oritur,  eius  decli- 
natio  pb  est.  Dicitur  etiam  fb  differeiitia  ascenstonalts  solis :  nempe  recta 
ascensio  stellce  est  arcus  wquatoris  ad  orientem,  e  puncto  aequinoctii 
vernalis  usque  ad  arcnin  declinationis ;  et  obliqua  ascensio  stellEe  dicitur 
arcus  aiqnatoris,  ab  eodeni  puncto  vernali  iisque  ad  f  cardinem  orientis, 
tanquam  punctum  tequatoris  ilJud,  quod  cum  stelia  simul  iii  horizonte 
est,  adeoqne  siinul  oritur ;  uti  hic  punctum  t  a;quatoris  et  sol  in  p  exi- 
stens  simui  oriuntur.  Patet  itaque  E^  differentiam  ascensionalem  esse, 
eamque,  dum  sol  in  a^quatore  est,  —  o  fieri ;  nam  tum  p  et  E  coincidunt. 

Si  vero  qua;ratur:  pro  deciinatione  B  solis,  quantanam  altitudo  /) 
aequatoris  esse  debeat,  ut  dies  ex,  gr.  22  horarum  fiat?  Dimidium  huius 
erit  II,  unde  subtracto  6,  residuuin  5  in  gradus  conversum  erit  --=A] 
atque  iii  triangulo  sphserico  ad  b  rectangulo  ex  B  et  A  reperietur  h 
(per  pag.  294^  ubi  tang.  j^=  sin.  j4  tang.  i^. 

Si  qucestio  eadem  pro  24  horis  fuerit:  tum  e  dimidio  ipsius  24  siib- 
tracto  6,  manet  6;  et  hoc  in  arcuni  conversum  tequale  quadranti  erit, 
itaque  E  polus  ipsius  B  erit  ;  adeoque  l->  —  b\  nempe  declinatio  solis 
a^qualis  altitudini  a;quatoris. 

2.  Gnomonica  etiam,  certo  sensu  ad  nnicurn  problcnia  rednctnui, 
ope  trigonometrije  sphEerica;  facile  resolvitur, 

Concipiatur  nempe  terra  quasi  globus  transparens  vacuus  superficie 
vitrea,  solo  axe  opaco  ;  et  concipiatur  sol  sive  in  iequatore,  sive  ei  pa- 
rallele  circulnm  describere,  radio  ad  axein  terrte  perpendlculari,  haud 
considerato  eo  motu  solis  annuo,  quo  apparenti  diurno  contrarie  movetur 
quotidie. 

Concipiatur  porro  planum  quodvis  /-'per  centrum  t  sphterai  i.Fig.  257. 
eam  in  circulo  maximo  C  secans  ised  extra  polum,  de  quo  inferius  dice- 
tur:  ;  et  perpendicularis  ad  /*  e  centro  E  erecta  secet  superficiem  in  lu, 
sintque    poli    P    et    p  ;    erit    P  loci  in  planum  horizontale,  et  recta  inE 
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linea  verticalh,  atque  planum  pmf  planum  meridiani  illius  loci  est ;  ac 
si  demittatur  ex  p  (polo  supra  horizontera)  perpendicularis  PP'  ad  P, 
/\PEP'  altitudo  poli  loci  m  dicitur.  Secet  recta  EP'  superliciem  sphEeree 
in  P",  erit  arcus  PP"  a;qualis  altitudini  poli ;  et  secet  meridianus  lequa- 
torem  in  m'. 

Dividatur  tequator  in  partes  a;quales  24  (aut  2.24,  4.24  \5\  ab  irt' 
incipiendo,  fiantque  per  divisionis  puncta  circuli  niaximi  ad  polum  :  ma- 
nifesto  centrura  et  uterque  polus,  adeoque  axis  omnibus  communis  erit; 
dicuntur  autem  omnes  hi  circuli  horarii,  et  anguli,  quos  cum  quadrante 
Pmm'  faciunt  ad  p,  anguli  horarii  dicuntur. 

Si  iam  sol  in  sequatore  aut  circulo  ei  parallelo,  e  meridiano  pmm' 
uniformiter  motus,  describat  arcum  quempiam  «,  erit  a  quoad  gradas 
quantitas  anguli,  quem  planum  meridiani  cum  plano/  per  axera  el  solem 
posito  facit ;  eruntque  anguli  verticales  planorum  horum  sequales.  Mani- 
festo  autera  umbra  axeos  in  planum  /,  et  ad  planum  P  infra  axem  ca- 
dit,  (si  non  in  hemisphEerio  boreali,  fiet  in  australi) ;  atque  nonnisi  punc- 
tum  illud  q  quteritur,  in  quo  peripheria  C  per  planum  ^  secatur  ;  tum 
enim  recta  Eq,  e  centro  f  ad  q,  hnea  horaria  in  plano  P  erit ;  id  est  si 
ex.  gr.  a  —  ^^^P-  sit  versus  occidentem,  dum  umbra  axeos  tanquam 
stili  in  l<\  cadet :  erit  tempus  ante  meridiem,  ab  ea  n  horis  distans. 

Innotescit  auteni  fq  iFig.  257*.)  per  angulum,  quo  a  fp"  (nempe  recta, 
in  qua  planum  meridianum  secat  planum  P\  distat,  e  triangulo  sph^rico 
PP"q  ad  P"  rectangulo  ;  si  enini  detur  A  altitudo  poh  —  arcui  PP",  et 
augulus  horarius  b—  /\qPP":  prodit  arcus  qP",  nempe  in  triangulo  sphEe- 
rico  ad  P"  rectangulo  latus  B  angulo  b  oppositum  ;  scilicet  (pag.  294) 
tang.  B  —  sin.  A  tang.  b. 

Atque  ita  line^  pro  quavis  hora  in  /-*  determinari  poterunt ;  et  quum 
sensu  physico  idem  sit,  sive  per  centrura  sit  P,  sive  P'  ei  parallelum 
per  m  ad  superficiem  terr^  positura  fuerit,  si  et  stilus  umbram  proii- 
ciens  axi  terra;  parallele  ponatur  ;  id  est  CTror  sensibus  perceptibilis  inde, 
nec  propter  refractionern,  radiorum,  nec  parallaxim  (id  est  angulum, 
quem  rect^  e  centro  et  superficie  terrte  ad  solem  faciunt)  exsurgat : 
monstrabuntur  per  unibram  stili  hora;,  si  in  /-*'  e  centro  111  ducatur  me- 
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ridiana,  id  est  sectio  plani  ineridiani  cum  F\  et  eo  scribatiir  XII;  atque 
ad  angulos  repertos  ductis  lineis  horariis,  adscribantur  numeri  horarum, 
recedendo  a  XII  per  numeros  XI,  X,  .  .  .,  dum  sol  versus  orientem  est, 
et  progrediendo  per  I,  II,  . . .  sole  ad  occasum  vergente.  Et  hoc  prasbet 
loco  m  horoloffium  horizontaie. 

Sed  eidem  plano  /'parallelum  ciuocunque  ad  superficiem  terra;  latum, 
simul  cum  omnibus  lineis  in  eo  designatis  et  axe,  ita  ut  omnes  linea;  locis 
prioribus  parallelee  maneant,  ubique  idem  monstrabunt,  nempe  horas  pro 
loco  m.  Consequenter,  si  meridiani  loci  hnius  211  differentia  a  meridiano 
loci  ni  in  arcu  sequatoris  data  fiierlt,  hac  in  tempus  con\ersa,  nonnisi 
horarum  numeros  aliter  scribere  necesse  erit ;  nenipe  si  tri  ab  211  distet 
■^rP  versus  orientem,  ibi  XII  una  hora  citius  eveniet,  its  reliqua;  adeo- 
que  XII  pro  I  et  XI  pro  XII   £5  scribere  oportet. 

Quodvis  planum  P'  autem  in  loco  311  fuerit,  illud  pro  aliquo  loco  IU 
horizontale  erit ;  adeoque  nonnisi  illius  loci  altitudo  poli  et  distantia 
meridianorum  locorum  m  et  211  quserenda  est :  quod  fquum  res  tota 
praxim  respiciat)  facile  fit,  erigendo  e  puncto  p  plani  P'  perpendicula- 
rem  L,,  quse  punctum  zenith  loci  tti  respicit,  ponendoque  per  idem  punc- 
tum  p  planum  raeridiani  loci  211,  et  ex  eodem  puncto  ponendo  rectam 
(i  axi  terrte  parallelam  ;  angulus  enim  huius  recta;  cum  plano  est  sequalis 
altitudini  poli  in  tit,  et  angulus,  quem  planum  per  /^  ad  /-*'  perpendicu- 
lariter  positum  cum  plano  meridiani  loci  M  (in  quo  /^  adest)  facit,  diffe- 
rentia  meridianorum  locorum  in  et  111  est ;  nimirum  si  \i  tanquam  axis 
terrae  spectetur,  omnibus  meridianis  communis  erit.  Mensuratis  itaque 
his  duobus  angulis,  numeris  per  dicta  mutatis,  horologium  pro  211  inserviet. 

Scholion  3,  Quum  sphEera  nit  dictum  est)  sola  cum  plano  id  commune 
habeat,  ut  circa  quodvis  sui  punctum  in  se  moveri  queat:  in  hac  arcus 
circuli  maxirai  recta;  vicem  subire,  imo  alii  circuli  quoque  describi,  et 
motus  componi  possunt.  Ita  si  per  arcum  arcus  circuli  maximi,  per 
distantiam  puncti  p  a  puncto  h  autera  arcus  pb,  per  distantiam  puncti 
p  ab  arcu  C  arcus  pp'  ad  C  perpendicularis  intelligatur,  et  p'  locus 
puncti  p  ad  C  reductus  dicatur,  definitiones  dictae  fient  breviores:  nempe 
stellse    distantia  ab  «quatore  est  deciinatio,  ab  ecliptica  latituda,  a  ho- 
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rizonte  altitudo  nti  poli  altitudo\  ;  distantia  a  puncto  vernall  (orientem 
versusi  stellae  ad  tequatorem  reductas  recta  ascensio,  illius  sequatoris 
puncti,  quod  sub  cardine  orientis  stella  oriente  est,  obliqua  ascensio,  ad 
eclipticam  reductse  longiiudo,  et  distantia  a  cardine  australi  stellse  ad 
horizontem  reductas  azimuth  dicuntur.  Dividit  nempe  meridianus  cum 
meridionali  item  verticali,  (sive  cum  aequatore.  quum  utrumque  ad  me- 
ridianum  perpendiculare  sit)  horizontem  in  quatuor  quadrantes,  fiuntque 
quatuor  cardines,  quorum  duo  meridiani  et  duo  merldionalis  poli  fiunt, 
uti  zenith   in   medin   meridiani  pohis   horizontis  est. 


■32. 

Campum  ampliorem  peragrare,  huius  opusculi  (si  Deus  valetudini 
et  alioquin  benignius  faveriti  supplemento  reservaturus,  in  Appendice 
ea  pars  Matheseos  applicatEe  sequitur,  quEe  e  Matheseos  anno  ad  cursus 
physici  annum  relinqui  haud  potest :  nempe  primae  lineae  Perspectivae, 
Gnomonicae,  et    Chronologiae. 


Form;e  qiite  rectarum  operatiomimque  primitivaruni  numero  certo  gene- 
rari  nequeunt:  ex.  gr.  si  figune,  qu<e  ita  generari  nequit,  omnibus  punctis 
rectse  aJ  idem  punctum,  vel  ad  eandem  rectam  parallelie,  cogitentur  ;  et 
lanto  magis  si  sectio  formEe  cuiuspiam  cum  complexu  rectarum  dictarum 
quteratur,  quod  etiam  Perspectivae  problema  est,  si  figune  vicem  qualisvis 
forma  subeat.  Verbo  omnes  formas,  quee  motu  e  tribus  aut  pUiribus  com- 
posito,  sive  modo  in  arbore  exposito  per  tres  rectas  perpendiculares,  sive 
motu  in  quavis  forma  certa  lege  facto,  generantur,  una  cum  omnibus  iis, 
qu<e  e  compositione  horum  oriuntur,  huc  pertinent. 
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I.    DE    PERSPECT1\ 


Si  quid  A,  punctum  vel  linea  aut  aliud  quidpiam  e  spatio  fuerit,  atquc 
superficies  certa  7' positione  detur ;  sitque  punctum  0  item  positione 
datum  tale,  ut  recta  qu^vis  cx  A  usque  ad  (D  ducta  cum  T  aliquid 
commune  habeat  :  qugeri  potest 

1.  Coraplexus  omnis  eius,  quod  recta  quEepiam  cx  ®  ad  aliquod  puiic- 
tum  ipsius  A  ducta  cum  T  commune  habet ;  diciturque  complexus  iste 
imago  obiecti  A  in  tabula  T  pro  oculo  ®,  et  data  singulorum  posi- 
tione  erga  se  invicem. 

2.  Potestque  etiam  supponi,  ut  punctum  0  in  recta  certa  (Dt  a  7' 
dabili  quovis  ulterius  recedat,  atque  limes  geometricus  imaginis  ipsius  A 
in  tabula  T  qu^ri ;  et  si  ex.  gr.  T  planum  sit,  potest  recta  dicta  per- 
pendicularis  ad  tabularo,  item  tabula  horizontalis,  aut  verticalis  esse  ; 
aut  potest  recta  dicta  cum  tabuhi  dimidium  rectuni  facere,  ant  alium 
quemvis. 

3-  Quum  tria  sint,  nerape  ocuius,  ohiectum  et  imago\  e  quibusvis 
duobus  tertiura  quEeri  potest  ;  adeoque  e  dato  obiecto  eiusque  imagine 
etlam  locus  oculi  quseri  potest ;  imo  etiam  e  data  imagine  in  tabula,  et 
loco  oculi,  quaeri  obiectum  A  potest.  Quo  etiam  Gnomnnica  pertinet ; 
ubi  nempe  sol  puncti  ®  vicem  suhit,  stilus  ut  imago  in  tabula  T  spec- 
tari  potest,  qu£e  si  ex  umbra  illius  in  datam  superficiem  proiecta  rectEe 
ad  (D  ducerentur,  in  T  describeretur ;  atque  hic  umbra  hfEC  tanquam 
obiectum  e  stilo  tanquam  imagine,  pro  dato  loco  puncti  (D  qua.Titur. 
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Problemata  hsec  resolvere  obiectum  Perspectivae  est.  Casiis  simpli- 
cissimus  est,  si  tahula  T  planum  sit,  et  quidem  aut  horizontale  aiit 
verticale. 

Si  tabula  7'horizonti  parallela  sit,  et  (Dt  _L  /"atqne  ®  dato  quovis  ulterius 
recedat  iseu  ut  dici  solet,  oculus  in  zenith  in  infinito  sit) :  limes  imaginis 
geometricus  talis  est,  ut  quaevis  recta  213  horizonti  parallela  imagini 
suae  ab  aequalis  sit.  Nam  tum  2la  et  3b  ad  T  perpendiculares  sunt ; 
adeoque  parallelas,  per  duo  plana  parallela  sectas,  efiiciunt  paraUelo- 
grammum  2iBba.  Hunc  in  linem  delineantur  sectiones  per  planum  ad 
superficiem  terras  horizontale  a;dificiorum  exstruendorum,  (iSnutbrifj  dictas. 
Manifesto  etiam  qusevis  linea  in  planum  ad  tabulam  parallelum  cadens 
imagine  sibi  sequali  gaudet. 

Rectae  ad  tabulam  perpendicularis  autem  imago  puncttim  est,  et 
quaevis  recta  PQ  ad  tabulam  nec  parallela  nec  perpendicularis  ima- 
gine  sua  maior  est.  Si  enim  P  superius  situm  fuerit,  quam  Q ;  sit  ad 
tabulam  perpendicularis  Pp  ex  p,  et  perpendicularis  O^q  ex  Q ;  erit 
pq  imago  rectte  PQ ;  atque  ex  p  parallela  pp'  ad  pq  (usquequo  rec- 
tam  ^q  secat}  erit  ^pq,  et  in  triangulo  PP'(]3  erit  hypotemisa  PQ> 
catheto  pp'.  (Fig.  258.) 

Ita  si  ad  polum  concipiatur  planum  T  tangens  :  erlt  hoc  ibidem  ho- 
rizontale,  Eequatori  parallelum  ;  et  si  ab  sequatore  incipiendo,  ex  omnibus 
hemisphserii  punctis  demittantur  ad  7'  perpendiculares,  prodibit  super- 
ficiei  hemisphaerii  terras  talis  imago.  Et  manifesto  pro  quovis  circulo 
asquatori  parallelo,  cuius  radius  est  cosinus  latitudinis  (id  est  arcus  quo 
ab  asquatore  in  quadraute  usque  ad  poluni  ducto  distat),  seu  sinus  distan- 
tia;  a  polo  ;  prodibit  in  imagine  quoque  circulus  ^qualis ;  sed  pro  distantia 
duorum  circulorum  parallelorura,  nempe  arcu  illo  a  fquadrantis  ab  xqua- 
tore  usque  ad  polum  ducti!,  qui  ab  uno  circulo  usque  ad  alterum  est, 
erit  imago  sin.vers.;/  —  sin.vers.  (7  —  a)  (Fig.  259.). 

Si  tabula  T  verticalis,  et  recta  ®t  i_  7",  atque  ®  in  ®t  removeaiur 
in  infinitum,    adinstar    orientis    solis :    pariter  quEevis  linea  in  planum  ad 
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tabulam  parallehim  cadens  imagine  sibi  aequali  gaudel,  lectie  ad  tabu- 
lam  perpendicularis  autem  imago  punctura  est,  et  qu^vis  recta  ad  tabu- 
lara  nec  parallela  nec  perpendicularis  imagine  sua  maior  est.  Aedificio- 
rum  facies  ita  delineatur. 

Si  tabula  T  itera  verticabs,  at  (Dt  cum  T  et  simul  cum  borizonte 
efficiat  45",  atque  sensu  dicto  removeatur  oculus  in  iniinitum :  vocatur 
eiusmodi  perspectiva  Poi^elpcrfpeEtiDe  ;  quum  aves  in  altum  ssepe  ad  talem 
angulum  siiblat^,  hoc  visu  gaudeant.  Multa  boc  modo  videri  possunt, 
quse  in  prioribus  celanlur.  Suntque  heic  tam  horizontalium  linearum 
quam  verticalium  imagines  aequahs.  Sit  enim  iFig.  260.)  PQ  hori- 
zontaUs,  pS  verticaHs  ;  erunt  triangula  ptp  et  Qfq  aequicnira  propter 
angulum  45  graduum  ;  itaque  (Qf — qf,  et  pf:=pf ;  consequenter  p(Q— pq. 
Est  etiam  PSpf  parallelogramraum,  adeoque  pir^pf. 

Scholiun  I,  Possunt  autem  omnes  istte  imagines  dictas  maiores  mino- 
resve  similes  construi,  quasi  maiorum  minorumve  simihum  imagines 
essent. 

Scholion  2.  Si  cuiusvis  puncti  imago  eo  colore  bicisque  gradu  in 
tabula  posita  fuerit,  ut  inde  radii  ita  in  oculum  veniant,  quasi  ex  obiecto 
venirent :  retina  ab  imagine  ita  afficietur  ut  ab  obiecto  ;  at  hinc  sequitur 
oculum  hunc  in  finem  eo  locandum  esse,  unde  obiecti  iraago  per  tabu- 
iam  excepta  fuit.  Et  sequitur  etiam  tales  imagines  construi  posse,  ut  radii 
ita  veniant,  quasi  ex.  gr.  in  Londini  plateam  sub  stellifero  ccelo  inspice- 
retur  ;  quod  tamen  fit  imaginibus  exactis,  debite  illuminatis  intra  focum 
lentium  convexarum  ita  sitis,  nt  ad  debitam  distantiam  removeantur 
imagines  magnitudine  naturali,  unde  radii  ita  veniant,  quasi  ab  obiectis 
ipsis  venirent. 


(Fig.  261.1  Distantia  puncti  a  plano  dicitur  omnino  perpendicularis 
e  puncto  ad  planum.  Sit  D  distantia  ocuH  ©  a  tabula  7",  et  d  distantia 
a  7"  puncti  p  (tanquam  obiecti  ultra  tabulam  siti) ;  quodvis  planum  P 
horizontale  pro  lubito  acceptum  fundamentale  dicitur,  et  sectio  huius 
cum  tabula  linea  fundamentalis  vocatur  ;  perpendicularis  PP'  ex  p  ad 
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P  vero  altitiido  obiecti  P  dicitur,  et  si  perpendiciilaris  ex  P'  ad  tabu- 
lam  adeoque  lineam  fundamentalem  in  p"  cadat,  dicitur  P"  punctum 
obiecti  P,  uti  ©',  si  perpendicularis  ex  oculo  ad  tabulam  in  ®'  cadat, 
punctiim  Qculi  vocatur.  Patet  P'P"  esse  distantia;  obiecti  P  aequalem. 
Linea  horizontalis  per  punctuiu  oculi  in  tabula  vocatur  linea  oculi. 
Recta  ®'P"  inempe  punctum  oculi  cum  puncto  obiecti  connectensi  dici- 
tur  linea  punctorum  ;  et  si  in  lineam  oculi  ex  (0'  puncto  oculi  trans- 
lata  distantia  D  oculi  in  I>  teiminetur,  et  in  lineam  fundamentalem 
translata  ex  P"  puncto  obiecti  in  alteram  respectu  0'P"  ilineae  puncto- 
rum)  plagam  distantia  d  obiecti  P  in  ^  terminetur  :  recta  Db  linea  distan- 
tiarum  dicitur ;  atque  si  recta  ex  p"  ad  lineam  fundamentalem  in  tabula 
perpendiculariter  altitudini  obiecti  «qualis  erecta  in  21  terniinetur  :  recta 
0'2I  linea  altitudinis  audit. 

His  denominationibus  positis,  imago  ohiecti  p  in  tahula  T  erit,  ubi 
verticaiis  ex  intersectione  lineae  punctorum  et  lineae  distantiamm 
erecta  lineam  altitudinis  secat;  si  nempe  sectio  rectarum  ®'P"  et  Db 
sit  q,  et  verticalis  ex  q  secet  rectam  ®'2l  in  p,  erit  p  imago  puncti  p. 

Etenim 

I.  (Fig.  262.1  quodcunquc  puoctum  E  tabulEe  fuerit,  si  recta  ex  oculo 
(D  ad  rectam  fp  parallela  tabulam  in  2i  secet :  imago  p  puncti  p  in  recta 
Kf  inter  K  et  f  erit.  Nam  tum  rectas  iOli  et  fp  parallelEe  in  plano  sunt, 
et  rectse  fK  et  ®p  se  invicem  secando  in  ideni  planum  cadunt. 

Hinc  autem  (Fig.  261. 1  quum  punctum  P'  in  planum  fundamentale 
cadat,  imago  eius  in  0'P"  cadit ;  quia  00)'  et  P'P"  sunt  parallel^e,  nempe 
ad  tabutam  perpendiculares  sunc. 

U.  Si  igitur  imago  ipsius  P'  dicatur  i,  id  est  recta  (OP'  tabulam  in  i 
secuerit :  i  in  ®P'  inter  ©'  et  P"  cadet ;  eruntque  triangula  CO(0'i  et 
P'P"i  similia,  quia  (DCO'  ||  P"P',  et  anguli  ad  i  verticales  sunt.  Itaque 

®©':p"p'=(D'i:ip", 

seu  isi  (0'!  dicatur  x,  et  CO'P"  dicatur  ai  est 

D  :  d  —  x  :  a  —  X  : 
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atque  hinc  Da  —  Dx  =  dx,  adeoque 

_      Da 
"  ^  'D-\-}l' 

Sed  in  triangulis  <D'nq  et  p"bq  est 

D:d=<R\\:o,P' 

seu  (si  CD'cl  dicatur  y\  est  D:d  =  y:a — y,  adeoqne 

_  _  Da_  _ 
>'~  D  +  d^'- 

11 1,  Iinago  ipsius  p  omnino  in  rectam  ex  q  verticalem  cadit,  fiat  id 
in  p';  ernnt  triangula  (Dqp'  et  ®p'p  simiUa,  qunm  plani  verticalis  (Dpp' 
sectio  cum  tabula,  verticalis  H  pp'  sit ;  suntque  et  triangula  (0(l)'q,  p'p"q, 
necnon  triangula  (D'qp,  (D'p"^  similia.  Hinc 

(Dp':(Dq  =  pp':qp', 

<15q  :  qp'=  (D'q  :  qP' 

(Dp':CDq  =  (D'p";<D'q, 

<D'p":(D'q  =  pp:qp'. 

Estque  e  similitiuline  postrenui 

(D'p";  (D'q  =  3lp";  qp. 

PP;  qp'=JIp":qp. 

Itaque  quum  PP'=  2JP"  sit,  est  etiain  c|p'=  qp. 

Si  vero  p  infra  planum  fundamentale  fuerit ;  erit  altitudo  (quasi  ne- 
gativa)  in  perpendicularem  ex  p"  infra  lineam  fundamentalem  transfe- 
renda.  Et  quotvis  punctorum  obiecti  numerabilium  imagines  reperiri  po- 
terunt :  at  si  trianguli  ahc  imago  quaeratur,  nonnisi  punctorum  a,  b,  C 
imagines  quserere  necesse  erit :  si  enira  punctorura  a,  h  iniagines  a',  h' 
fuerint,  rectae  ah  imago  recta  cih'  erit ;    nam    in    plano    (Dah   rectffi    (X)a 


adeoque 
et  hinc 


Consequenter 
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circa  (D  iisque  iii  Ob  iiiota,  siiniii  per  a'b'  ab  a  iisquc  in  h'  niovebitiir, 
et  cnivis  punclo  cuiiisvis    rectarum   clb    ct    a'b'  punctnin  alterius  respoii- 


Si  vero  data  recta  pp'  taiiquain  obiecto,  eL  data  imagine  pq  eius, 
f/uacnitur  sitns  oculi  CD  :  ubi  21p  et  P"q  se  invicera  secabunt,  ibi  crit 
CD';  et  D  erit,  ubi  bq  lineam  per  (0'  horizontalem  secabit ;  et  perpen- 
dicnlaris  ad  tabulam  ex  (D'  erectffi,  ipsi  0D'I1  asqualis,  extremitas  erit 
situs  oculi  (D  ;  nam  pro  dato  hoc  ocuU  et  obiecti  situ,  imago  (per  prse- 
cedentjai  pq  erit. 

Si  vero  fFig.  263.1  recta  PCQ,  eiusque  imago  pq  data  fuerint :  situs 
oculi  innotescit  modo  sequente.  Fiant  ex  p  et  (0  ad  planum  fundamen- 
tale  perpendiculares  pp'  et  0^0^',  atque  ex  P'  et  CQ'  fiant  ad  lineam 
fnndamentalem  perpendiculares  P'P"  et  (13'(0",  et  altitndines  P"2I,  (^"2(' 
punctorum  p,  (Q ;  dncanturque  rectse  2ip  et  3I'q  :  ubi  hEe  se  invicem  se- 
cabunt,  ibi  erit  (D';  et  in  tabula  per  hoc  punctum  (D'  Hnea  horizontali 
ducta,  et  translata  ex  P"  distantia  </— P"P',  secet  &p'  lineam  horizonta- 
leni  per  (D'  ductam  in  D ;  erit  perpendicularis  ad  tabulam  ex  (D'  erecta; 
ipsi  (D'D  a;quahs,  extremitas  locus  (D  ocnU.  Nempe  posito  hoc,  ipsius 
p(0  imago  pq  erit  ;  imago  vero  unica  est. 


^.  4- 

Pro  oculo  ®  et  imagine  p  autem  locus  puncti  P  ubique  esse  in 
recta  ®p  potest ;  uti  oculus  (D,  pro  puncto  p  et  imagine  p  ubique  in 
recta  p®  esse  potest.  At  etiam  qualevis  obiectum  A  fuerit  uUra  tabu- 
him,  ductis  ad  orania  eius  puncta  rectis,  et  omnes  rectas  per  tale  «  mu!- 
tiplicando,  ut  qusevis  rectarum  per  «  inuUipUcata  uUra  tabulam  termi- 
netur  liuxta  pag.  loi ;  omnium  hoc  pacto  generatorum  siiniliuin  imago 
eadein  erit. 

Potest  imagini  certEe  obiectum  in  certa  superficie  pro  dato  ocuH  situ 
quteri :    et    hoc    respectu    potest     Gnomomca    considerari,    si    ut    dictum 
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(pag.  3081  est,  sol  oculi,  axis  terrEe  imagiTiis,  et  iimbra  m  superficie  data 
obiecti  quaesiti  vices  subeant.  Et  brevitati  consulendo,  ceteris  praster- 
missis,  transitus  fit  ad  Gnomonicam, 


II.    DE    GNOMONICA. 

Fundamento  inservit  id,  quod  (pag.  304'  dictum  est:  et  sensu  ibidem 
exposito,  sphasra  peltucida  axe  adiaphano  axi  terras  parallelo,  ubique  ho- 
rologii  vicem  subire  potest ;  atque  {per  ibidem  dicta)  in  plano  etiam  quo- 
vis,  quod  axi  terras  parallelum  non  est,  ad  superficiem  terrse  quoque 
ubivis  horologium  construi  potest. 

Non  aliud  igitur  quoad  horologia  in  plano  exstruenda  restat,  nisi 
referre  ; 

1.  quomodo  in  planis  axi  terree  parallelis    horologia  construi  queant; 

2.  quomodo  horologium  idem  diversis  locis  inservire  queat, 

3.  quomodo  horologium  etiam  locura  solis  in  ecliptica  tempusque 
ortus  et  occasus  eius  iquovis  die  sive  certis  dierum  intervallis)  indicare 
queat. 

Planum  verticale  ubivis  ad  planum  meridiani  perpendiculare  dicitur 
meridzonale  loci  illius ;  et  quum  per  lineam  verticalem  innumera  plana 
verticalia  dentur,  dicitur  planum  verticale  primarium.  Planum  asquatori 
parallelum  ubivis  ad  terram  dicitur  aequinoctiale.  Planum  per  axem 
terrje  et  cardines  orientis  occidentisque  dicitur  polare,  planum  verticale 
per  polum  autem  dicitur  planum  meridiani,  et  huius  sectio  cum  hori- 
zonte  vocatur  meridiana  horizontalis,  atque  sectio  eius  cum  quavis 
superficie  meridiana  superficiei  illius  dicitur.  Horologia  in  iis  descri- 
benda  [primaria  dicta)  nomina  a  planis  iis  sortiuntur ;  et  (prEeter  hori- 
zontaliai  dicuntur  aeguinoctialia,  polaria,  meridionalia,  meridiana  ;  sed 
postremum  duplex  est,  prouti  superficies  orientem  vel  occidentem  respi- 
cit,  atque  eatenus  dicitur  horologium  orientale  vel  occidentale  ;  ita  meri- 
dionale  duplex  est,  nempe  septemtrionale  et  australe,  prouti  superficies 
septemtrioni  vel  austro  obversa  est ;  et  aequinoctiale  duplex  est,  supe- 
rius    versus    boreain,  et    inferius    versus    austrum  ;    ita    polare    quoque, 
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supertus  et  ifjfcrtus  est.  Et  prseterea  si  planum  horizontale  circa  meri- 
dianatn,  aut  meridionale  circa  verticalem  vertatur,  vocatur  horologium 
declmans,  si  sequinoctiale  aut  meridionale  circa  cardines  orientis  occi- 
dentisque  vertatur,  vocatur  inclinans.  Si  vero  declinans  ex.  gr.  meridi- 
onale  circa  sectionem  eius  cum  liorizonte  factam  vertatur,  deinclinans 
dicitur  propter  duplicem  inclinationem   55. 

Patet  autem  planum  polare  ad  Eequatorem  horizontale  esse,  nec  iion 
planum  meridiani  ad  distantiam  90  graduum  in  asquatore  esse  horizon- 
tale  ;  et  sequinoctiale  ad  polum  horizontale  esse  ;  axemque  esse  in  hoc 
ad  planum  horologii  perpendicularem  ;  uti  in  horologiis,  tam  in  plano 
polari,  quam  in  meridiano,  axem  iseu  stilum  umbram  monstrantemi  plano 
horologii  parallehira  esse. 

i  1- 
Superius  (pag.  3051  fuit 

tang.  B  —  sin.  A  tang.  b, 
ubi  A  altitudinem  poh,  b    angulum    horariura    ad    polum  la  plano  meri- 
diani  incipiendo),  et  B  latus  angulo  b  in  triangulo  sphserico    rectangulo 
oppositum    denotat ;    atque   A    altitudo    poli    et   B   angulus  a  meridiana 
incipiendo  in  plano  dato,  ad  centrum  terrae  horarius,  catheti  sunt. 

Si  A  ■-—  90°  fuerit,  uti  in  plano  Eequinoctiali,  fiet 

tang.  B  =  sin.  A  tang,  (5  =  i  .  tang.  b  ; 
atque  B  —  h  \  fietque  nB  ex  B,  dum  nh  fit  ex  h.  Itaque  in  plano  Kqui- 
noctiali  circulus  a  meridiano  incipiendo  per  24  tequaliter  dividitur. 

Pro  A  —  o  autem,  uti  ad  sequatorem  pro  plano  horizonti  Eequatoris 
parallelo  est,  fit  tang. -S=^o,  nam  sin.  ^=^0;  nec  iuxta  ibidem  dicta 
pro  hoc  casu,  nempe  dum  axis  terrfe  in  planum  cadit,  triangulum  sphae- 
ricum  dictum  datur. 

At  quodcunque  planum  Q  fuerit,  in  quod  axis  terras  incidit :  biseca- 
bit  hoc  Eequatorem  ex.  gr.  in  D  et  t£,  et  planum  superficiem  terrse  in 
illo  Kquatoris  puncto  K  tangens,  quod  a  D  et  i£  quadrante  distat,  ipsi 
Q  parallelum  erit ;  dicatur  planum  illud  q. 
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Sit  recta  21^  iFig.  264.1  sequatoreni  in  pnncto 'K  tangens :  et  divida- 
tLir  aequator  ex  K  incipiendo  in  24  partes  aequales ;  atqiie  dncantnr  ad 
tangentem  dictam  e  f  Lenlro  a;qiiatoris,  per  pimcta  divisionis,  rectte  fa, 
fb,  fc,  .  .  .  Fa',  fb',  fc',  .  .  .  Enint  Ka,  Kb,  Kc,  .  .  .  uti  Ka',  Kb',  Kc',  .  .  . 
tangentes  angulornm  15",  30",  45",  .  .  .  pro  radio  f K  ;  nenipe  angnli  ex 
fK  incipiendo   15  gradibus    crescunt,  quia    ■^  =  15. 

Sit  Pp  axis  terrse,  cuius  medituUium  E  centrum  terrtf,  est,  et  plannm 
jequatoris  dicatur  a,  planum  vero  per  axem  pfp  et  K  punctum  ^qua- 
toris  determinatum  dicatm"  / ;  axis  ad  asquatorem  perpendicularis  est, 
adeoque  et  /  J_ « ;  item  fK  ad  g  inempe  plannm  in  K  tangens)  perpen- 
dicularis  est ;  adeoque  quttm  fK  in  a  sit,  est  a  _L  </  ;  itaque  duo  plana 
p  et  (/  finnt  ad  tertium  a  perpendicularia,  pnnctoque  K  communi  gau- 
dent.  Consequenter  sectio  eorum  KK'  est  ad  a  perpendicularis,  adeoque 
cnm  perpendicnlari  ad  211^  ex  K  in  i/  erecta  coincidet. 

Cadetque  umbra  axeos,  sole  in  plano  p  supra  planum  c/  existente, 
in  planum  g  proiecta  in  rectam  KK'.  Si  vero  inde  porro  in  lEqnatore 
ex.  gr.  arcum  15°  describat  ad  Isevam  ;  erit  umbra  centri  manifesto  in  a', 
et  in  b',  si  sol  2,15''  descripserit  iS.  At  umbra  axeos  in  g,  erit  semper 
perpendicularis  in  .7  e  puncto  rectie  21^  illo  erecta,  in  quod  umbra 
centri  cadit.  Nam  ex.  gr.  dum  umbra  centri  in  a'  est,  axis  el  a'  deter- 
minant  planum,  in  quod  umbra  axeos  cadit ;  est  nempe  hsec  sectio  plani 
huins  cum  q  ipropter  punctuni  a'  utrique  communei  facta.  Est  autem 
recta  a'a",  in  qua  sectio  ista  fit,  axi  parallela ;  quia  in  eodem  plano  est, 
nec  tamen  secat  axem,  quia  g  parallelum  axi  cum  hoc  nil  commune 
habet.  Sed  axis  rectje  KK'  parallelus  est ;  itaque  quum  eidem  rectse 
tam  KK'  quam  a'a"  parallela  sint,  est  quoque  a'a"  ||  KK';  consequenter 
et  a'a"  ad  2123  ex  a'  perpendicularis  est. 

Manifesto  autem,  etsi  sol  non  in  aequatore  sed  in  circulo  ei  parallelo 
versetur,  in  cuiusvis  circuh  horarii  plano,  nempe  in  quocunque  plano- 
rum  horariorum  fuerit,  nmbra  axeos  in  sectionem  plani  huius  cnm  plano 
(/  factam  cadet.  Consequenter  umbra  in  easdem  perpendiculares  ad  3li^ 
ex  a,  b,  c,  .  .  .  a',  h',  c',  .  .  .  mtrinque  continuatas)  cadet. 

Et  ;per  superius  dictai  si  spheera  eiusmodi  pellucida  ,t  iparva  respectu 
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terra;!  ad  superficiem  terra;  ponatiir,  axe  opaco  axi  terrie  parallelo,  simul 
cum  plano  q  ad  q  parallelo,  spliEeram  5  tangente  in  \  puncto  a^quatoris 
ipsius  5 ;  et  diviso  hoc  iequatore  in  24  partes  ^quales,  ducantur  ex  X 
centro  ipsius  s  ad  rectam,  quse  Eequatorem  in  \  tangit,  per  divisionis 
puncta  rectie,  atque  e  sectionibus  tangentis  erigantur  ad  tangentem  per- 
pendiculares :  erunt  hee  linea;  horarias  ciirsum  soiis  ad  liora;  intervalhi 
monstrantes. 

Patetque  stiluin  esse  plano  (/' meuipe  plano  huius  horologiii  paralle- 
lum  per  centrum  t  spha;rae  ^-  ductum,  et  siniul  perpendiculari  ex  |  ad 
tangentem  iequatoris  sphserEe  .«,  in  plano  q  erectae,  parallele  positum 
esse.  Unde  intelHgitur,  quomodo  in  horologio  in  plano  q  constructo 
stili  situs  reperiatur:  nempe  ex  \  erecta  ad  planum  q  perpendiculari 
recta  fF,  ponatur  per  f  recta  axi  terrse  parallela  PT;  quomodo  hoc  prac- 
tice  fieri  possit,  inferius  patebit. 

Posito  autem  f  f"  stilo  axi  terra;  parallelo :  Fig.  265.1  demittantiir 
ex  F'  et  f"  ad  planum  q  perpendiculares  ffi,  ?"£)',  et  fiat  in  q  iplano 
horologii)  perpendicularis  3^  ^d  BB',  et  ex  3f?  planum  K  perpendicu- 
lare  ad  q'-,  atque  fiat  in  plano  A',  centro  f  radio  f'5  circulus,  et  hic 
dividatur  ex  fi  incipiendo  per  24,  ducanturque  per  puncta  divisionis  re- 
ctte,  et  ex  illis  punctis,  ubi  ha;  rectam  3-£)  iquae  tangens  circuli  ad  5  est' 
secabunt,  ducantur  ad  3^  'ri  plano  q    perpendiculares. 

Erunt  hte  mauifesto  tineai  umbrarum  horariarum  in  plano  q\  per 
stilum  XX'  proiectarum  ;  et  quidem  dum  umbra  in  hXS  cadet,  erit  in 
loco,  cuius  planum  horizontale  ipsi  q  parallelum  est,  hora  XII.  Unde 
per  differentiam  meridianorum  loci  illius  et  loci,  in  quo  q'  est,  innote- 
scet,  qualisnam  numerus  ad  B  et  quales  ad  sectiones  tangentis  ceteras 
scribendi  sint. 

Si  vero  differentia  meridianoruni  non  numerum  horarum  integrum 
efficiat,  sed  ex.  gr.  locus  is,  ubi  q  pianum  horizonti  parallelum  est,  a 
meridiano  loci  ^  distet  orientem  versus  -  "'^  gradibus  (pro  n,  m  inte- 
grisl,  et  superficies  horologii  quoque  orientem  respiciat:  accipiatur  ad 
dextram  huic  e  regione  stantis,  in  circulo,  ex  I^  incipiendo  pars 
(    -9  ;  ot)  numero  «,  et  inde  accipiatur  semper     ^™     e  quovis  divisionis 
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puncto  in  eodeni  circulo  poiTO  eundo ;  adscribaturque  ad  dextram  eo, 
ubi  pars  prius  accepta  terniinatur,  XII  ;  ad  finem  sequentis  ad  dextrani 
autem  I,  et  tum  II,  et  ita  porro,  ad  laivam  autein  ad  finem  partis  ante 
XII  terminata;  scribatur  X[,  aute  hoc  X  y.  Ducanturque  ex  f  (ceiitro  cir- 
culii  per  extremitates  partium  dictarum  rectae  ;  atque  eo,  ubi  hje  tan- 
gentem  3^  secabunt,  numeri  iidem  adscribantur :  et  manifesto  rectas  e 
sectionibus  his  ad  3^  perpendiculares  erunt  linete  horarias  iu  plano  q . 
Nempe  dum  sol  umbram  in  flfl'  proiicit,  postea  ad  Iffivam  moveri  per 
'i  horas  debet,  ut  meridies  in  Joco  f>  sit ;  adeoque  umbra  dextrorsum 
ibit ;  antea  vero  per  ascendentem  solem  umbra  versus  lifi'  pariter  dex- 
trorsum  ibit. 

In  superficie  aitera  occidentem  respiciente  pariter  linea;  horariae  ese- 
dem  manebunt,  et  ibi  quoque  umbra  i  stili  XX'  circa  fifl'  ad  duorum 
rectorum  intervallum  motii  ad  dextram  e  regione  stantis  ibit  sole  descen- 
dente  ;  adeoque  a  Hnea  horaria,  cui  in  priore  superficie  XII  adscripta 
est,  ad  dextram  I,  II,  .  .  .  adscribi  debent. 

Si  differentia  meridianorum  sex  horas  efficiat,  horologium  meridi- 
amim  erit :  et  in  superficie  orientali  quadrans  ^q,  qui  ad  dextram  est, 
infrorsum  erit,  per  cuius  finem  e  centro  X  recta  ducta  omnino  tangenti 
parallela  erit ;  atque  tempore  meridiei  in  loco  B  umbra  stili  haud  pro- 
iicietur  in  planum  horologii,  sed  XI,  X,  .  .  .  sursum  determinabuntur,  uti 
in  superficie  occidentali  ipsi  XI  respondebit  I,  et  II  ipsi  X  et  ita  porro. 
In  polari,  tempore  meridiei  umbra  manifesto  in  fj£^'  erit,  quum  £)fi' 
sectio  plani  polaris  cum  meridiano  sit ;  et  reliqua  patent. 

Scholion  i.  iFig.  266.1  Tyronibus  primo  obtutu  videretur,  horologium 
pro  quovis  indice  (etiam  axi  terr^e  non  parallelo)  construi  posse,  si  umbrx 
eius  iuxta  diei  alicuius  horas  notentur :  at  sit  stilus  is  recta  fO^,  et  f 
centrum  terrie,  atque  axis  sit  fp ;  manifesto  ftQ  nonnisi  in  unum  planum 
horarium  cadet ;  nam  si  in  duo  cadet,  in  sectione  eorum  erit,  adeoque 
cum  axe  coincidet.  Si  f(Q  in  aliquod  planum  horarium  cadat,  sole  in  illo 
versante  horam  rite  monstrabit ;  in  alio  autem  sit  pro  sole  in  puncto  f 
plani  horarii  existente  umbra  pCmcti  C^  designata  q  ;  crescente  vel  dc- 
cresceote  soiis  declinatione,  ascendet  vel  descendet  sol  in  eodem  circulo 
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horario  C;  venuit  in  f;  iimbra  puncti  CQ  non  erit  i^,  nain  recta  '.]Q^  pe- 
ripheriam  C  m  f  secabit ;  sit  irmbra  q'.  Manifesto  tam  q  quam  q'  adeo- 
que  et  recta  qq'  in  planum  ipsius  C  cadunt ;  adeoque  quum  stih  prior 
umbra  fuerit  Eq,  posterior  fq',  essent  (si  umbra  designata  et  nunc  vale- 
ret)  fq  et  Eq'  in  recta  eadem,  et  quidem  illa,  in  qua  planum  horologii 
per  planum  horarium  C  secatur ;  nam  f,  q,  et  Q  in  planum  fq|,  et  f,  q', 
et  Q  in  planum  ffq'  cadunt ;  per  E,  q  et  Q  vero  planum  determinatur, 
et  quidem  illud,  quod  per  f,  q'  et  CQ  determinatur ;  itaque  j,  et  f  quoque 
in  illud  cadit  simul  cum  centro  f ;  est  vero  hoc  planum  horarium  ;  adeo- 
que  E(Q  in  hoc  quoque    planum    horarium    caderet    .contra    hypothesimi. 

Scholion  2.  Axis  autem  non  ipse  solum,  sed  et  punctum  quodvis  eius, 
index  esse  potest ;  si  nempe  stilus  cuiusvis  forma;  isive  centro  fixus,  sive 
fulcris  insistens,  sive  perpendicularis)  in  eo  terminetur,  atque  nonnisi  ex- 
tremitas  umbrse  ad  lineam  horariam  appellens  spectetur,  Ex.  gr.  si  axis 
centro  X  fixus  sit  f^,  et  ex  3  demittatur  ad  planum  horologii  perpendi- 
cularis  3'  i  dum  umbra  ipsius  f3  Hneam  horariam  teget,  manifesto  etsi 
nonnisi  punctum  opacum  3  relinqualur,  umbra  huius  quoque  in  eadem 
linea  erit. 

Atque  hinc  si  nounisi  hoc  punctum  opacum  ^S  cogitetur,  disparente 
terra  opaca  :  quemvis  circulum  parallelum  C  descripserit  sol  tempqre  24 
horarum  ;  orientur  coni  ad  apicem  3  verticales,  quorum  superior  circulo 
C  insistet,  latera  radiis  solis  prsebentibus,  inferior  autem  fit  per  radiorum 
ad  3  lucentium  continuationem  umbrosam.  Si  vero  sol  infra  Eequatorem 
in  circulo  ad  eandem  deciinationem  versetm :  fiet  conus  superior  umbro- 
sus,  et  inferior  luminosus.  Itaque  si  per  planum /^horologii  per  centrum 
f  positum  secetur  conus  unibrosus  dictus :  sectio  couica  erit ;  atque  um- 
br'^  extremitas  in  sectione  linese  horarise  cum  sectione  conica  dicta  erit, 
pro  hora  lincEe  horarias  respondente ;  nam  urabra  puncti  in  superficie 
coni  est^  adeoque  quuni  pro  illa  hora  etiam  in  linea  horariasit:  erit  ibi, 
ubi  linea  horaria  conum  secat;  nempe  quum  linea  in  plano  conum  se- 
cante  sit,  erit  in  puncto  sectionis  cont  cum  linea  horaria  communi.  Ita- 
que  quum  pro  quavis  alia  declinatione  solis  alius  conus  generetur  :  si 
saltem    pro    quavis   declinatione    solis,  dum    in    signLuu  aliquoti  ecliptica? 
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iiigreditur,  sectio  coni  clicta  coiistriiatur,  cuivis  scclionnm  conicarnm  ista- 
rnm  adscribi  signum  iliud  poterit ;  indicabitque  extremitas  umbrie  ad 
quampiam  earum  appellens  solem  in  signo  adscripto  versari. 

Erit  vero  sectio  ista  parabola  vel  ellipsis  aut  hyperbola,  prouti  n  lan- 
gnlus  conii  sequalis,  minor  vel  maior  ipso  ni  fuerit  (pagg.  265   ^1. 

Sit  ex.  gr.  (Fig.  267.)  fQ  pars  axeos,  E  centrum  terrae,  el  Fq  nieri- 
diana  in  horologio  horizontali,  adeoque  a  altitudo  poli,  p  polus  mundi, 
sitque  P3lb  meridianus,  atque  sol  in  21 ;  erit  llc  declinatio,  qna;  dica- 
tur  (^;  eritque  angulus  coni  nempe  n  —  2\R  —  d\\  nempe  quoad  imma- 
nem  solis  distantiam,  apex  coni  sive  in  O^  sive  in  X  accipiatur,  nullum 
quoad  sensus  discrimen  est ;  in  triangulo  ECpq  autem  ex  a  althudine  poli 
et  angulo  \  n  atque  latere  E(!Q,  innotescit  (Qq,  quod  ipagg.  266  ^i  c  dice- 
batur ;  et  pariter  m  innotescit,  quuni  externus  summae  internorum  a  et 
-^  n  ^qualis  sit ;  itaque  sectio  conica  pro  illa  solis  declinatione  construi 
poterit ;  et  pariter  pro  quavis  declinatione  alia.  Patet  vero  angulum  coiii 
minimum  pro  maxima  declinatione  esse,  atque  redeunte  sole  ad  ^qna- 
torem  duobus  rectis  quam  proxime  ire,  et  conum  ad  lequatorem  in  pla- 
nnm  huius  mutari  :  atque  numeris  in  calculum  inductis  facile  patet,  apud 
nos  pro  horologio  horizontali,  pro  quavis  declinatione  solis  lexcepto  dum 
ad  sequatorem  o  Ht  angulum  iii-<i,ii  esse,  adeoque  hyperbolam  describi; 
itaque  sole  oriente  ad  dextram,  et  occidente  ad  sinistram,  umbram  quoad 
sensus  ad  asymptotos  appellere,  et  teinpus  ortus  occasusque  tempore 
solis  in  ilio  signo  versantis  indicare. 

Scholion  3.  Si  tamen  nonnisi  signa,  in  quibus  sol  versatur,  cx  nmbra 
puncti  (Q  tempore  meridiei  cognoscere  iubeat  (quod  Analemma  signi- 
ferttm  dicituri:  sit  horologium  horizontaie,  EQ^  sit  stilus,  et  Cin  sit  me- 
ridiana  (Fig.  268.);  sitque  so!e  idnni  in  certo  signo  esti  in  meridianum 
appellente  umbra  puncti  ('.^  in  f,  atque  declinatio  solis  sittum^/;  in  tri- 
angulo  E(Ql"  latus  f(Q  datum  est,  AfW^  ^^t  altitudo  poH,  et  alter  angu- 
kis  adiacens  nempe  f(Qf  est  —R  —  d;  namque  angulus  hic  nit  in  pra;- 
cedentibus)  Insensibiliter  diftert  ab  eo,  qui  ad  centrum  F  est ;  huins  autem 
quantitas  est  distantia  solis  a  polo.  Ttaque  F|  innotescit,  sive  per  con- 
stnictionent,  sive    per  calculum.  Ita    pro    quibusvis    declinationibus    soHs 
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adscribi  possurit.  Et  idem  ad  alias  lineas  horarias  quoque  applicari  potest. 
Scholion  4.  Quuin  sol  in  ecliptica  in  ellipsi  moveri  videatur,  at  pr£e- 
terea  iam  acceleretur  iam  retardetur;  adeoque  recta  ascensio  eius  (via 
ad  fequatorem  reducta)  inEequabiliter  crescat,  decrescatque  ;  et  tempus 
ab  una  meridie  ad  proximara  iam  maior  iam  minor  sit ;  et  nonnisi  tem- 
piis  ab  una  culminatione  stelht  lixse  ad  proximam  sit,  propter  uniformem 
terras  motum  circa  axeni,  semper  idem  ;  sol  vero  ab  ea  fixa,  cum  qua 
simul  in  meridiano  erat,  contra  motum  diurnum  orientem  versus  rece- 
dens,  adhuc  tempore  indigeat,  donec  in  meridianum  appellat,  adeoque 
dies  solaris  sidereo  longior  sit,  sed  nec  dies  solares  veri  inter  se  sequa- 
les  sint :  solem  aliquem  medium  fingere  visum  est,  qui  recta  ascensione 
^quabiliter  crescente,  tempore  cuiusvis  anni,  uti  verus  sol  ad  tequatorem 
reductus,  totum  circuium  percurrat.  Vocatur  tempits  sole  hoc  fictitio 
duce  determinatum,  niedium,  quod  ad  tevipus  sotare  verum,  imo  et  ad 
tempus  sidereum,  sive  quodvis  horum  ad  aliud,  reduci  potest.  Horologia 
vero  solem  medium  sequuotur ;  itaque  si  quis  suum,  ex.  gr.  tempore  me- 
ridiei,  horologio  solari  convenienter  dirigere  voluerit,  nosse  debet,  quas- 
nam  sit  pro  illa  die  diiferentia  inter  meridiem  solis  medii  et  veri,  quas 
saspe  etiam  ad  quadrantem  exsurgit.  Computata  hxc  pro  annis  quibus 
vis  in  Ephemeridibus  exstant  ;  quamvis  adhucdum  periodus  nota  haud 
sit,  a  cuius  fine  idem  ordo  incipiat ;  nec  duEe  imagines  dicttC  [nerape  so 
fictus  et  verus  ad  a;quatorem  reductus)  quater  per  annum  congruentes, 
semper  plane  tempore  meridiei  loci  certi  sibi  invicem  occurrant. 


Pro  horologio  meridionali  consiruendo  fit  iFig.  269.1  triangulum  sphat:- 
ricum  P^q  ad  zenith  ^  rectanguhun  (p  polum,  f  centrum  spha;ras,  adeo- 
que  f^  verticalem,  in  qua  planum  meridianum  P^  et  planum  meridi- 
onale  se  mutuo  secant,  pq  vero  circulum  horarium  denotante).  Eritque 
A  complementum  altitudinis  poli,  adeoque  altitudini  Eequatoris  Eequale  : 
itaque  ex  angulo  horario  h  et  catheto  A  reperitur  cathetus  B  angulo  b 
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appositiis,  iiempe  arigiiliis  horarins  in  plano  merjdionali  circulo  horario 
Pq  respondens;  eritque  'pag.  2941 

tang.  B  —  sin.  A  tang.  h  ; 

id  est  tangens  arcus  qusesiti  erit  sinus  attitudinis  sequatoris  i'sen  cosinns 
altitudinis  poli)  per  tangentem  anguli  horarii  multiplicatus. 

Si  vero  planum  meridionale  declinet,  ex.  gr.  vertatur  pars  occiden- 
talis  versus  austrum  ad  angulum  d:  fiet  triangulum  sphsericuni  pariter 
P^q,  manente  angulo  horario  b  et  latere  A,  sed  angulus  P^q  erit 
—  R-^d\  unde  e  duobus  angulis  et  latere,  quibus  adiacent  datis,  pro- 
dit  B.  Ad  orientem  quoque  idem  est,  nam  ?,{n.' R-A- d)  —  ?.m.{R — d)\ 
quia  R-\-d-\- R  —  d~2R. 

Linea  meridiana  in  plano  meridionall  autem  est  verticalis  §E,  et  stilus 
ultra  E  continuatus  fit  index  superficiei  australis ;  ubi  linese  horariEe  pa- 
riter  prodeunt,  suntque  manifesto  continuationes  priorum.  Patet  autem, 
apud  nos  in  huius  horoiogii  facie  boreali  nonnisi  horas  matutinas  vesper- 
tinasque,  atque  in  austraU  facie  reliquas  circa  meridiem  ostendi ;  neque 
in  facie  boreali  meridiem  monstrari,  nisi  distantia  puncti  zenith  loci  ab 
ffiquatore  minor  sit  maxima  soHs  declinatione,  idque  nonnisi  eousque,  do- 
nec  deciinatio  distantiee  dicttC  asqualis  fiat. 


Si  horizontale  declinet  'Fig.  270.),  ex.  gr.  pars  occidentalis  vertatur 
circa  meridianam  ad  angulum  d,  fiet  triangulum  sphiericum  PP"tl',  in 
quo  PP"  altitudo  poli,  /\P"Pq'— ^  angulus  horarius  in  sphsera,  et  P"q' 
est  arcus  quantitatem  anguli  horarii  in  plano  horologii  exprimentis;  itaque 
quum  angulus  R-\-d  sit,  quem  PP"  cum  P"ci'  facit,  e  duobus  angulis  b 
et  R-hd  cum  latere  adiacente  datis  prodit  P"q'. 

Manet  vero  et  hic  linea  meridiana  immota. 

Si  declinans  etiam  inclinet,  nempe  vertatur  circa  perpendicularem 
ad  meridianam,  versus  austrum,  quo  in  casu  reclinans  dicitur;  sit  an- 
gulus  reclinationis  </;  moveatur  prius  planum  horologii  horizontale  circa 
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perpendicularera  ad  meridianaiu,  movebitur  liiiea  ineridiana  in  plano 
meridiani;  veniat  P"  in  P'";  et  postea  horologiiim  hoc  quasi  horizontale 
pro  altitudine  poli  PP'"  constructum  decUnet  (nempe  circa  sectionem 
plani  meridiani  cum  plano  horologii  huius  motum) ;  prodibit  (ut  antea) 
angulus  in  plano  horologii  declinantis  horarius  quilibet  posito  d  respon- 
dens. 

Et  pariter  prodeunt  lineEe  horarias  in  plano  meridionali  deinclinante; 
uti  et  in  polari  declinante  aut  deinclinante.  In  omnibus  his  autem  me- 
ridiana  horologii  est  sectio  plani  horologii  per  planum  illud  facta,  in 
quod  perpendiculares  e  diiobus  punctis  stili  ad  planum  horologii  de- 
missEe  cadnnt. 

i  4. 

Methodus  non  solum  generalis  pro  quovis  plano  exposita  est  (pag.  304), 
sed  pro  horizontali  quoque  (utpote  quod  per  totam  diem  collustratum 
usui  maxinie  idoneum  estj  formula  simplex  data  est  ibidem ;  attaraen 
pro  iis,  qui  ta;dium  calculi  fuginnt,  et  methodus  constructionis  expo- 
nenda  est. 

Fiat  (Fig.  271.)  A  5I23i£  ad  i£  rectangulum,  angulo  i^  ad  i?  altitudini 
poli  sequali ;  erit  angulus  a  ad  21  altitudo  a;quatoris,  Fiatque  iFig.  272.) 
centro  C  radio  C2l  circulus,  et  huius  tangens  ad  21 ;  atque  dividatur 
quadrans  21t)  in  sex  partes  tequales,  et  ductis  e  centro  (E  per  puncta 
divisionis  rectis,  quinque  puncta  a,  b,  C,  b,  e,  in  quibus  tangens  per  rectas 
dictas  secatur,  notentur,  atque  ad  distantiis  punctorum  a,  b,  .  .  .  ab  21 
distantias  Eequales,  ab  21  dextram  leevamque  in  Di£  ad  21B  perpendicu- 
larem  transferantur  (Fig.  272.),  atque  ducantur  ex  'S  rectse  'Ba,  3b,  .  .  . 
Ba',  Sb',  .  .  . ;  erunt  hEe  Hneae  horariae,  si  B2I  in  meridiana  fuerit,  et 
A  2I23C  elevetur  ad  planum  horologii  horizontale  perpendiculariter.  Erit 
nempe  23t£  axi  terras  parallela,  et  reliqua  prEeterquam  quod  (ex  pag.  3051 
pateant,  inde  etiam  perspiciuntur ;  quod  si  planum  per  C2I  ponatur  per- 
pendiculariter  ad  planura  21^1!!  (quod  ad  planum  horologii  perpendicu- 
lariter  erigatur),  erit  illud  plano  ECquatoris  parallelum ;  itaque  producto 
axe  ^C    'ad    planum    hoc    perpendiculari..  ernnt  puncta  21,  cl,  b,  c,  .  .  ., 
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a',  b',  c',  .  .  .  umbrse  horaria;  pLincti  C,  adeoque  rectte,  e  centro  ad  pnnct;i 
haec  ductee,  Hnese  horarise  erunt. 

Patet  vero  axem  3C  ita  ponendum  esse,  ut  C  septcnitrionem  respi- 
ciat ;  atque  ad  21  numerum  XII,  XI  ad  a,  X  :id  b,  .  .  . ,  I  ad  ti',  II  ad 
h',  .  .  .  scribendum  esse. 

Scholion  1.  Est  autem  hic  a  altitudo  tequatoris  ;  et  producto  axe  i^C 
perpendiculari  ad  p)anum  dictum  ipsi  SCL  ad  31C3  perpendicuiariter 
impositum,  fit  in  hoc  plano  horoiogium  Eequinoctiale,  in  quo  anguli  ho- 
rarii  omnes  aequales  sunt. 

Atque  si  planum  hoc  circa  33  pro  quovis  loco  ad  angiilum  a  altitu- 
dini  aequatoris  Eequalem  elevetur  :  stilus  ex  l£  ad  planura  hoc  itanquam 
planum  a;quatori  parallelum)  perpendicularis,  erit  axi  terras  parallelus, 
et  horas  pro  iisdem  lineis  horariis  rite  monstrabit.  Si  igitur  plurium 
locorum  altitudines  aequatoris  annotat£e  fuerint,  et  ope  arcus  cuiuspiam 
eievatio  ista  plani  horologii  perfici,  atque  1^51  ope  acus  magnetic^  ad- 
nexas  (data  declinatione  eius),  in  meridianum  locari  queat :  erit  horolo- 
gium  quoad  loca  annotata  aequinoctialc  universale. 

Et  pariter  quoad  loca  quotvis  horologium  horizontale  universale  con- 
strui  potest.  Nempe  ut  dictum  ipag.  3191  est,  si  e  puncto  quovis  axeos 
ex.  gr.  ex  p  demittatur  perpendicularis  pp'  ad  meridianam  :  stilus  pp' 
index  esse  poterit,  si  nonnisi  extremitas  unibrae  eius  ad  lineani  horariam 
appellens  spectetur,  Si  igitur  pro  variis  altitudinibus  poli,  puncta  horaria 
umbrje  puncti  p  construantur,  et  puncta  quaevis  eidem  horae  numero 
respondentia  lineis  connectantur,  adscriptis  ad  extremitates  linese  nume- 
ris  horariis,  atque  etiam  quaevis  puncta  omnium  diei  horanim  eidem 
altitudini  poli  respondentium  lineis  combinentur,  adscripta  altitudine  poli 
iis  respondente  ;  et  simul  index  ita  adapiatus  fuerit,  ut  ad  quamvis  ilta- 
rum  poli  altitudinum,  pro  quibus  puncta  dicta  constructa  sunt,  elevari 
possit ;  e  dictis  patet,  horas  rite  raonstrari. 

Imo  horologium  solare  etiam  splendente  hma  inservire  potest,  si 
tetas  lun«  nota  fuerit:  nempe  dum  hma  in  coniunctione  est,  si  pro  sole 
exstincto  luna  splendere  posset,  index  horas  sine  errore  sensibiH  mon- 
straret ;  quum  vero  luna  quovis  die  orientem  versus  progrediens  circiter 
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tribus  hora;  qtiadranlibus  tardius  in  uieridianum  -appellat,  patet  ietatem 
\uT\x.  per  hoc  multiplicari  debere ;  et  tempiis  istud  numero  hora-  per 
indicem  splendente  luna  monstrata;  addendum  esse.  Possimt  hinc  etiam 
lunaria  horologia  construi,  qutC  sine  isto  calculo  horam  ostendant ;  sed 
aetatem  luna;  semper  notam  esse  oportet. 

Solent  etiam  annuli  portatiles  varii  construi,  in  quibus  non 
umbra  puncti,  sed  lux  per  foraminuium  inmissa  monstrat  horam  : 
unum  tanttira  commemurasse  sufficiat,  quum  e  dictis  varia  excogitare 
facile  sit. 

Sit  Pp  axis  Fig.  273. j,  et  annulus  pap  sit  in  meridiano,  et  a2ip=90^ 
igradibus  annotatisi,  atque  annuhis  ac\C  ita  sit  comparatus,  ut  dum  hora 
quajritur,  perpendicularis  ad  priorem  fieri  possit ;  si  totum  ex  21  suspen- 
datur  'quod  ope  cursoris  rite  instituti,  ad  quotumvis  gradum  ab  a  fieri 
potest) :  erit  31E  in  verticah,  atque  arcus  a2l,  distantia  puncti  zenith  ab 
aiquatore  aqe,  altitudini  poh  sequahs.  Si  iam  so!  in  squatore  versetur, 
et  ex.  gr.  in  a  sit,  foramen  per  centrum  f  (in  axe  Pp  circa  extremitates 
P  et  p  vertibilisj  radium  sohs  ad  e  transmittet ;  et  annulo  sequatorem 
reprassentante  in  viginti  quatuor  partes  afquales  'a  puncto  meridiei  inci- 
piendoi  diviso,  hone  rite  monstrabuntur ;  si  vero  sol  ex.  gr.  in  S  veniat, 
adeoque  declinatio  eius  boreahs  fiat  a\,  qu^creudum  est  ihud  axeos  pun- 
ctum  i,  ubi  per  foramen  transmissus  sohs  radius,  in  eodem  circulo  ho- 
rario  versantis,  eodem  ut  prius,  ex.  gr.  in  c  cadat.  Hoc  autem  facile  fit, 
nam  propter  sohs  distantiam,  rectEe  ES  et  eS  ad  sensum  parallela;  sunt, 
adeoque  /\U\  cequalis  angulo  dechnationis  sohs  est ;  atque  hinc  fi  est 
tangens  anguh  decHnationis  sohs  pro  radio  Ec,  quia   /yefi^/'^  est. 

Ita  puncta  pro  declinatione  sohs,  cuivis  signo,  in  quo  versatur,  res- 
pondente  tale  punctum  reperiri,  atque  cuivis  signa  respondentia  adscribi 
possunt ;  imo  ope  cursoris,  in  quo  foramen  est,  in  crena  laminje  circa 
PP  ad  solem  vertibilis,  potest  foramen  ad  puncta  prius  dicta  dnci,  ut 
tempore  solis  in  respondente  signo  existentis,  radins  per  foramen  trans- 
missus  in  punctum  a^quatoris  e  cadat ;  patetque  pro  sole  in  eodem  cir- 
culo  parallelo  versante,  adeoque  declinatione  plane  eadem,  asquatore  in 
viginti    quatuor    partes    tequales    diviso,  idem    dc    rehquis    lioris  valere  ; 
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nenipe  e  uieridiera  iiioiistrarel,  si  tam  P^lp  nieridianum,  quam  acic  a;qua- 
torem  repiEesentans  pellucidi  essent. 

Scholion  2.  Quamvis  ad  qualevis  plannm,  sive  parallelum  axi  fuerit  sive 
non,  dictum  sit,  quoraodo  horologium  construi  queat  :  attamen  haud  su- 
pervacuum  est  modum  referre,  quo  ad  qualemvis  superficiem  practice 
horologium  construi  queat,  Axem  ante  omnia  necesse  est,  in  aliquo  ho- 
rologio,  ex,  gr.  horizontali,  figere,  atque  horologio  isto  (debito  situ)  ad- 
moto,  per  prolongationem  axeos,  situm  stili  in  horologio  construendo 
procurare.  Atque  tum  sufGcit  quocunque  die,  iuxta  aliquod  horologium 
solare  rite  factum,  umbras  quavis  hora  notare :  nempe  hic  stilus  axis 
lerrEe  est  (non  ut  pag.  318),  atque  linea;  horariee,  sectiones  plani  per  axem 
eundem  et  solem  determinati,  cum  superficie  horologii  sunt. 

Et  pariter  patet,  quod  si  horologium  rite  paratum  horologio  con- 
struendo  admoveatur,  et  axeos  continuatio  secet  ex.  gr.  in  q  planum  ho- 
rologii  construendi,  atque  per  lineas  horarias  prioris  secetur  hoc  in 
a,  b,  .  .  .  :  fiant  horologii  exstrueudi  linea^  horariif  qa,  qb,  .  .  . 

ni.    DE    CHKONOI.OGIA, 

Tractat  h;ec  de  modo  subdivisiQiiis  temporis  in  vita  civili.  Inser- 
viunt  autem  pra^cipue  diio  luminaria :  nempe  sol,  quo  tanquara  indice 
monstrat  manus  asterni  in  circulo  ccelestis  horologii  duodecim  mensium 
signa  adscripta ;  et  luna  noctu  huius  vices  gerens. 

Accipialur  vero  tempus  absolutum  in  anni  circulo  iquasi  leternitatis 
auuulo)  post  revolutiones  quotvis  semper  versus  futurum  progrediens. 
I.ociis  relativus  temporis,  sub  quo  aHquid  evenit,  autem  in  isto  fluentis 
temporis  alveo  est  distantia  teraporis  a  certo  puncto  _/ixo,  (Fig.  2^4.1  ste\- 
lula  insignito,  sub  quo  phaenomenon  aliquod  in  ccehs  aut  terris  contigit, 
a  quo  quasi  principio  ob  certas  rationes)  fluxum  temporis  considerare 
h'bet.  Et  si  nonnisi  locus  relativus  in  alveo  dicto  consideretur,  atque  tota 
peripheria  /*  dicatur,  et  lineie  versus  futurum  positive,  retrorsum  autem 
negative  accipiantur ;  ipro  n  integroi  prodit  idem,  sive  ji/'-hs  sive 
5  —  UjP,  et  Kive  — s  —  ;//*  sive  — ,?  H- «/*  fuerit. 
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Sahdividitur  aiilein  tempiis  in  vita  civili  in  aiinos  ^■o/are.s,  quoniiii 
centum  efficiunt  secu/um  ;  annusque  dividitur  in  menses  et  hebdoma- 
das :  hebdomadas  in  dies  naturales,  qui  nomina  ab  Astrologia  ^gentiliuni) 
sortiuntur,  quEe  Astronomiam  tanquam  soror  adulterina  haud  pridem  de- 
seruit ;  dicunturque  lingua  ecclesiastica  dies  Dominica,  feria  prima, 
feria  secunda  ^.  Cuivis  horx  nempe  planetarum  systematis  Ptolemaici, 
uti  se  invicem  in  eo  excipiunt,  aliquam  praesidere  crediderunt ;  qui  quuin 
numero  septem  sint,  per  24  horas  ter  decurrendo,  lioram  diei  sequentis 
primam  quartus  incipiebat ;  et  totum  diem  ab  hoc  denominavernnt.  Ordo 
Ptolemaicus  vero  hoc  versu  retinetur : 

Post  SIM  SVM  sc!/iiitur,  pallida   Luna  subest; 

nempe  SIM  Acnot2.t  Saturnnm,  luvem  et  Martem,  SVM  wero  Solein 
Venerem  et  Mercurium.  Idem  ordo  regit  vulgi  creduli  annos.  Notan- 
dum  autem  feriam  primam  magls  dicin  Dominicam  &t  feriam  septi- 
mam  diem  Sabbati  dici. 

Dies  dividuntur  in  horas,  qua;  vario  modo  a  variis  gentibus  nume- 
rantur  ;  imo  et  apud  nos  aliter  in  vita  civili,  et  aliter  ab  Astronomis  nu- 
merantur :  nempe  hi  a  meridie  incipiendo  viginti  quatuor  horas  nume- 
rant  usque  ad  raeridiem  proximam,  et  quidem  ita  ut  prima  duodecima 
primse  lanuarii  in  vita  civili  sit  Astrononiis  vicesima  quarta  tricesimie 
primae  Decembris. 

Dividuntur  porro  dies  in  festos  et  communes  \  festa  itera  dividuntur 
in  Jixa  seu  immobilia,  quse  semper  in  dies  eorundem  mensium  eosdem 
(quoad  numerum  diei  in  mensej  cadunt ;  uti  ex.  gr.  Festum  Nativitatis 
Christi  vicesimse  quintse  Decembris,  Epiphania  sexta;  lanuarii  y  affixa 
manent.  Festa  mobilia  autem  omnia  a  Paschaie  dependent ;  Pentecoste 
a  Paschatis  prima  die  (inclusivej  quinquagesima  die  incipit,  adeoque  quia 
(ut  dicetur)  Pascha  semper  die  Solis  incipit,  et  primus  dies  Pentecostes 
in  diem  Solis  cadit ;  post  septimanam  Pentecostes  seqiientem  Dominicae 
Irinitatis  numerantur,  usque  ad  quatuor  Dominicas  Adventus  Festum 
Nativitatis  Christi  prjecedentes.  Pascha  autem  praiceditur  sex  Septimanis 
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lciiiinunim,  et  ;nittiii  dies  Mercurii  proximus  dies  Cincniin  est ;  atqtie 
iiide  usque  ad  Epiphaniam  inempe  sextam  lanuariii  Bacchanalia  durant. 

Distinguuntur  prteterea  dies  anni  per  literas ;  nempe  cuiusvis  mensis 
dies  «-tus  ipro  quovis  n]  litera  certa  semper  eadem  insignitur  [Fig.  275. 1; 
cuiusvis  anni  dies  prima,  adeoque  prima  lanuarli  Htera  A  gaudet,  se- 
cundae  litera  R  datur,  et  septem  litene  A^  B,  C,  -D,  E,  E\  G  in  circu- 
lum  positEE,  uti  se  invicera  in  gyrum  porro  eundo  excipiunt,  diebus  se 
invicem  excipientibus  tribuuntur,  ea  cum  restrictione  :  quod  in  anno 
bissextili  (de  quo  paulo  inferiusi  vicesima  tertia  et  vicesima  quarta 
Februarii  litera  eadem  gaudeant,  quasi  unus  dies  esset ;  ut  litera  men- 
sis  ctiiusvis,  diei  quotaevis  maneat.  Litera  vero,  quee  in  anno  quopiam 
diei  Dominicae  respondet,  litera  Dominicalis  audit.  Atqne  binc  metho- 
dus  prodibit  cuiusvis  anni  mensis  cuiusvis  quotamvis  diem,  qualisnam 
septimauEe  dies  fuerit,  atque  literam  Doniinicalem  anni  cuiusvis,  tam 
lulianam  quam  Gregorianam,  cyclosque  earum  reperiendi. 

Quum  vero  in  vita  civiH  nec  anni  principiura,  nec  aUi  termini  iuxta 
calculum  astronomicuni  per  minuta  secnnda  applicari  possit,  regula 
est ;  ai  fractiones  ubique  neglectae,  dum  integrum  effecerint,  tunc  ad- 
dantur ;  atque  hoc  modo,  aliisque  artificiis  adhibitis,  omnia  ita  compen- 
sentur,  ut  in  alveo  fluentis  temporis  (pag.  3261  dicto,  tam  punctum 
fixum  *,  quam  alia  necessaria  in  perpetuum  maneant,  ita  ut  quani 
minimum  oscillando  omnia  locum  tueantur. 

Determinatura  vero  pro  puncto  hoc  fixo  tempus  iUud  est,  quo  Coii.' 
ciliitni  primuin  statim  dicendum  celebratum  est. 

Itaque : 

1.  De  anni  quantitate,  atque  modo,  quo  principitiiii  aiiiii  iii  pitncto 
*  fixum  maneat. 

2.  De  cbaracteribus  dierum  cbronologicis ;  quomodo  nenipe  septi- 
mana;  dies  Hteras  mutent,  et  quibus  cyclis  idem  redeat. 

3.  Quum  omnia  Eesta  mobilia  a  Paschate  dependeant,  modus,  quo 
Pascha  tam  lulianum  quam  Gregorianum  supputari  in  secula  possit, 
imo  etiam  cyclus  Paschatum  exponetnr. 

Eundamentum  supputationis  Pnscliatis  est  Decretum  Conciiii priini 
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Nicaeae  anno  Christi  325  celebrati,  cuiiis  etsi  non  verbis  iisdeni'i  sensiis 
sequens  est :  Paschatis  dies  prima  celebreiur  die  Dominica  prtma, 
post  plenilunium  aut  in  diem  aequinoctii  dMt  post  eum  proxime  cadens. 
At  ^quinoctium  vernale  tunc  vicesima  prima  Martii  fuit,  et  huic  affixum 
putabatur.  Res  itaque  eo  redit,  ut  Pascha  celebretur  Dominica  prima, 
post  plenilitnium  post  vicesimam  Martii  primum. 

De  modo  plenilunia  computandi  etiam  statutum  est :  de  quo  inferius. 

Ratio  autem  huius  Decreti  est  duplex  :  priraa  ut  a  Christianis  tardius 
celebretur  Pascha,  quam  a  ludasis  in  ipso  plenilunio  vernali  celebranti* 
bus,  secundo  quod  tamen  et  Christianis  plenilunio  paschali,  quod  et 
lugubri  magnaque  die  simul  cuin  Paschate  Iuda;orum  imminebat,  pro- 
xima  die  Dominica  celebrare  Pascha  conveniat.  Prsetereaque  dum  ho- 
minum  summus  amator,  ab  iis  cruci  affixus,  inter  cruentorum  vulnerum 
dolores,  Patrem  suum  rogando,  ut  irridentibus  ob  inscitiam  eorum  igno- 
sceret,  in  extremas  umbras  mergebatur,  conticentibus  angelorum  choris, 
in  asternitatis  quasi  interruptEe  silentio,  nonnisi  inferni  undarum  murmur 
erat :  et  quum  Saitctissimus  in  cruce  expatiuit,  mcesta  cceli  oculum  ca- 
ligo  obduxit,  lacryma  paterna  quasi  detapsa.  Neque  eclipsis  hiec  solis 
astronoraica  fuit,  quuin  luna  prope  ad  oppositionem  cura  sole  erat :  et 
huius  quoque  memoriam  conservare  libuit. 


Annus  Romuleus  erat  decem  mensium  solarium,  a  Martio  incipiens, 
tot  diebus  post  Decembrem  additis  (teste  Macrobio)  donec  ccelum  terra- 
que  ad  statum  priorem  redierit.  Numa  duodecim  mensibus  lunaribus  ide 
quibus  inferius)  dies  intercalandos  Sacerdotibus  commisit ;  qui  partiin 
propter  solutiones  certis  terminis  prajstandas  a  fosneratoribus  corrupti, 
partim  ex  ignorantia,  sexaginta  septem  dies  neglexeraiit :  quos  lulius 
Caesar  (a  quo  Calendarium  lulianum  nomen  gerit),  suadente  Sosigetie 
Astronomo,  anno  suas  reforraationis  addidit,  nempe  quadragesimo  quinto 
ante  Christum,  qui  e  445  diebus  compositus  magnus  anhus  confusi- 
onis  dictus  est.  Statuitque  prseterea  C^sar  suasu  Sosigenis,  annum  sola- 


vGoosle 


330  APPENDIX    TRIPLEX. 

rem  365  dierum  et  sex  horaruoi  a'stiinantis,  ut  hm  sex  horie  quovis 
quadriennio  unum  diem  efficientes,  lin  tiibus  annis  neglectce;,  adderentur 
post  vicesimam  tertiam  Februarii.  Clarum  est,  quod  posita  illa  anni  so- 
laris  magnitudine,  effluxo  primo  anno,  sequentis  prima  lanuarii  sex  horis 
citius  dicatur,  adeoque  effluxis  quatuor  annis,  quinti  initium  viginti  qua- 
tuor  horis  maturius  diceretur,  nisi  dies  adhuc  expectaretur.  Potuisset 
quidem  tum  December  triginta  duos  dies  habere  ;  sed  ob  sacra  certa 
peragenda  libuit  diera  hanc  post  vicesimam  tertiam  Februarii  ponere, 
unde  etiam  dtes  hsec  (e  Cahndario  Rotnmio]  htssextilis,  atqiie  inde  et 
annus  bissextilis  vocatur. 

At  quum  Sosigenes  annum  undecim  minutis  (omissis  secundisi  iusto 
maiorem  acceperit :  quibusvis  quatuor  annis  luliani  4.1 1  minutis  iusto 
serius  incipiunt  annum,  quod  effluxis  131  annis  circiter  diem  efficit ; 
adeoque  131  anni  toties  decurrere  possunt,  ut  luliani  primam  lanuarii 
media  cestate  dicant,  et  deraum  prima  lanuarii  luliana  quoque  ad  punc- 
tum  fixum  *  redeat. 

Error  iste  ab  anno  325  usque  ad  annum  1600  computatus  a  Gre- 
gorio  Pontifice  (suasu  Astronomi  Aloysii  Lilii)  ad  decem  dies  (ahquot 
tantum  horarum  errorel  exsurrexerat ;  adeoque  tum  prima  lanuarii,  et 
etiam  quarta  Octobris  [dies  reformationis  Calendarii)  decem  diebus 
iusto  serius  dicebatur ;  quapropter  Gregorius  quartam  Octobris  decimam 
quartam  esse  iussit,  nerape  ab  anno  325  recte  numerando,  decima  quarta 
fuisset ;  at  iam  sequinoctium  vernale,  quod  anno  325  vicesima  prima 
Martii  erat,  anno   1582  in  undecimam  cecidit. 

Porro  ne  error  iste  rediret,  cavit  statuendo:  ut  post  annum  1600, 
quibusvis  quatuor  seculis,  anni  priora  tria  secula  terminantes,  qui  alio- 
quin  bissextiles  essent,  communes  maneant,  et  nonnisi  annus  quartum 
seculum  terminans  bissextilis  maneat,  quosvis  ceteros  quartos  annos  bis- 
sextiles  retinendo.  Nimirum  400 .  11'— ^'^i'*  20';  et  ex  hoc  tres  dies,  qui- 
bus  posita  annj  luliani  falsa  quantitate  nimis  multum  expectaretur  ad 
incipiendum  seculum  quintum,  omittuntur  reformatione  Gregoriana ;  una 
hora  et  viginti  minuta  vero,  dum  in  diem  excrescent,  a  posteris  addentur. 

Sunt  autem  hoc  pacto  1700,   1800,   1900  communes,  2000  bissextilis  : 
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atque    quivis    annuB    Christi    w-tiis    lulianus   bissextilis    est,  si  -j    quotum 

integrum    sine    residuo    det ;    nempe    et   reformatione    luliana    usque    ad 

Christum  iexcluso  reformationis  anno}  44  =  4.11   defluxerunt,  adeoque  et 

is,  ad    cuius    finem    Christus    natus    est,  bissextilis    fuit ;    iuxta   reformati- 

oneni  Gregorianam  quoque  pariter  annus  n  dictus,  bissextilis  sub  eadein 

conditione    est,  si  non    sit    seculuni    tale    M-tum    terminans,  ut    m  per  4 

exacte  dividi  nequeat,  id  est,  ut  si  u  seculuin  ni-tum  terminet,    m  quoque 

uti  n  per  4  exacte  dJvidi  queat. 

Numerus  dierum,  quo  luliani  serius  incipiunt  annum,  vocatur  aequatio 

solis,  quse  dicatur  s  ;  estque    ipro  A^  denotante  numerum  seculorum  ab 

Anno  nativitatis  Christi  effluxorum,  omisso  quod  supra  integrum  seculo- 

rum  numerum  est),  ,*  =  i  -1-  ^ ^i  sine  residuo. 

4 
Nam    decem    dies,  quibus    annus  1600   nimis    sero    dictus   fuisset,  ita 

impertiri  inter  priora  secula  possunt,  ut  seculo  tertio  attribuatur  primus, 

et    quorumvis    sequentium    quatuor   seculorum    tribus    posterioribus    tres 

dies  dentur,  nempe  cuivis  trium  unus ;  ut  respondeant 

secutis         3  4  5  6  7  8  9   10  II    12   13  14  15   16 

dies  falsi      loiiioi      i  loi  1  10 

uti  postea  secuiis             17   18  19  20  21  22  23  24  .  .  . 

dies  falso  additi                 11  i     o     i  i  10... 

Si  igitur  numerus  secuH  sit  N,  erit  summa  dierum  a  lulianis  addito- 
rum  I  (seculo  tertio  competens),  addito  eo,  quod  seculis  N —  3  apperti- 
net.    Si    N —  3    per   4   exacte    dividi   queat,  prodibit    pro    N—  3   seculis 

--^ — ;  at  si  I  maneat,  prodit  —  praeter    integrum,    quod    omitten- 

dum  erit,  quia  tum  seculum  unum  supra  multiplum  quatuor  seculorum 
dictorum  est,  et  huic  inferius  o  adscriptum  est,  adeoque  in  hoc  seculo 
s  non  augetur.  Si  2  maneat,  tum   •' ^—  dabit     -   =  i  -i-  — ,  atque  se- 

culo  postremo    unus    dies   conveniet,  fractione    omissa.  Si  3  manserit  ex 

JV— ^               ■^{N—i\    l                            .                        N—-\\    ,  ,.     q 
=^,  tum  ■^■^-  ■  - — •^-  Isupra    quotum    mtegrum    ex "^-1  dabit     —  , 

42" 
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atqiie    usque  ad  seculum    tertium    post    seculonim    quaternarium   prtece- 
dentem    duo    dies  accedent,  quod  per  -^  iomisso  —  |  exhibetur. 

§.2. 

Ouaelibet  dies  mensis  cniusvis  quovis  anno,  iam  in  Calendario 
luliano  quam  Gregoriano,  litera  eadem  perpetua  gaudet ;  nec  anno 
bissextili  hoc  mutatur,  quia  tum  vicesimse  tertise  et  vicesimEe  quartEC 
Februarii  (nempe  diei  addit^l  Utera  eadem  relicta  est.  Atque  hinc,  quum 
(pag.  328)  prima  lanuarii  literam  A  habeat,  atque  septem  literse  A,  B, 
C,  D,  E,  F,  G  in  gyrum  eundo  usque  ad  finem  anni  cuiusvis  semet  ex- 
cipiant :  cuiusvis  mensis  quotEevis  diei  litera  reperitur.  Ex.  gr.  si  quse- 
ratur  tertiee  Martii  Htera :  addantur  lanuarii  dies  31,  Februarii  dies  28 
(ob  rationem  plane  dictam  non  29,  etsi  annus  bissextilis  fuerit),  deraum 
Martii  dies  3  ;  atque  dividatur  summa  per  7,  et  si  residuum  m  sit,  erit 
ab  A  antrorsum  numerando  wz-ta  litera  qusesita ;  nempe  31^-28-4-3—62, 
et-^^-  dat  residuum  6,  atque  litera  ab  A  antrorsum  in  circulo  est  /^litera 
tertise  Martii.  Nempe  quoties  in  numero  dierum  a  prima  lanuarii  (inclu- 
sive)  continetur  7,  toties  decurrunt  literae  ab  A  usque  ad  G  (inclusivei, 
et  residui  dies  item  ab  A  incipiendo  literas  nanciscuntur. 

Si  vero  queeratur  anno  Christi  K-to  certa  dies  ex.  gr,  tertia  Martii, 
qualisnam  dies  septimanEe  fuerit :  facile  respondetur,  si  litera  Domi- 
nicalis  illius  anni  nota  sit ;  nempe  si  ex.  gr.  haec  G  fuerit,  F  dies  Sab- 
bati  erit. 

Al  quteritur  regula  literam  Dominicalem  anni  cuiusvis  «-ti  repe- 
riendi. 

Annus  communis  constat  e  365  diebus,  adeoque  52  septimanis  et  uno 
die.  Hinc  quocunque  diei  nomine  incipiat  anuus  communis,  eodem  de- 
sinet ;  nempe  septem  nomina  quinquagies  et  bis  decurrent,  atque  item 
primum  nomen  redibit  die  annum  terminante ;  ex.  gr.  si  prima  lanuarii 
dies  lovis  sit,  annus  idem,  si  communis  sit,  die  lovis  terminabitur :  at  si 
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bissextilis  fuerit,  dies  ultimus  Venerts  erit ;  nam  tum  aunus  ex  7.52  +  2 
diebus  constat,  atque  die  addito  nonnisi  literam  prEecedeiitis  vicesimae 
tertise  Februarii  retinente  nomina  dierum  septimanas  nullo  discrimine 
fiuunt. 

Hinc  autem  sequitur  Uteram  Dominicalem  post  quemvis  annum 
communem  una  litera  recedere,  post  bissextilem  autem  duabus.  Nempe 
si  litera  Dominicalis  in  anno  communi  fuerit  G,  sit  ex.  gr.  prima  lanu- 
arii  dies  Lunae ;  liasc  litera  A  gaudet,  sequentis  anni  prima  dies  pari- 
ter  A,  sed  dies  Martis  erit. 

Si  igitur  duo  circuli  congruentes  c  et  c  fuerint  (Fig.  276.),  et  infe- 
riori  c  adscribantur  nomina  dierum  septiman^e,  superiori  c'  vero  literffi 
illis  certo  anno  appertinentes,  atque  concipiatur  inferior  c  moveri  retror- 
sum  sub  superiore  c':  die  Lunae  uno  regrediente,  dies  Martis,  quse 
sub  B  erat,  veniet  sub  A,  atque  simul  dies  Dominica  quoque  in  cir- 
culo  sub  literam  retrorsum  sequentem  veniet. 

Si  vero  annus  bissextilis  sit,  terminabitur  annus,  si  ex.  gr.  die  Lunae 
inceperit,  die  Martis,  et  sequens  die  Mercurii  incipiet :  itaque  circulo 
c  retrorsum  sub  c' moto,  dies  Mercurii,  qui  sub  C  erat,  veniet  sub  A, 
adeoque  dies  Dominica  sub  tertiam  literam  retrorsum  movebitur,  nempe 
duabus  recedet. 

Sed  anno  bissextili  et  post  vicesimam  tertiam  Februarii  litera  retror- 
sum  sequens  fiet  Dominicalis  :  nam  vicesima  tertia  (et  vicesima  quarta 
quoque  in  anno  bissextili)  litera  E  gaudet ;  at  si  ex.  gr.  anno  bissextili 
vicesjma  tertia  Februarii  fuerit  dies  Veneris,  vicesiraa  quarta  pariter  E, 
dies  Sabbati  erit ;  itaque  pariter  concipi  circulus  c  retrorsum  moveri 
potest,  ut  Sabbatum  sub  E  veniat ;  adeoque  dies  Dominica,  qu^e  ante 
vicesimam  tertiam  Februarii  G  erat,  post  vicesimam  tertiam  F  fiet ; 
competentque  anno  illi  duse  Dominicales  FG,  quarum  prior  post  vice- 
simam  tertiam  Februarii  accipienda  est. 
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§■4- 

Dies  reformationis  Gregorianae  est  anni  1582  quarta  Octobris,  qu^ 
semper  litera  D  gaudet ;  fuitque  tuin  litera  Dominicalis  G\  adeoque 
dies  lovis  erat :  at  vero  lut  dictum  estl  diem  eandem  decimam  quartam 
Octobris  esse  iussit,  atque  ut  quotavis  mensis,  cuiuscunque  Hteram  reti- 
neat,  pTogrediendo  a  quarta  ex  D  usque  ad  decimam  quartam,  quasi 
dies  illi  reipsa  pr^teriissent,  dies  eadem  literam  G  nacta  est ;  uti  hoc 
schema  ostendit. 

4     5     6     7     8     9     10     n      12      13      14 
D  E  F   G  A   B     C     D     E    F      G 

adeoque  litera  Dominicalis  in  C  mutata  est ;  nempe  dies  Tovis  literam 
G  acquisivit ;  sed  prsterea  et  annis  secularibus  Gregorio  non  bissextib- 
bus  quoque  mutationem  induci  dicetur. 

§•5- 

Cyclus  Solis  lulianus  dicitur  numerus  annorum,  quibus  effluxis, 
literas  diei  soHs  eodem  plane  ordine  sequuntur.  Quid  cyclus  solis  Gre- 
gorianus  sit,  pariter  patet. 

Cyclus  solis  lulianus  est  28  annorum  ;  atque  primus  cvclus  9  annis 
ante  Christum  incipere  ponitur,  adeoque  anno  bissextili ;  attribuuntur 
vero  huic  liter^  Dominicales  FG.  Unde  e  dictis  liquet,  quovis  quadri- 
ennio  quinque  literas  decurrere  retrorsum  in  circulo,  nempe  anno  illo 
fuit  FG,  postea  E,  tum  Z>,  dein  C,  et  quinto  ante  Christum  item  bis- 
sextili  fuit  AB  y.  Hinc  autem  septem  quadriennis  7.  5  liter^  decurrent 
retrorsum  ;  quod  tantum  est,  ac  si  septem  literee  quinquies  decurrerent ; 
sequetur  itaque  retrorsum  plaue  ea  quae  prius  erat,  nempe  G,  cui  /'"addi 
debet,  quia  annus  undetricesiraus  pariter  bissextilis  est,  quum  annus  inter 
duodetriginta  primus  bissextilis  fuerit  et  septem  quadrienniis  defluxis, 
cum  anno  undetricesimo  quadriennium  novum  incipiat. 
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Cyclus  solis  Gregorianus  aiitem  est  octo  seculorum  :  namque  anno 
reformationis  1582  facta  est  C  litera  Dominicalis,  unde  pro  anno  bis- 
sextili  1600  fit  litera  Dominicalis  BA;  atque  hinc  quovis  quadriennio  ab 
anno  1600  (inclusive)  usque  ad  annum  2400  (exclusive)  id  est  2399  finclu- 
sive),  defluunt  retrorsum  eundo  quinque  Hterse,  exceptis  quadrieniis  ulti- 
mis  secuiorum  17,  18,  19,  21,  22,  23,  ubi  propter  annum  iuxta  Grego- 
rium  haud  bissextilem,  annus  seculi  ultiraus  nonnisi  una  litera  Domtni- 
cali  gaudet :  nempe  per  seculum  17  intelligendo  tempus  effluxum  ab 
initio  anni  1700  usque  ad  finem  anni  1799  (inclusive),  ita  cetera  intelli- 
gantur.  Decurrent  igitur  ab  anno  1600  (inclusive),  usque  ad  annum  2399 
(inclusive)  8.25  quadriennia,  adeoque  defluunt  quinque  literas  a  .£»*  inclu- 
sive  incipiendo ;  et  semper  retrorsum  in  circulo  eundo,  8 .  25  vicibus, 
nonnisi  sex  literis  propter  sex  secula  dicta  subtrahendis.  Est  vero 

8.25.5  —  6^994^142.7, 

itaque  septem  literEe  142-ies  decurrent  a  B  (inclusivei  incipiendo,  et 
retrorsuni  eundo  in  circulo ;  adeoque  annus  2399  litera  C  gaudebit,  et 
quidem  sola,  quum  bissextilis  non  sit ;  itaque  anni  2400  litera  Dominicalis 
ante  vicesimain  tertiam  Februarii  B  erit,  postea  vero  quum  hic  annus 
bissextilis  sit,  litera  Dominicalis  A  erit,  itaque  plane  uti  anno  1600.  Et 
patet  casum  eundem  redire,  a  2400  (inclusive)  usque  ad  3200  (exclusivej 
et  ita  porro, 

§.6. 
Litera  Dominicalis  luliana  pro  anno  Chrisli  «-to  est 


in  circulo  ab  A  antrorsum  numerando  :  id  est  n  per  quatuor  diviso, 
tantum  pars  quoti  integra  accipitur,  at  post  divisionem  per  septem  non- 
nisi  residuum  accipiendum  est. 
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Nam  cyclus  solis  incipit  novein  ante  Christum  natum  annis,  ita  ut  ab 
initio  usque  ad  nativitatem  Christi  novem  anni  effluxerint;  fuitque  annus 
is  in  cyclo  primus,  bissextihs,  Hteris  Dominicalibus  FG  gaudens,  adeo- 
que  et  annus  ultimus  Veteris  Testamenti  bissextilis  erat ;  et  quadrien- 
nium  novum  cum  nativitate  Christi  incepit,  fuitque  iFig.  277.)  anno  Novl 
Testaraenti  primo  liiera  Dominicalis  B.  ConsideTetur  anno  bissextiU 
semper  Htera  Dominicalis  parti  anni  posteriori  respondens  \quod  ei 
quoad  formulam  tenendura  est)  et  numeretur  prius  a  B  incipiendo  (inclu- 
sive)  in  circulo  retrorsum  eundo  (Fig.  278.)  usque  ad  liieram  Domini- 
calem  qua;sitam  fitem  inclusive),  et  si  duee  fuerint  in  anno,  posteriorem 
intelligendo.  Erit  anno  postremo  quadriennii  primi  a  nativitate  Christi 
incipiendo  litera  quassita  E^  itaque  (l .  4  +  i)-ta  a  B  retrorsum  ;  atque 
si  anno  ni-ti  quadriennii  postrerao  sit  Utera  Dorainicalis  ^?«  .4+ m)-ta, 
erit  quadriennii  («2-l-i)-ti  anno  postremo  litera  Dominicalis  item  a  B 
incipiendo  retrorsum  (4^ -1- w; -i-4 -Hii-ta  ;  id  est  [(«;  H- 1)4-1- /« -!-i]-ta. 
Si  igitur  annus  Christi  h— ,«.4-1-7'  (pro  /t,  v  integris,  et  )'<;4),  erit 
litera  Dominicalis  anno  n  respondens  (4/(  +  ?' -H  ^}-ta.  Est  autem 

4,(t  H- r -I- ,«  =  «  H sine  residuo, 

nam 

n  ~^^-\-  V,     et     ju  — ■ 


Est  vero  quEevis  litera  q-ta  (Fig.  279.)  a  B  retrorsum,  (10  —  y)-ta  ab 
A  antrorsum  ;  nam  sit  q^q'.y-i-q";  per  quodvis  raultiplum  ipsius  7  re- 
ditur  ad  Hteram  C  ante  B,  unde  item  a  B  incipiendo  nuraeratis  q"  literis, 
remanent  adhuc  7  —  q"  literie  usque  ad  B  lexclusive) ;  itaque  si  ab  A 
incipiendo  antrorsum  numeretur,  erit  Htera,  qu^  a  B  incipiendo  retror 
sum  ^"-ta  erat,  nunc  ab  A  incipiendo  antrorsum  (7  —  y"+3)-ta,  id  est 
10  —  ?")"ta,  quia  illis  7  —  q"  literis,  quse  reraanserant,  nunc  addi  B  et- 
liiera  Dominicalis  atque  A  debet.  Sit  ex.  gr.  litera  Dominicalis  F, 
erit  hiec  a  .5  retrorsum  quarta,  manebunt  literas  7 — 4  =  3,  et  eadem  ab 
A  antrorsum  (10  — 4)-ta  erit, 

Quod    vero    divisione    per   septem  facta,  nonnisi  residuum  accipi  de- 
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beal,  inde  patet,  quod  ab  A  incipieTido,  qiiotiescunque  deRuant  septeni 
literse,  semper  in  G  terrainetur,  atqne  iteni  ex  A  porro  antrorsum  nii- 
meretur.  Patet  etiam  hinc,  formulam  per 


7 
exprimi  posse,  et    si    hoc    residuum  o  sit,  literam  Dnininicalcin  G  esse. 
I.itera  Dominicalis  Gregoriana  autein  prodit  ex  luHana :  est  nempe 

.,  n  -+-       sine  res. 

■\  f  N—  3  ■     .  4 

A-{---^ ^-  smeres.  — ^res. 

4  7 

res.  —  -  -     --—  -  - 

7 


idenotante  N  seculi  numerum  omisso  excessu,  qui  supra  multipluni  ceii- 
tenarii  est).  Namque  anno  1582  litera  Dominicalis  ex  G  ad  quartam 
nempe  literam  C  (adeoque  tribus]  prosiliit ;  itaque  nisi  aha  mutatio  ad- 
veniret,  a  litera  Dominicali  luliana,  semper  tantum  tres  adhuc  antror- 
sum  numerari  deberent.  At  vero  quovis  tali  anno  seculari,  qui  e  bis- 
sextili  communis  fit,  litera  Dominicalis  non  duabus  literis  sed  una  t:in- 
tum  recedit;  ex.  gr.  si  BC  esset,  tantum  C  manebit,  adeoque  dum  hoc 
prjmo  evenit  anno  1700,  litera  Dominicalis  Gregoriana  prseterquam 
quod  tribus  Uteris  prosiUerat,  adhuc  una  prosiUet,  nempe  litera  Domi- 
nicalis  partis  anni  posterioris  non  recedet  in  B,  sed  in  C  (adeoque  una 
Utera  porroi  manebit.  Fietque  hoc  pro  quovis  taU  anno ;  itaque  ipsi 

;/ 
n  -I-       snie  res. 

10  —  res. :r_._._    .    . 

7 

addi  debet  3,  et  pra;terea  incrementiim  'pag.  331J  ipsius  .v  post  annum 
1600,  nempc 

•iinc  res.— lo 


4 


addendiun  erit.  Est  auteiii 
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t  -V-  ■  ■  ■  sine  res. 
4 

7 


4 


3:  A'--  \:      . 

—  4-1-'^  -^    siTie  res,— res.- 


Superius  ipag.  329'  dictuin  est  etiaiii  regulam,  qun  pleinluiiiiim,  qtiod 
in  Decreto  Concilii  Nicaeni  Pascha  determinat,  adeoque  Paschale  dici- 
tur,  computandum  sit,  deterininatam  esse.  Niniirum  nec  aequinoctiura 
vernale,  nec  pleniluniuui,  quod  iu  hoc  ant  postea  proxime  cadit,  astro- 
nomice  computatur :  sed  singulari  sagacitate  est  certus  camputiis  eccle- 
siasticus  stabilitus,  quo  iuxta  regulam  superiorem  ipag.  3281  fractionibus, 
quee  in  usu  civili  incommodas  essent,  neglectis  idonec  iu  integrum  ex- 
crescant',  variis  compensationibus,  certisque  oscillationibus),  iquse  ali- 
quando  etiam  duos  dies  eflicere  possunt',  ad  ingentem  tamen  annoruni 
seriem,  tam  novilimia  quam  plenilunia  Paschalia  exhibeantur. 

Fundamento  quidem  et  in  Calendario  Gregoriano  computus  lulianus 
inservit :  attamen  erroribus  huius  certo  modo  dicendo  correctis.  Com 
putatoque  noviluuio  tam  in  Calendario  luliano,  quam  in  Gregorjano,  it 
itlo  prodeunt  novilttnia  luliana^  in  hoc  Gregoriana  per  totum  annum 
atque  in  utroque  accipitur  plenilunium  decima  quarta  die  a  novilunio 
'id  est  dum  ^tas  luriEe  quatuor  decim  dierum  est':  iu  illo  pleniluniiriii 
lulianuin^  in  hoc    Gregorianutii. 

Intelligitur  autem  per  noviluniuin  tempus  coniunclionis  lunEe  cun 
sole,  et  tempus  ab  una  coniunctione  ad  proximam  vocatur  meinis  Syti- 
oiiicus  \  estque  hoc  numero  raedio  29  dierum  12  horarum  44  minuto 
rum.  Mensis  illuminationis  autem  est  ab  apparitione  novilunii  ad  pro 
xiinam.  Plures  Gentes  nocturnam  istam  lampadem  sequendo  annos  nu- 
merabant,  Excessus  12  mensium  solarium,  id  est  anni  solaris,  super  12 
menses  synodicos  lunares  numero  medioi  est  10  dierum  21  horarum 
II   minutorum.  Si  igitur  in  initio  prinite  lanuarii  novihmium    fuerit,    erit 
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ad  tinein  iinni  lunae  a;ta.s  lo  diennn  21  horaruni  ir  minutoiuni.  Dicitur 
stas  lunte  in  anni  cuiusdam  initio  cpacta  anni  illius.  Estque  epacta 
\.  astronomica^  eaque  vera  aut  media^  1.  hiliana  et  Gre^oriana  ;  dr 
quibus  iam  dicendum  venit. 

Si  cursus  Umse  numerum  niedium  dictum  sequeretur  perpetuo,  tum 
ex  unico  dato  facile  computarentur  anni  cuiusvis  noviluniti  :  at  nuUum 
corpus  cosleste,  quamvis  vicinnni  e.xiguumqne  sit,  Astrononios  magis 
ve.xat :  ratio  iiuius  est  perturbatio  virium  attractivarum  solis,  planeta- 
rumque  imaiorum,  ex,  gr.  lovls'  propins  venientium,  adeo  ut  nullus  ad- 
hucdum  cyclus  lunse  absolutus  notus  sit,  nempe  tempus,  quo  deflu.xo 
novilunia,  plenilunia,  eclipsesque,  plane  ita  se  invicem  excipiant. 

Cyclus  19  annornm  quidem  iam  pridem  adhibitus  est  :  nani  si  ex, 
gr.  prima  lanuarii  novilunium  fuerit,  post  19  annos  prlma  lannarii  ilem 
novilunium  erit,  sed  circiter  ^^  horis  raaturius,  si  nimirum  anni  luliani 
accipiantur.  Namque  tempore  19  annorum  eveniunt  235  Irinationes ;  et 
si  tempus  dictum  medium  astrononiicum  mensis  synodici  per  J35  nml- 
tiplicetur,  prodit   19  annis  luUanis  minus. 

Sunt  tamen  plures  cvcli  maiores  computati,  quo  maiores,  eo  exac- 
tiores. 

Epacta  luliana  anni  (i  est  letas  luna^  in  initio  anni  ^i.  Epacta  Gre- 
goriana  est  astas  hm£e  in  principio  anni  Gregoriani. 

Dicatur  illa  e  lin  sequentibus;,  h^ec  autem  E. 

Dantur  prseterea  etiam  epactae  menstruac  :  nempe  nuraerus  dierum 
epactie  anni  addendus,  ut  Eetas  hmse  in  initio  mensis  M  prodeat,  dicitur 
epacta   mensis  M, 

Si  vero  epacta  annua  .sive  Tuhana  sive  Gregoriana:  noniine  generali 
^E  dicatur ;  regula  novilunii  determinandi  sequens  posita  est  :  ut  si 
i£-l-»i  — 30  sit,  novihmium  primum  in  anno  sit  ^m-Hii-ta  lanuarii,  et 
quidem  luhanum  vel  Gregorianum  prouti  *£  est ;  abinde  vero  pro  e-C^S, 
ita  pro  E<i2S,  accipiautur  29  dies  usqne  ad  novilunium  proximum,  et 
postea  quoque  a  novilunio  ad  novihmium  usque  ad  finem  anni  semper 
hi  numeri  nempe  30  et  29  ahernent,  nempe  errore  circiter  dimidii  diei, 
dum  pro  una  lunatione  30  dies  accipiuntur,  recompensato  per    id,  quod 
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proxima  luiiatio  uno  iiiinor  accipiatur ;  pro  aliis  casibus  autem  (nempe 
dum  e  —  2^,  aut  e  —  o  adeoque  non  -caS,  aut  E  non  •<  25,  adeoque 
psorum  o,  29,  28,  27,  26,  25  alicui  aequalis  estj  a  primo  anni  novilunio, 
n  utroque  Calendario,  numeri  30  et  29  alternent,  sed  a  30,  non  a  29 
ncipiendo.  Accipitur  auteni  in  hoc  computo  dierum  Februarii  numerus 
28,  anno  bissextili  quoque. 

At  vero  hoc  pacto  epacta;  Gregoriana;  25  et  24,  novilunium  in  ali- 
quot  mensibus  ad  eandem  diem  indicant :  ex.  gr.  si  E=2^  sit,  cadet 
novilunium  primum  in  (30  —  25-i-i)-tam  lanuarii,  atque  pro  lunatione 
sequente  30  diebus  acceptis,  a  sexta  lanuarii  inclusive,  sequens  dies  no- 
vikmii,  quinta  Februarii  est ;  si  vero  £"—24,  cadet  novilunium  primum 
in  130-— 24-t-i  i-tam  id  est  septimam  lanuarii,  et  inde  inclusive  iam  29 
dies  pro  lunatione  accipiendo,  dies  sequens  novilunii  pariter  quinta 
P'ebruarii  erit.  Patebit  autem  inferius  epactarum  Gregorianarum  cyclum 
decemnovennalem  numeris  aureis  respondentium,  iuxta  secula  certa  lege 
variari :  atque  evenire,  ut  in  cyclo  seculari,  inempe  cyclus  per  totum 
seculum  maneti,  tam  epacta  Gregoriana  24,  quam  25  adsit ;  tum  vero 
ne  illa  inconvenientia  fiat,  ut  novihmium  ante  finem  cycli  decemnoven- 
nalis  in  eandem  mensis  diem  (imo  pluribus  vicibus)  cadat :  statutum  est, 
ut  in  hoc  casu  pro  E=2%  accipiatur  26,  adeoque  novilunium  uno  die 
maturius  ponatur,  quasi  epacta  26  esset ;  neque  enim  fieri  potest,  ut  tum 
etiam  26  in  cyclo  eodem  adsit ;  nam  quovis  seculo,  pro  quovis  numero 
aureo  prodit  £",  addendo  ipsi  e  quantitatem  constantem  a  eandem  per 
totum  seculum  (inferius  determinandara) ;  itaque  ut  24,  25,  26  prodeant, 
tres  epactas  lulianas  dari  oporteret,  quarum  quaavis  a  sequente,  unitate 
differat ;  non  dari  autera  tales,  percursis  epactis  lulianis  statim  exponen- 
dis  patet. 

§.8. 

Epactae  lulianae  in  cyclo  decemnovennali  modo  sequente  compu- 
tatse  sunt :  epactae  cuiusvis  anni  additur  11;  et  si  summa  <;30  fuerit, 
ipsa  accipiatur  pro  epacta  anni  sequentis  ;  si  summa  dicta  sit  >■  30,  tum 
id  quo  30  exceditur,  si  vero  summa  =30,  tum  o  accipitnr  :    subtrahitur 
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autem  e  summa  clicta  numerum  30  excedente  30,  adeoque  tempore  luna- 
tionis  maius,  ideo,  ut  corapensetur  evror  propter  1 1  dies  epactam  me- 
diaiii  astronomicam  superantes  (pag.  339). 

Numerus  (propteT  insignem  eius  in  determinatione  Paschutis  usumi 
aureus  anni  dictus  est,  qui  indicat  quotusnam  cycli  decemnovennalis  sit 
annus  is.  Incipere  ponitur  cyclus  decemnovennaHs  primo  anno  ante 
Christum  natuin,  nempe  regrediendo  ab  aliquo  dato,  eo  deventuin  est ; 
idein  de  cyclo  solis  anno  ante  Christum  nono  incipiendo  notandum  est 
ipag.  336). 

Respondent  autem  iuxta  regulam  dictam 

Numeris  aureis  12345678910 

Epactae  lulianae  8    19     o  11    22     3   14  25     6   17 

Numeris  aureis  11    12   13   14  15  16   17  18  19 

Epactae  lulianae  28     9  20     1    12  23     4   15  26 

Atque  etiamsi  epacta  media  astronomica,  nempe  10  dies  21  hor^ 
1 1  minuta,  per  singulos  annos  huius  cycli  decemnovennalis,  ab  epacta 
primi  incipiendo,  seinper  porro  addatur,  et  dum  summa  extequat  vel 
excedit  tempus  mensis  synodici  medium  inempe  29  dies  12  horas  44 
minuta),  residuum  pro  epacta  accipiatur,  quum  interea  una  lunatio  (cal- 
culo  medio)  defluat ;  atque  hoc  porro  usque  ad  finem  anni  undevicesimi 
continuetur,  ut  in  circulo  progrediendo  ad  novum  cyclum,  epacta  prirai 
anni  in  cyclo  sequente  prodeat :  fere  idem  prodibit,  si  ut  in  praxi  in 
casibus  analogis  fieri  solet,  dum  horarura  numerus  dimidium  diem  supe- 
rat  (saltem  exjequat)  pro  integro  accipiatiir,  et  si  dimidio  die  minor  sit, 
eo  anno  negligatur,  interea  vero  semper  cuivis  summse,  in  quam  epacta 
media  astronomica  excrevit,  10  dies  21  horae  11  minuta  addantur.  Atta- 
men  quum  cyclus  hic  deceranovennalis  iam  ad  finem  312 -H^  annorum 
die  aberret,  epacts  per  Gregoriura    modo    niox    dicendo    correctie  sunt. 

Patet  autem  ex  antea  dictis,  pro  quovis  numero  aureo  A  post  ter- 
tium,  esse  epactam  lulianam 

(^—3)11 
e  —  res.  ^  -  —  ; 

30 
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aam  aniio  tertio  est  epacta  o,  et  postea  quovis  anno  additur  ii,  et  duui 
multiplum  ipsius  ii  nuraerura  30  superat,  residuum  accipitur  ;  itaque  si 
post  tertium  sit  w-tus  annus,  et  w.ii  sit  —(/,30+)',  atque  m-tm  an- 
nus  post  tertium  sit  M-lus  in  cyclo  :  erit  anni  //i-ti  post  tertium,  id  est 
Jif — 31-ti  in  cyclo,  epacta  r;  namque  sive  simul  eximatuv  multiphiui 
ipsius  30  e  multiplo  ipsius  11,  sive  singillatim,  residuuni  ideni  manet. 
Pro  numero  aureo   3   quoque   valet  formula  :   nam   tum 

res.  -^        --  o, 

30 

nam  dal    quotuLn    o,  et    residuum  o.    Pro  nnmero  auico    i   autem   tit 

30  ^ 

;^  — 3.11  ■     22 

res.  ~'-       =  res.  --  --22; 

30  30 

nam  — 22  per  30  divisum  dat  o  pro  quoto  integro,  et  residuum  — 22; 
quod  si  ita  intelligatur,  ut  novilunium  22  diebus  intra  anui  initium  ca- 
dat,  hoc  sensu  epacta  erit :  atque  ex  eadem  computari  epacta  sensu  po- 
sitivo  quoque  potest ;  si  novilunium  annum  proxime  prsecedens,  a  priori 
30  diebus  distare  ponatur,  adeoque  epacta  positiva  Hat  30  22 --- 8,  uti 
in  cvclo  numero  aureo  i  respondet  epacta  8. 
idem  de  numero  aiireo  2  patet  ;  nempe 


„3,11 
30 


fit 


adeuque  novilunium  primum  intra    anni    initium    11    diebus  distat ;  atque 
epacta  positive  accepta  est  30  —  ii  =  kj. 

Est  igitur  epactas  negativas  quoque  admittendo 

lA  —  v  II 
e  —  res. 

30 

atque  hoc  pro  anno  Christo  ii-to  est  equale 


19 

30 
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quia  cycius  incipil  anno  prinio  ante  Christum  ;  itaque,  si  ;/  -H  i  multi- 
plum  ipsius  19  sit,  anniis  Christi  n-tm  erit  nndevicesimus  in  cyclo ;  si 
residuum  ex.  gr.  m  det,  post  certum  cyclorum  nuraerum  agetur  annus 
novi  cycli  w-tns. 

§■9. 

Epacta  GrcgoiiaNci  E  autem  ex  luhana  c  prodit  ;  nenipe  hlera  ,? 
aegjiatiofiem  solis  ipag,  33 1',  et  litera  I  aequatioucm  hinae  statim  dicen- 
dam  denotante,  est 

E.~e-i-  res.  =  res.  , 

30  30 

si  in  expressione  priore  valor  positivus  ipsius  e,  in  expressione  posteri- 
ore  vero  sive  positivus  .sive  negativus  accipiatur ;  at  si  valor  ipsius  t. 
negative  prodeat,  addatur  30,  et  positiva  fit ;  per  residuum  autem  intelU- 
gatur  id,  quod  manet  supra  quotum  integrum.  Formula  ipsius  i'  supra 
tradita  est ;  /  autem,  si  A' sensu  :pag.  331.  sumatur,  pro  A^  non  >i8  est 

8.A'-6.     ,  ,  , 

sjne    residuo, 

ea  cum  restrictione,  ut  si  residuum  >i},  fuerit,  quoto  integro  addatur  i; 
si  vero  jV>-i8,  tum  /  —  4+  '   sine  residuo,  addito  i  hic  quoque 

si  residuum  ^-ly.  Ralio  huius  est  sequens. 

I. 

C)uum  qiiovis  cycio  19  annorura  elapso  novilunium  tanto  maturius 
eveniat,  ut  elapsis  3124-  ^  annis  mumero  medio)  novilunium  uno  die 
maturius  fiat,  quara  methodo  luHana  indicatur :  error  iste  iuxta  Grego- 
rium  ita  corrigitur,  uf  tempus  illud  /,  quo  novilunium  ante  initium  anni 
Inliani    per    epactam    datum    reipsa    maturius    evenit,  epactEe    illius    anni 
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luliani  addatur,  ut  epacta  luliana  correcta  prodeat,  fiatque  e-\-  /  ex  e. 
Hinc  vero  epacta  Gregoriana  E  prodit  sic  :  sit  (Fig.  280.)  (5  initium 
anni  Gregoriani,  et  3  initium  anni  luliani ;  si  novilunium  in  H  fuerit, 
erit  manifesto  novilunium  in  Xi  ante  (5,  et  si  Xl<5  una  lunatione  fuerit 
minus,  erit  Xl<S  =  e -h  /  — .?  epacta  Gregoriana  ;  si  vero  21(5  una  luna- 
tione  maius  fuerit,  dividitur  Xi(5  per  30,  et  residuum  accipitur  pro 
epacta ;  nempe  in  hoc  computo  etsi  plures  iunationes  fierent  interea, 
omnes  30  dierum  accipiuntur,  quamvis  post  immania  tempora  hoc  quo- 
que  errorem  inducat. 

Si  vero  noviluniuni  in  Ti'  cadat  iFig,  281.),  tum  ZT^  erit  e-+-/,  et 
H'3  — 5  negativum  est,  atque  epacta  Gregoriana  negative  prodit  et  erit 
—  (5H',  quod  si  -<30  diebus  fuerit  iquod  heic  pro  tempore  unius  luna- 
tionis  sumiturt,  subtracto  <5Zl'  ex  30  diebus,  manebit  tempus,  quo  novi- 
lunium  ante  initium  anni  Gregoriani  proximum  evenit ;  sit  ex.  gr. 
t5H'-l- (5E  =  30  diebus,  erit  <3f  epacta  Gregoriana.  Si  vero  sub  (5H'  p!u- 
res  lunationes  evenerint,  pariter  dividendo  per  30  dies,  residuum  acci- 
pietur,  eritque  hoc  aut  o,  aut  negativum  ;  in  casu  primo  novilunium  in 
(S  cadet,  eritque  i?  — o,  in  postremo  pariter  novilunium  ipsi  (5  proxi- 
mum  inter  initia  anni  Gregoriani  et  luliani  cadens  indicabitur,  et  pariter 
ut  prius,  huic  epactae  Gregoriante  negativse  adduntur  30  dies,  ut  epacta 
positiva  prodeat. 

[I. 

Formula  superior  ipsius  /  autem  prodil  sic.  Anno  550  fuit  /— o;  si 
iam  pro  quibusvis  312 -4- ^  annis  /  incrementum  unius  diei  capiat,  incre- 
scet  /  ad  quatuor  dies,  elapsis  4(312-1--'-)  annis ;  quod  efficit  1250  an- 
nos,  quibus  si  addatur  550,  prodit  1800 ;  itaque  usque  ad  annum  Christi 
1800  fiet  /  —  4.  Hoc  autem  ita  distrlbutum  est,  ut  initio  seculi  octavi 
ponatur  /  =  i,  initio  undecimi  vero  2,  et  initio  decimi  quarti  3,  atque 
initio  duodevicesimi  4 ;  adeoque  prius  quibusvis  tribus  seculis  tribuatur 
unus  dies,  uti  ultimo  quatuor  postremorum.  Postea  autem  ab  anno  1800 
exclusive,  quibusvis  25  seculis  fit  ipsius  /  incrementum  aequale  octo  die- 
bus ;  nempe 
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(312+    ')8:^2500. 

Sunt  auteni  octa  hi  dies  ita  distrlbuti,  ut  quibusvis  tribiis  secnlis  a  duo- 
devicesimo  iexclusivej  numerando  dies  unus  tribuatur,  usquequo  quatuor 
postrema  25  seculorum  veniant,  et    octavus    dies    seculo    postremo  attri- 
buatur.  Idemque  continuatur. 
Hinc  auteni  si 

et  //  integer  sit,  atque 

/■  i^jn  .^-hi^  vel  I  aut  o,': 

//.25  seculis  conveniunt  8;/  dies;    8  1?« .  3 -hi  vel  21  vero  est 

—  24^-1- (8  vel  i6i  ----  2^/n  —  m  -I-18  vel  161; 

et  hoc  per  25  divisum  dat  quotum  integrum  ///  cum  residuo  8  vel  161—;«; 
atque  si  ipsi  ni  substituaiitur  valores  a  o  usque  ad  8  inclusive  'iieinpe 
/«^•S  esse  nequit,  quia  w.3>25  fieret,  et  si  /«  —  8,  fum  pr^ter  8.3 
neque  i  esse  potest,  nain  tum  8.3-1-1— 25  esseti,  patebit  regulam  in 
qiiovis  casu  valere ;  ex.  gr.   pro  ifj,  et  ///  --7,  crit  quoti  pars  concernens 

16    -7  9 

7-1 ■   '-^  7  -h    ^    ; 

adeoque  quum  residuum  9  non  sit  >*I7,  per  regiilam  ipsi  7  nihil  addi- 
tur.  Ita  pro  ceteris  valoribus  ipsius  ni  formulani  regulje  convenire,  et 
pariter  de  formula 

_8jA— 6.1     . 

25"      """^  "''■ 
patet. 

III. 
Quod  autem  ipro  e  sive  positivo  sive  negativo  ,  sive 

c  H-res.    -- 
30 


yGoosle 


34^  APPENDIX    TRIPLEX. 


e-Vl— 

30" 


accipiatur,  idem  sit,  patet  sic  :  e  prEemissis  apparet  .v  celerius  crescere 
quam  /,  quia  5  qoibusvis  quatuor  secuHs  tres  dies  crescit,  adeoque  24 
seculis  in  octo  dies  excrescit,  /  autem  25  seculis  crescit  totidem  inerape  8i 
dies;  et  .s  iam  seculo  7  fuit  ^quale  quatuor,  /  vero  (pagg.  331  et  3441 
nondum  fuit  unus;  itaque  si  tam  s  quara  /  ad  directionem  sagittEe  (uti 
omnia  hic  accipienda  sunti  inteiligantur,  semper  porro  iad  instar  pag.  14), 
etsi  circulus  quotiesvis  decurratur :  erit  /  —  s  seinper  negativum.  Sit 

l—s 

res. =  — ■  r, 

30 


'pro  r,  }n  positivisi;  erit  ipro  e  sive  positivo  sive  negativo/ 


l~s 

c -f- res.  -=e  — r; 

30 


c~\-l—s  c — /«.30—;- 

-—  res.  •^-    —  —  c 

30  30 


proditque  in  casu  positivi  <;  et  >-  /',  epacta  Gregoriana  e  — -r  positiva,  in 
casu  negativi  e  autem  erit  e  —  r  ipropter  c  <  30)  aut  —  —  30,  aut  erit 
:— —  30— r'  ipro  /''  positivoi;  si  prius,  tum  utraque  expressio  epactam 
o  dabit,  si  posterius,  tum  erit  epacta  Gre^'"or?'rt«(i  negativa  —  r',  adeo- 
que  30  —  r    erit  epacta  positiva  in  casu  utroque. 

§.  10. 

Faschatis  luliani  pro  anno  Christi  n-to  forniula  est  sequens  :  si  a 
prima  Martii  {siilo  veteri  dictO'  in  anno  luliano  numeretur,  ita  ut  per 
131+ m)-tam  Martii  intelligatur  ;«-ta  Aprilis ;  cadet  Paschatis  luhani  dies 
prima  (si  e  positive  expressum  sit^  in 
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sine  res.  \  , 

^ ___ — L   __  rf.i;  — ' 


-tam  Martii  'Stilo  veterii;  tenendo  : 

1.  quod  si  e>23  fuerit,  44-1-30  =  74  pro  44  accipi  debeat; 

2.  quod  si  parentheseos  posterioris  residuum  sit  aut  asquale  residuo 
parentheseos  prioris,  aut  eo  maior,  valori  totius  formulee  addi  debeat  7 ; 

3.  quod  si  alterutrius  parenthesium  dictarum,  aut  utriusque  seorsim 
residuum  o  sit,  pro  o  semper  7  accipiatur. 

Pro  e  >  23  nimirum  74  — «,  pro  e  non  >-23  autem  44- — c,  exprimit 
plenilunii  Paschahs  luliani  diem.  Namque  Ecclesia  cavendo,  ne  Pa- 
scha  cum  illud  in  ipso  plenilunio  vernaU  celebrantibus  ipag.  329;  coin- 
cidat,  ita  computum  instituere  conabatur,  ut  hoc  serius  prodeat ;  qua- 
propter  statutura   est : 

T.  ut  plenihinium  accipiatur  die  decima  quarta  a  die  novikmii  inclu- 
sive ;  sed 

2.  ut  dum  g^-^^,  adeoque  novilunium  Martii  primuni  in  [y^ — e-hn- 
tam,  plenilunium  autem  in  (30  — e -f-141-tam  Martii  cadens,  non  sit  Pa- 
schale,  nam  semper  anle  vicesimani  primara  Martii  cadat,  cui  affixum 
asquinoctium  positum  erat ;  etsi  sequens  lunatio  29  requireret,  pro  ea  30 
accipiantur;  manifesto  enim  in  hoc  casu  ad  novilunium  sequens  progre- 
diendum  est :  atque  hinc  fit,  quod  pro  30-4-14  accipiantur  30-1-14-1-30—74 

Pro  e  —  21,  fit  44  —  e--2i,  quod  plenilunium  Paschale  est  (pag.  3291, 
at  si  e>23  fuerit,  44  —  e  fit  <;2i.  Ut  vero  primum  Martii  novilunium 
prodeat,  epacta  annua  ex  30  subtrahenda  est;  nam  patet  facile  ex  ipag.  3391, 
epactam  menstruam  Martii  esse  o,  adeoque  a;tatem  lunee  in  initio  Martii 
eandem  esse,  quse  incipiente  anno  fuit. 

Parentheseos  prioris  residuum,  nempe 
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indicat,  quota  sit  litera  Dominicalis  ab  A  antrorsum  in  anno  n  (pag.  3351; 
parenthesis  posterior  autem  indicat,  quota  sit  litera  diei  plenilunii  Paschalis 
item  ab  A  antrorsura  numerando ;  unde  etiam  patet  dum  residuum  post 
divisionem  per  7  iit  o,  Jiteram  septiraam  G  denotari,  et  7  pro  o  acci- 
piendum  esse.  Nam  prima  Martii  iitera  D  gaudet  ipag.  332),  adeoque 
litera  plenilunii  Paschalis  prodibit,  si  ab  A  inclusive  numeretur  ultra 
literam  diei  plenilunii  tribus  antrorsum,  nam  D  post  A  tribus  literis 
porro  est ;  itaque  ut  prodeat  litera  plenilunii  PaschaHs,  tribus  literis  ultra 
nuraerum  diei,  iii  quem  cadit,  est  numerandum  ab  A  iucipiendo,  et  ad 
literarura  ordinera  in  circulo  progrediendo.  Atque  hinc  patet,  quod  si  a 
prima  Martii  usque  ad  diem  plenilnnii  Paschalis  (inclusivel  7  dies  se- 
mel  aiit  pluribus  vicibus  defluxerint,  residuum  ex  44  —  e  per  7  diviso 
indicet  literae  plenilunii  numerum  a  D  incipiendo;  atqne  si  3  addatur, 
numerus  Hterse  eiusdem  ab  A  incipiendo  prodeat. 

Si  iam  numerus  ii  literae  Dominicalis  maior  fuerit  numero  m'  iite- 
rae  Plenilnnii,  sitque  excessus  m,  erit  tum  m<ij,  quia  n'  non  >■  7, 
eritque  (44  —  eH-w-ta  Martii  dies  Dominica  prima  post  plenilunium 
Paschale.  Si  vero 

}i  =  m\ 

tum  pleniluniuni  iii  (iiem  Duininicam  cadit,  adeoque  7  dies  addi  de- 
bent,  uti  si 

/«'>■  n 

fuerit ;  nam  tura  plenilunium  ultra  diem  Dominicam  cadit  m  —  n  die- 
bus;  atque  ad  sequentera  literam  Dominicalem  plenilunio  proximam 
usque,  in  circulo  erunt 

7   -  im' —  «'!  -■-  7  +  n' —  ni' 

litera:.  Hoc  item  eodem  redit,  etsi  toti  valori  addatur  7. 


i  II. 

Paschatis  Gregoriani,  pro  epacta  E  positiva,  formula  est  sequens  : 
cadet  Paschatis  Gregoriani  dies  prima  anno  Christi  «,  in 
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l4_]_.v>     ..-.-J   sme  res.  —  res. 

-  res.  ^ —       -  —  — 

7 


—  res. - 

7 

-tam  Martii  .s7i7o  noro;  ea  cuiri  restrictione  quod 

1.  si  £';>  23,  pro  44  accipi  hic  quoque  30-1-44—74  debet ;  quia  ut 
dn  prEecedentibusi  iam  44  —  23 --=21  pleniluniura  Pasc!iaie  liuxta  dictal 
primse  Martii  proximum  dat ; 

2.  quod  [per  ea,  qua;  pag.  340  dicta  sunti  pro  A~"=  24  semper  25  ac- 
cipiatur,  et  dum  in  eodem  cyclo  seculari  24  et  25  adsunt,  pro  25  acci- 
piatuT  26 ; 

3.  quod  et  hic  si  terminus  tertin^  secundo  ^qualis  aut  eo  niaior 
fuerit,  toti  valori  addendum  7  sit;  atque  dum  residui  parentheseos  sive 
prioris  sive  posterioris  valor  o  est,  et  hic,  ut  ibi  7  accipiatur  pro  o. 

Ratio  e  prEecedentibus  inleiligitnr  :  quia  et  hic  terminus  primus  indi- 
cat,  in  quotamMartii//ewj7MHJMW  Gregorianum  cadat  in  anno  «  ^pag.  347}; 
secundus  terminus  autem  indicat,  quotanam  sit  litera  Dominicnlis  Gre- 
goriana  ipag.  338)  ab  A  incipiendo ;  tertius  autem  indicat,  quotanam 
litera  ab  A  incipiendo  sit  htera  plenilunii,  semper  antrorsum  numerando. 
Unde,  ut  in  prascedentibus,  reliqua  intelliguntur. 

^.  12. 
Formulae  sunt  pro  utroque  Paschate  necessnriae: 


_L9 
30 


E—e-hre?,. 
atque 

'~~"""25       ^■■'^■^-       -^      t  I  2^ 


,      8[iV--6i    .  ^  ,    8[iV-i8i     .  ., 

/~ snie  re.s.        et       4  H-     ■       ;.  sme  residuo, 
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observando,  quod  si  residuum  >- 13  (pro  N  non  >■  18)  vel  >  17  (pro 
^V^-iSi,  tum  quoto  integro  i  addatur  (pagg.  344—345:.  Est  quoque  Ipag.  331 1 

4 

quod  si  addatur  tempori  luliano,  stilus  vetiis  ad  navum  reducetui'. 
Quura  vero  ipsa  e  numero  undeviginti  sint,  maneantque  eadem,  in  quovis 
seculo,  addendo  /  — j,  coraputari  cyclus  Gregorianus  secularis  potest. 

Pro  seciilo  praesente    'iSoo- — 18991    autem,    in    quo    /=4    et   ,s-=i2, 
:ideoque  /■ — .s— — 8,  dicf^  prirtta  Paschatis  Gregoriani  lit 


I  15— res.  4  ^    .  j  J^pg^  52     ^  _j_3J 

52  —  e-i-res.-     -  ^  — res.  -'■ 

-ta  Martii  [stilu  novo, ;  nempe  fonnula  superior,  pro  quovis  seculo  compu- 
tatis  /  et  s^  ad  simpliciorem  reduci  potest.  Notandum  autem  quoad  for- 
mulam  hanc  seculi  prassentis  :  quod  si  e  sive  o  sive  i  sit,  in  forinula  pro 
52  poni  22  debeat ;  ad  valores  infra  9  ipsius  e,  (pag.  3491  applicando,  uli  pro 
e>%  adeoque  ^'<;23,  manere  secus  52  patet.  In  cyclo  prtesentis  seculi 
24  non  adest,  adeoque  hoc  respectu  attentione  non  indiget.  Pro  quovis 
seculo  autem  cyclus  decemnovennalis  Gregorianus  ex  /  et  j  facile  com- 
putatur  ipag.  343',  ut  videatur,  num  24  imo  simul  etiam  25  adsit  (pag.  3491. 
Exemplo  etiam  illustrare  haud  supervacuum  est.  Sit  pro  anno  18 10 
Pascha  Tulianum  computandum.  I.itera  Dominicalis  lutiana  prodit  per 
formulam  sic  :  addatur  ipsius   1810  pars  quarta  sine  residuo  ; 

1810 

2262, 

quod  divisum  per  7  residuum  i  dat,  et  10  —  1=  g,  atque  res.  ^  =  2,  adeo- 
que  htera  luliana  est  B,  et  litera    Gregoriana  est    G. 

Epacta  luliana  e  prodit  per  formulam  ipag.  342)  sic  ;   1810-H1  per  19 
divisum  dat  residuum  6,  e  quo  subtracto  3,  manet  3,  et  hoc  per  11  multi- 
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plicatumettumper3odivisumdatresiduum3  =  e;  et44 — e  — 41,  residuum  pa- 
rentheseos  primse  in  forinulaluliana  erat  2,residuum  parentheseos  secundas 
etiam  est  2,  quia  res.  "t  =6,  et  6  +  3  =  9.  Sed  dictum  est,  si  residuum 
posterius  inaius  priore  aut  ei  lequale  sit,  addendum  7  esse  ;  fiet  igitur 
Pascha  lulianum  (41+ 2  —  2-f- 7)  ^  quadragesima  octava  Martii  adeoque 
decima  septima  Aprilis  istilo  veteri^  seu  117 +  12)  —  undetricesima  Aprilis 
{stilo  novo). 

Pascha    Gregotinnnm  autem  prodit 

S2— 3 
__  res.  •  -1-3 

52  — 3-1-res.  ''^^-      ^■'— res,  ^  -^49  +  0  —  3; 

et  pro  o  ponendo  7  per  reguiani',  fit  49  +  7  —  3;  adeoque  Pascha  Gre- 
gorianum  stilo  novo  erit  quinquagesima  tertia  Martii,  id  est  vicesima 
secunda  Aprilis. 

Potest  formula  superior  ad  quemvis  cuiusvis  seculi  annum  modo  eodem 
apphcari. 

§■  13- 

(juamquam  aequinoctium  dictum  haud  astronomicum  sit,  et  hoc 
quoque  per  intercalationem  dictum  aUquando  a  vicesima  prima  Martii 
usque  ad  undevicesimam  et  vicesimam  tertiam  removeatur,  imo  et  dum 
Pleniluninm  astrunomicum  evenit  alicubi  diei  Sahbati  hora  ultima,  et 
ahbi  dies  Dominica  esse,  adeoque  Paschata  octiduo  differe  possent :  po- 
sita  tamen  lege,  in  rebus  sacris  deterniinata,  de  Cyclo  Paschatnm  dicere 
fas  est. 

Erat  'pag.  344'  anno  1800  asquatio  luny^  nempe  /=4;  qua;  abinde 
quibusvis  25  seculis  crescit,  ut  fiat  4  +  8  anno  4300.  Quibusvis  100  secu- 
lis  asquatio  soHs  nempe  ,y  crescit  3.25  dies,  quia  4  in  100  continetur 
vicies  quinquies,  et  quibusvis  4  seculis  se  invicem  excipientibus  a  qua- 
Hvis  incipiendo,  tres  dies  accedunt  ipsi  s.  Item  quum  ab  anno  1800  'ex- 
clusive)  quibusvis  25.100  annis  incrementum  ipsius  /  sit  8  dierum,  erit 
incrementum    ipsitis  l  —  s  quibusvis  100    secuHs    elapsis    32  —  75  —  —  43, 
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Itaque  ut  res.  ..q  iquod  quovis  seculo  epactis  luliaiiis  addi,  ut  Gregorianaa 
prodeant,  dictum  pag.  343  est)  fiat  aequale  o,  ad  minimum  tot  secula 
effluere  neceyse  est,  ut  /  — .J  = -■- 30.  43  fiat ;  it:ique  30,100  id  est  3000 
secula  requiruntur  ;  atque  tum  erit  res.  ,q"  plane  idem  quod  prius  erat, 
quuui  incrementum  eius  o  sit. 

Tncipiet  igitur  cyclus  ab  anno  i8co  'ipso  anno  i8co  e.xcluso,  dum  /--4 
factum  est;,  et  quidem  ita,  ut  priumm  seculum  abinde  in  anno  1900,  se- 
cundum  in  2000  ii^  .  .  .  atque  ter  millesimum  in  anno  301800  (nempe 
1 800  -h  300000.1  terminetur ;  eritque  novorum  3000  seculorum  primum 
seculum  in  :umo  301900  adeoque  pariter  in  anno  seculari  ante  bissextili 
terminatum,  ut  prius ;  quod  qualivis  multiplo  ipsius  300000  addito  ipsi 
1800,   redire  patet. 

Sed  ut  cyclus  epactaruni  Gregorianarum  prodeat,  nou  sufticit  res.  ■  ■„- 
eodem  ordine  defluere,  namque  £'=i;-l-res.  ,q  .  Itaque  necesse  est,  ut 
etiam  epactas  lulianse  simul  incipiendo  eodem  ordine  fluant :  at  vero  hoc 
quibusvis  19  aunis  eodem  redeundo  fluit  in  perpetuum.  Si  igitur  cvclus 
prior  per  19  multiplicetur,  idem  e  redibit,  eodemque  ordine  epacta; 
luiianEe  se  invicem  excipient.  Erit  igitur  cyclus  epactarum  Gregoriana- 
rum  19.  3000  seculorum  ;  quibus  effluxis  eodem  ordine  sequentur.  Atque 
e  dictis  ^pag.  349)  patet  etiam  plenilunia  Paschalia  iGregorianai  eodem 
ordine  semet  excipere  :  neque  autem  cyclus  minor  datnr  ;  quia  3000  se- 
culorum  numerus  erat,  nec   19  inter  factores  ipsius  3000  adest. 

Interim  hic  tantum  pleniluniorum  mon  Paschatum  Gregorianoruni) 
cyclus  est :  ut  hoc  fiat,  oportet  cyclum  illum  determinare,  quo  priraa 
lanuarii  Greg-oriani  in  seculo,  eadem  septimanse  die  incipiat,  seu  quum 
prima  lanuarii  semper  A  sit,  Utcrnc  Dominicalis  Gregorianae  cyclus 
queeritur.  Est  vero  ipag.  335}  hic  8  seculorum,  quem  igitur  certies  de- 
fluere  oportet ;  nempe  cyclum  dictum  19.3000  seculorum  per  8  mul- 
tiplicare  necesse  esset;  at  quum  8  metiatur  numerum  3000,  nianebunt 
pro  cyclo  Paschaium    Gregorianormn  119,3000  =  57000.  sectila. 

Cyclus  Paschatiim  lnlianornni  autem  nou  quoad  locum  absolutum 
respectu  puncti  fixi  in  alveo  fluentls  temporis  rotundo  ipag.  326;,  sed 
tantum  nominali  valore,  nonnisi   ad    Initium    anni  luUani    referendo  :    est 
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28  ,  19  =  532  annornm.  N;im  epactariun  cyclus  est  19,  et  cyclus  solis 
28  annorum  est, 

Si  vero  cvclus  ;ib  anno  1800  quajratur,  qno  ambo  Paschata  simnl 
quoad  punctum  ipag.  3261  pro  cerfo  iocj  fixum^  semper  eodern  ordine 
sequantur :  necesse  est  etiara  ,v  idem  redire.  Est  vero  anno  1800  lusque 
ad  finem  18991  ,s  — 12,  crescitque  usqne  ad  1900  (inclusive)  uno  die,  et 
quibusvis  quatuor  seculis  se  invicem  excipientibus  crescit  tres  dies : 
distantiaque  ab  initio  anni  luliani  decurrenda  in  circulo,  qui  nunc  sit 
eequalis  quantitati  365  dierum  anni  communis,  donec  ,?  iterum  idem  sit, 
tot  secula  reqnirit,  nt  365 — 12  =  353  *^''^s  efficiat  5.  Requiruntur  autem 
eo  ad  minimum  471  secula;  nam  353  =  3-117-1-2;  ad  3. 117  vero  re- 
quiruntur  4.117  =  468  secula,  qnod  cum  18  efficit  486  secula  :  et  quum 
488  bissextile  sit,  ad  dnos  dies  adhnc  tria  secnla  requiruntur  post  486; 
quia  quaternarius  seculornm  cum   19  incipit. 

Nerape  seculum  bissextile  potest  B  dici,  preecedens  vero  A^  illud 
autem  P  quoJ  post  bissextile  est,  et  illud  M  iquasi  mediumi  quod  inter 
post  et  ante  bissextile  est;  atque  si  quaternarius  secuiorum  in  A  inci- 
piat,  in  M  terminatur,  si  in  B  incipiat,  in  A  terminatur;  et  si  in  /^inci- 
piat,  in  B  terminatur,  sl  in  M  incipiat,  in  P  terminatur,  cuius  ratio  ha- 
benda  est :  in  casn  allato  post  1800  terminantur  468  secula  (adeoque 
48  6001  in  M\  atque  ut  adhuc  2  dies  accedant,  A^  B,  P  requiruntur,  nant 
in  B  nihil  accedit.  Nempe  series  seculorum  sequens  est :  MABPMA 
BPMABPM .  .  .  Eritque  annus  qutesitus  48  900. 

Itaque  dum  in  certo  puncto  p  iFig.  282.)  Gregorianis  ultima  Decem- 
bris  48  900  erit,  lulianis  prima  lanuarii  anni  48  goo  iis  bissextilis  erit ; 
atque  post  unum  diem  incipiet  Gregorianis  48  901  Gregorianis  neuter 
bissextilisi;  itaque  a  p  incipiendo  post  366  dies  terminabitur  Gregoria 
nis  48901,  luiianis  vero  annus  48  900. 

Patet  hinc  cyclum  desideratum  prodire,  si  cyclus  prior  (nempe  57000 
seculorumi  per  471    multiplicetur ;  quum  471  non  sit  factor  ipsius  57000, 
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APPENDIX   TRIPLEX. 


■   M- 


Pascha  lulianum  cuin  Gregoriano  coincidere  post  tale  seculum  nen- 
tiquam  potest  'donec  periodi  statim  referendae  adveniantl,  in  quo  5  sequatio 
solis  tanta  est,  ut  et  vicesima  prima  Martii  luliani,  si  ad  stilum  novum 
reducatur,  additis  7  ad  summuin  ut  proxima  Dominica  prodeat,  ultra 
Benedictum  (nempe  vicesimain  quintani  Aprilis  Gregorianii  cadat.  Ninii- 
rum  Pleniluniiim  Paschatis  Tuliaiii  initio  anni  Gregoriani  proxiraum 
in  vicesiraam  primam  Martii  stilo  veteri  cadit,  Pascha  Gregoriauum  vero 
(iuxta  regulam,  quod  non  praecedat  Marcum,  in  vicesiniani  primam 
Martii  cadentem,  nec  postcedat  Benedictiini,  nempe  vicesiniam  quintam 
Aprilisi  tunc  distat  ab  anni  initio  maxime,  dum  ii;'— 24,  adeoque  pleni- 
limiuin  Paschale  ~  74  —  25  ipag.  349)  —49)  cui  niaximuin  est  7,  quod 
additur.  Quum  igitur  .s  — 34  fiet,  nunquain  amplius  Paschata  coincidere 
poterunt,  usquequo  periodi  sequentes  adveniant.  Seculo  prEesente  patet 
iper  pag.  3491  pro  ^^23  coincidere  non  posse;  quum  formulEe  luliana; 
addi  s—ii  debeat,  ut  valor  uterque  iequalis  sit,  et  pro  «>23  in  for- 
mula   luliana   ex  44  fiat   74. 

§.15. 


in  illo  seculo  per  forraulas  patet  Paschata  orania  coincidere ;  nani  tum 
E=e,  et  prima  Martii  eadem  utrique  est.  QuEestio  exoritur,  quandonam 
hoc  fiat? 

Fiet  (in  §.  prascedentei  i'  — o,  in  quantum    anni  Gregoriani  et  luliani 
simul  incipient,  uti  si  abinde  s  crescat  17.365  dies,  atqiie  pro  5=0,  etiam 

/  / — 5  T  ,1 

res. —    =0,     ut     res,  —  O   esse    queat.  itaquc   quum  anno   looo  sit 

/  — jj-  =  —  8;  erit  lipsius  /  incremento  /'  dictoi 

^'~S  — 353  —  g  .  365 

res.       ---  ■    -  •^-■^— -    ^  --'  -    —o: 

30 

atque  hinc 
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Iir.    DE    CtlRONOLOGIA. 


Si  priiis  g—O  accipiatur,  erit  fe  prEecedentibus;  pro  471  seculis,  die- 
bus  2^1,  respondentibus,  /'—151  diebus;  quia  471  =  18.25  +  21,  atque 
8.18— 144,  cui  si  addantur  8  dies,  seculis  21  competentes  prodit  151. 
Fit  igitur  pro  hoc  casu  formula 


151-1 


atque  tum  coincident  priin:i  vice  Paschata  per  totuin  seculum.  Si  vero 
post  tempiis  istud,  dictis  353  diebus  respondens,  accedat  tempus  ^ .  365 
diebus  respondens,  et  respondens  increraentum  sequationis  lunje  /"  dica- 
tur:  expressio  prior  fiet  res.  ^  i  et  quaeritur,  quandonam  hoc 
=  0  fiat. 

Incipiet  post  primum  ,!  =  o,  tempus  7'  ad  incrementum  365  dierum 
ipsius  .!  requisitum  in  M,  desinet  in  A ;  abinde  secundum  incipiet  in  /i, 
et  desinet  in  Jif,  et  abinde  incipiens  in  A  in  /■'  desinet,  atque  item  in 
M  incipiens  in  A  desinet,  idemque  ordo  porro  erit :  nempe  incipient 
in  MBA  MBA,  desinent  in  AMI^  AMP,  requiretque  primum  486, 
secundum  et  tertium  487;  et  item  486,  487,  487  sequuntur  semper  porro. 
Eritque  quum  quodvis  T  in  seculo  A  vel  M  aut  P.  adeoque  Gregori- 
anis  cominuni  lulianis  bissextili  desinat,  s~o.  Itaque  id  tantum  quaeri- 
tur,  quandonam  res.  ^  '  "•  _  o    fiat;    tunc    enim  Paschata  per  totum 

seculum  coincident, 

Ad  finem  primi   7",  486  dat  /"1=155    lexcedentibus    2   seculis',  itaque 

/"—1.5  150 

res.  -  =  res.     -^     =o\ 

30  30 


at  pro  2T,  486  +  487  dabit  /"=311    lexcedentibus  2  secuHs);  itaqne 

—  2 . 

"Yo 


/" —  2.  ^  301 


nec  petito  satisfiet. 

Interim  etsi  nec  tequatio  lunte,  nec  solis  —  o;  sed  illa  —29,  ha;c 
—  I,  aut  illa  — I  h£ec  +1  sit :  coincident  Paschata  per  totum  seculum, 
lexcepto  uno  casu  in  quovis  cyclo  decemnovenali).  Nempe  dum  e  -- 2% 
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3^6  APPKXDIX    TRIPLiiX. 

in  casu  priore  fit  £'— 23  —  29  — -— 6,  adeoque  E  positive  iiccepta  erit 
30  —  6—24.  Erit  igitiir  ipag.  3491  pleniluniuni  Paschale  Gregariamim 
74  —  25  =  49,  plenilunium  lulianum  autem  44  —  23=- 21,  quod  ad  stilum 
novum  reducetur  addito  ,?  — —  i,  fietque  =20.  In  altero  casu  autem  pro 
£  =  25  fiet  plenilunium  lulianum  74 — 25^-49,  et  E  erit  =25 — i— 24, 
adeoque  plenilunium  Gregorinnum  erit  pariter  74—25^49,  sed  priori 
addi  s  —  i  debet,  ut  ad  stilum  novum  reducatur;  itaque  fieri  potest,  ut 
Paschata  haud  coincidant.  In  oinnibus  aliis  casihns  autem  coincident. 
Cogitetur  enim  pro  casu  priori  addi  30  ipsi  e  —  29,  ut  prodeat  E  posi- 
tive  ;  erit  e  —  29  + 30— ^'^^  e +1;  qno  pacto  cuivis  e  infra  23  addita 
imitate,  in  neutra  plenilunii  Paschalis  expressione  mutabitur  44  in  74; 
itaque  fiet  plenilunium  lulianum  ad  stilum  novum  rednctuni  44 — e — i, 
plenilunium  Gregorianum  antem  44  — f«-hi).  Pariter  si  e  snpra  23  fnerit, 
in  ntroque  erit  74  pro  44. 

In  altero  casu  autera,  si  e  infrii  25  fuerit,  per  snbtractioneni  unitatis, 
in  utroqire  manebit  44:  nempe  e  infra  25  sequens  est  23.  Idcm  de  nii- 
noribus  epactis  lulianis  valet;  et  pariter  si  e^^S  fuerit,  74  —  e-hi  erit 
pleniluniuin  lulianmn  ad  stilum  novum  rednctum,  et  74  — le— n  erit 
plenilunium    Gregorianum,  quia  E  erit  —e — i,  et  tnm  e — 1^23. 

Potest  autem  facile  computari,  quantumnam  fieri  q  oporteat,  ut 
VQS.^Q  =0  sit.  Seculorum  nempe  numeri  486,  487,  487  se  inviceui  per- 
petuo  excipinnt  ipositis  iis,  qnas  dicta  suntj,  et  numeri  quibus  multiplum 
ipsius  25  excedunt,  sunt  numeri  11,  12,  12  perpetuo ;  et  nonnisi  valores 
ipsius  q  tales  quasrendi  sunt,  ut  incrementum  ipsius  /  ex  his  excessibus 
exsurgens  multiphim  ipsius  30  sit,  adeoque  /  —  ,s-  per  30  divisnm  resi- 
duum  o  det. 

Seculo  pra;senteii8oo-  -i8gc)]  Easchafa  pro  numero  anreo%^,  11, 14, 19 
non  coincidunt;  nec  quod  pro  13  anno  1817  coinciderint,  ad  1836  conclu- 
ditur.  Marci  dies  (pag.  354!  includi  videtur,  sed  tabiiUs  excluditur;  facile 
vero  regula  adaptaretur,  Quaeri  conversim  pro  dictis  et  annus  potest. 
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RECENSIO  PER  AUCTOREM  IPSUM  FACTA. 


Horatii  versns  inverti  posse  videtur  ;  ncmpe  Uhi pauca  nitent^  pluri- 
bus  offendar  maculis  :  at  quum  has  hucusque  nonnisi  auctor  ostenderit, 
ius  obtrectandi  quoque  adhucdum  ei  soli  competit,  in  posterura  cuique 
manens,  qui  novas  detexerit.  Itaque  etsi,  sententia  mere,  dictatoria  repro- 
bantes,  ruinis  altiores  utcunque  despexerint ;  conscia  mens  recti,  non 
nitere  sed  tvTonum  evidentiam  desiderantium  vim  tempusqne  ad  ea  quse 
niteant  servare  studens,  haud  probrose  erubescat,  imo  quacunque  ma- 
cula,  quam  detergere  licebit,  nova  luce  gaudeat  :  recensens  novas  ujon- 
straturus,  facere  non    potest,  quin    indignetur,  auctoremqne  reprehendat. 

1.  Cur  tara  diu  versaverit,  quid  valeant  hnmeri;  donec  quod  iara  pri- 
dem   valuissent,   deraum  ferre  recusarint. 

2.  Cur  unicam  vitam  brevem  fere  per  omnem  ransan.un  nuraerum 
(quasi  polygaraia)  diviserit. 

3.  Cur  si  defuerit  otiura,  languens  iam  variisque  tamen  distractus,  ad- 
versis  omnibus  qus  tale  opus  desiderat,  ita  ediderit:  ut  siepe  quasi  per 
raptus,  non  amnis  constantis  naves  lerentis,  sed  rivi,  nunc  falci  viridem 
prasbentis  fundum,  mox  de  ccelo  exundantis  instar,   latus    esse    videatur, 

Multa,  donec  virens  vitae  arbor  resonat,  spes  rausarum  floret  :  sed 
fructus  aut  nullos  relinquit,  auL  boreas  carpit  immaturos,  ni  terra  cce- 
lumque  faverint,  desinenteque  philomela  in  oliva  cava  vigilet  ales  Palladi 
sacra.  Cum  vero  silvEe  calvas  mutEeque  frigorum  crysatillis  efflorescunt, 
atque  album  in  desertis  sopitse  naturas  tegmen  agitantes  venti  planctum 
incipiunt :  non  ahud  restat,  quam  brevi  post  tinnitura  cedere  scena,  cara- 
panisque  coraitantibus  domum  redire. 
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35^^  RECENSIO. 

Denique  tamen  eo  quEestio  redit :  num  ita  etiam  uti  est,  edidisse,  aut 
prorsus  oniisisse  prasstiterit?  Recensens  mi  fallatur)  rem  approbat :  sed 
forma  haud  contentus,  postulat,  ut  idem  ipr^sertim  in  T.  I.i  per  capita 
(iuxta  radicem,  truncum  coronamque,  pag.  i.  T.  I.*  subdivisionibus  etiam 
clare)  distinctum,  eaque  de  quibiis  postea  agendiim  est,  locis  reservando 
propriis,  correctius  prodeat;  quod  iam  utcunque  edito  hoc,  ingenium  con- 
veniens  otioque  gaudens  facllius  prsehtare  poterit ;  multa  rigorem  clari- 
tatemque  sectans,  ex  his  quoque  amplexurus,  etsi  insuetorum  signorum 
uti  Tom.  II.*  in  expl.  sign.  auctor  ipse  monet,  non  omnia  retinuerit. 
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A  P  P  E  N  D  I  X. 

SXJIENTIAM  SPATII    obsolute  veram    exhibens  - 

a  verilate    aut    falsitate  Axiomatii    XI    Eacltde' 

(o    priori    haud     unguam    decidenda)   in- 

dependentem;  adjecta  ad  casum  fal- 

sitaiis  ,   quadratura     circuh 

geometrica. 


Auctore  johannb   bolyai  de  eadera,  Geotnetrarum 
tn  Exercitu  Caesareo  Regin     Austriaco    Ca* 
Btreasium  Capitaneo. 
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EXPLICATIO  SIGNORUM. 


ab     denotet  complexum  omriium  punctorum  cum  punctis  a,  b  in  recta 

sitorum. 
ab  (I         rectEe  ^:^  in  a  bifariam  sectte  dimidium  illud,  quod  punc- 

tum  b  complectitur. 
tlbc  «         complexum  omniutn  punctorum,  quas  cum  punctis  a,  b,  C 

(non  in  eadem  recta  sitis)  in  eodem  plano  sunt. 
abf  «         plani  abc  per  ab  bifariam  secti  dimidium,  punctum  c  com- 

plectens. 
abc  i<         portionum,  in  quas  abc   per    complexum    rectarum  bS,  bc 

dividitur,  minorem  ;  sive  angulum^  cuius  ba,  bf  crura 

sunt. 
(^c^        fl         [si  5  in  abc  sit    et    ha,  cb    se    invicem    non  secent)  porti- 

onem  ipsius  abc  inter  bS,  hz,  a:    comprehensam ;    \><xch 

vero  portionem  plani  o^c  inter  oh,  cti  sitam. 
R       1         angulum  rectum. 
ab  """  cii  "        coh  =  acb. 

=       »         congruens.* 
x-^a     n         X  tendere  ad  limitem  a. 
O  r      »         peripheriam  circuli  radii  r. 
©  r      «         aream  circuH  radii  r. 
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3^3 


Si  rectam  ain  non  secet  plani  eiusdern  recta  b%  at    secet  qn^vis  bp    Fig.  i. 
(in  abn)  :  designetur  hoc  per 

bn  J  am. 

Dari  talem  bfl,  et    quidem    unicam,    e    quovis  puncto    b    (extra  "0111), 
atque 

bam-1-abit  non  >2i? 

esse  patet ;  nam  bc  circa  b  mota,  donec 

bam-Habc—  2R 

fiat,  bJ  aliquando  primo  non  secat  aiit,  estque  tunc  bc  '  aiti. 

Nec  non  patet  esse  bri  jj' em,  ubivis  sit  c  in  om  isupponendo  in  omni- 
bus  talibus  casibus  esse  om>-ae). 

Et  si,  puncto  C  in  aifl    abeunte  in  infinitum,  scmper  sit  cfi  =  cb  :  erit 
seraper 

c6b  =  {cb'Z'  <  nbcj ; 

ast  nbc--— o;    adeoque  et  a^b-^o. 


Si  bn  III  am  ;  est  quoque  zn  }\  am.  Fig. 

Nam  sit  &  ubicunque  in  macn.  Si  c  in  bit  sit ;  bo  secat  am  'propter 
bn  lil  am),  adeoque  et  S  secat  aiu ;  si  vero  c  in  bp  fuerit ;  sit  bq  j|l  c&  : 
cadit  bq  in  abn  (§.  J.l  secatque  am,  adeoque  el  ci?  secat  am.  Qusevis  CO 
igitur  (in  acn)  secat  in  utroque  casu  am  absque  eo,  ut  Cil  ipsam  ailt 
secet.  Est  ergo  semper  cn  i||  ain. 
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3^4  lOANNIS    BOLYAI 


§■   3- 

Si  taiii  br  quam  Cb  sit  '\  am,  et  c  non  sit  in  bl";  tiim  hx,  CS  se  invi- 
cem  haud  secant. 

Si  enim  bf,  c5  puncLum  &  commune  haberent ;  iper  §.  2.1  essent  br 
et  hs  simul    ill  QTn,  cacleretque  (§.  i.)  Jl§  in  &f  et  C  in  br  icontra  hyp,}. 


Si  lltan>-mab;  pro  quovis  puncto  b  ipsius  <^  datur  tale  c  in  am, 
«/  sit  bcm  =  nam. 

Nam  datur  (per  §.  i.)  bbm>-nam,  adeoque  mbp  =  ittan,  caditque  b  in 
itabp.  Si  igitur  nam  iuxta  am  feratur,  usquequo  afi  in  h^  veniat ;  ali- 
quando  afl  per  b  transiisse,  et  aliquod  bcin  — nam  esse  oportet. 


V   5- 

Si  bn  ;!!  am,  datur  tale  pitnctum  f  in  iSfn,  ut  sit  fnt  ^2=  bu. 

Nam  (per  §.  1.)  datur  bcm  >-cbn;  et  si  c<i  =  zh,  adeoque  ZC^hc;  patet 
esse  bciiKcbn.  Feratur  p  per  ec,  angulo  bpm  semper  u,  et  angulo  pbn 
semper  v  dicto ;  patet  u  esse  prius  ei  simultaneo  v  minus,  posterius  vero 
esse  maius.  Crescit  vero  u  a  bem  usque  bcm  continuo ;  cum  (per  §.  4.) 
nullus  angulus  >■  bem  et  ■<  bcm  detur,  cui  u  aliquando  =  non  fiat ; 
pariter  decrescit  v  ab  •^w  usque  cbn  continuo  :  datur  itaque  in  ec  tale  f, 
ut  bfm  — fbn  sit. 

§.  6. 

Si  bn  i!i  am,  atque  ubivis  sit  e  in  iS^  et  0,  in  hx^.:  tnm  gn !!!  em  et 
em !!!  gn. 

Nam  (per  §.  i.)  est  bn  !  em,  et  hinc  (per  §.  2.)  gn !!' ein. 

Si  porro  fin  r^  bn  (§.5.);  tum  mfbn  =  nbfm,  adeoque  (cum  bn|!|fmsiti 
etiam  fm  |'!  bn,  et  (per  prsec.)  em  'i  gn. 
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APPKNnix,  365 


V  7- 


Si  tam  hn  quam  Cf)  sit    \  am,  et  c  non  sit  in  6n :  est  etiam  h\x  11  cp. 

Nam  bft,  cj5  se  invicera  non  secant  (§.  3.');  sunt  vero  nm,  h\\,  cp  aut 
in  plano,  aut  non;  atque  in  casn  primo  am  aut  in  bncp  est,  aut  non, 

Si  am,  bn,  cp  in  plano  sint,  et  am  in  bncp  cadat ;  tum  quEevis  bq 
(in  nbc)  secat  iSm  in  aliquo  puncto  b  (quia  btl  ||i  am) ;  porro  cum  bm  |:  cp 
sit  {§,  6,),  patet  fe^  secare  cp,  adeoque  esse  bn  i||  Cp. 

Si  vero  bn,  cp  in  eadem  plaga  ipsius  am  sint ;  tum  altqua  earum  ex.  gr. 
cp  intra  duas  reliquas  bn,  dm  cadit ;  qusevis  bq  (in  nba)  autera  secat  aiTt, 
adeoque  et  ipsam  £p,  Est  itaque  h\\ , :  cp. 

Si  nxab,  mac  angulum  efficiant :  tum  cbu  cum  abtl  nonnisi  bfl,  ain 
vero  (in  ahxi)  cura  bfi,  adeoque  nbc  quoque  cum  ain,  nihil  commune  ha- 
bent.  Per  quamvis  bo  (in  nba)  autem  positum  bcS  secat  aiii,  quia  (propter 
hn  ili  atn)  bb  secat  am.  Moto  itaque  hcii  circa  hc,  donec  ipsam  am  prima 
vice  deserat,  postremo  cadet  bcb  in  bcit.  Eadem  ratione  cadet  idem  in 
bcj5;  cadit  igitur  bn  in  bcp.  Porro  si  br  '  cp ;  tum  (quia  etiam  atn  ili  cp) 
pari  ratione  cadit  br  in  bam ;  nec  non  (propter  bricp)  in  bcp.  Itaque 
bf  ipsis  mab,  pcb  commune,  nempe  ipsura  bit  est,  atque  hinc  bn  iil  cp. 

Si  igitur  cp  ,  am,  et  b  extra  clJm  sit :  tum  seclio  ipsorum  batn,  bcp, 
nempe   bll   est     ,   tam   ad  aJH,   quam  ad   cp.* 


Si  bn  lil  et  ^  cp  (vel  brevius  bn  iij  ^  cp),  atque  am  [in  nbcp)  rectam 
hc  perpendiculariter  bisecet;  tum  bn  |i|  ain. 

Si  enim  bfi  secaret  afif,  etiam  c^  secaret  am  in  eodem  puncto  (cum 
mabn  =  macp),  quod  et  ipsis  bfl,  Cp  comraune  esset,  quamvis  bn  iji  cp  sit. 
QuEevis  bG|  'in  cbn)  vero  secat  cp;  adeoque  secat  b^  etiam  atft.  Conse- 
quenter  h\\  ;|i  atn. 


.  Errata  Appendicis). 
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366  lOANMS    BOI.VAI 

i  9- 

5?  bll  I!i  am,  inapXniab,  atque  angulus,  quem  nhb  cum  nba  (in  ea 
plaga  ipsius  iriabn,  ubi  niap  est)  facit,  sit  <.R :  tum  map  et  nhb  se  invi- 
cem  secant. 

Nam  sit 

bam  =  A',  ac  ±  bu 

(sive  in  b  cadat  c,  sive  non\  et 

ce  J_  hn  (in  tib&); 

erit  i.per  hyp.j  acz<:.R,  et  afii.ce)  iii  aco  cadet.  Sit  ap  sectio  ■punclum 
a  comuuine  habcntiuin)  abf  et  amp;  erit 

ha\''  —  bam  —  R 

icum  sit  bamXiiiapi.  Si  denique  abf  in  abiti  ponatur  ta  et  b  manenti- 
biisi;  cadet  ap  in  aift;  atque  cum 

ac  ±  bii    et    af  <ac 

sit,  patet  af  intra  bii  terniinari,  adeoque  bf  in  abll  cadere.  Secat  autem 
bf  ipsam  ap  in  hoc  situ  (quia  bti  i'  ailli,  adeoque  etiam  in  situ  primo  ap 
et  bf  se  invicein  secant;  estque  punctum  sectionis  ipsis  iiiaj5  et  llb& 
commune :  secant  itaque  map  et  nbS  se  invicem. 

Facile  exhinc  sequitur  mop  et  nb^  se  niutuo  secare,  si  summa  inter- 
norum,  quos  cum  mablt  efficiunt,  <i2R  sit. 


§.    10. 

Si  tam   bll   quam   cp  sit   ;;=:iam;   est  ctiam   btl  ■!;  ^  cp. 

Nam  mab  el  lliac  aut  angulum  efficiunt,  aut  in  plano  sunt. 

Si  prius;  bisecet  qbf  rectam  oS>  perpendiculariter ;  erit  5ii  J.  ab,  adeo- 
que  bq  jj!  am  (§.8.);  pariter  si  efs  bisecet  rectam  ac  perpendiculariter, 
est  eri!!am;    unde    ^q  ,'i  er  (§.7.!.    Facile    hinc    (per  §.9.}    consequitur,  qfif 
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et  efs  se  inutuo  secare,  et  sectionem  fs  esse   ,'!  bq  (§.  7.),    atque    (propter 
bn  III  bqi  esse  etiam 

fsillbn. 

Est  porro  (pro  quovis  puncto  ipsius  fsj 

f6  =  ta  =  fc, 

caditque  fs  in  planum  tgf,  rectam  hc  perpendiculariter  bisecans.  Est  vero 
(per  §.  7.)  (cum  sit  fs!|bn)  etiam 

gt  '■:'  bn. 

Pari  modo  demonstratur  gt  /1  cp  esse.  Interim    gt  bisecat  rectam  bc  per- 
pendiculariter;  adeoque  tgbn  =  tgcp  (§.  r.)  et 

bti  |!|  ^  cp. 

Si  bn,  ain,  cp  in  plano  sint;  sit  (.ex/rf?  hoc  planum  cadens)  fs  |||  ^  am; 
tuni  (per  preec.)  fs !  1  ^  tam  ad  bn  quam  ad  qj,  adeoque  et  bn  ||t  ^  cp. 


Complexus  puncti  a,  atque  omnium  punctorum,  quorum  quodvis  b 
tale  est,  ut  st  bn  |i|  am  sit,  sit  etiam  bn  =2=0111;  dicatur  F:  sectio  vero  ipsius 
F"  cum  quovis  plano  rectam  am  complectente  nominetur  L. 

In  quavis  recta,  quse  ;'|  am  est,  F  gaudet  puncto,  et  nonnisi  uno; 
atque  patet  L  per  am  dividi  in  duas  partes  congruentes ;  dicatur  aift 
axis  ipsius  L\  patet  etiam,  in  quovis  plano  rectam  am  complectente, 
pro  axe  ani  unicum  L  dari.  Quodvis  eiusmodi  L,  dicatur  L  ipsius  am 
(in  plano,  de  quo  agitur,  intelligendo).  Patet  per  L  circa  ain  revolutum, 
F  describi,  cuius  atn  axis  vocetur,  et    vicissim   F  axi  ain   attribuatur. 

§.  12. 

Si  b  ubivis  in  L  ipsius  aifi  fuerit,  et  bii "  ^  am  (§.  11.);  tam  L 
ipsius  ain  et  L  ipsius  bR  coincidunt. 
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Nam  dicatur  L  ipsius  bn  distinctionis  ergo  /;  sitque  c  ubivis  in  /,  et 
cp  i|!  ^-  bri  (§.  1 1.) ;  erit  (cuin  et  bn ;!;  ^  am  sit)  cp  i||  ^  <X\\\  (§.  lo.),  adeoque 
c  etiam  in  L  cadet.  Et  si  c  ubivis  in  Z  sit,  et  cp  |||  ^  ain;  tum  cp  |||  ^  bn 
(§.  10.);  caditque  c  etiam  in  /  (§.  ii.i.  Itaque  /,  et  /  sunt  eadem ;  ac 
quaevis  bn  est  etiam  axis  ipsius  Z,  et  inter  omnes  axes  ipsius  L,  -"-  est. 

Idem  de  F  eodem  modo  patet. 


Si  bn  i'|  am,  cpiii^q,  et  bam-i-abn=2A^  sit\  tum  ctiam  &cp+ct'q=2A'. 
Sit  enim  ea  — eb  et  efm  =  &cp  (§.  4.};  erit  icuni 

bant  -h  abn  =  2  A  =  abn  -1-  abij 
sit: 

ebg  =  eaf ; 
adeoque  si  etiam  bg  =  af  sit, 

A  ebg:--i.A  eaf,  beg^aef, 

cadetque  g  in  ff.  Est  porro  gfm-Hfgn=2i?  (quia  cgb  — efa).  Est  etiam 
gn^iifin  [%.  6.1;  itaque  si  mfrs^pc^q,  tum  rs !'!  gn  (§.  7.I,  et  r  in  vel  extra 
fg  cadit  fsi  C&  non  =  f^,  ubi  res  iam  patet). 

I.  In  casu  primo  est  frs  non  >  (2./?  — l"fm  =  fgni,  quia  r5'l'fm;  ast 
cum  rs  i!i  gn  sit,  est  etiam  frs  non  <fgn;  adeoquc  frs  — fgn,  et 

rf  m  +  frs  =  gfm  +  f  gn  =  2R. 

Itaque  et  ^cp-t-C&q  =  2A. 

II.  Si  r  extra  fg  cadat ;  tunc  ngr^mfr,  sitque  niftjn.---=ng(il=i--Uifo  et 
ita  porro,  usquequo  fE  ^  vel  prima  vice  >fr  fiat.  Est  heic  fo  !1!  W  1!!  fm 
{§.  7.).  Si  t  in  r  cadat;  tum  fo  in  rs  cadit  (§.  i.);  adeoque 

rf  m  -f-  frs  =  Efm  -v  f  fo  —  ffni  -h  f  gn  =  2  A ; 

si  vero  r  in  IiE  cadat,  tum  i'per  I.)  est 

rijl  -\-  Ijrs  =  2R  =  rfm  -1-  frs  —  &cp  +  c&q. 
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Si  bn  III  am,  cp  ill  bq,  et  bont-i-abn<.2R  sti;  tum  etiam  &cp-t-c&q<2/i?. 
Si  enim  &cp-l-ct)q  non  esset  <;,  adeoque  (per  §.  r.)  esset  =2R;  tum 
■per  §.  13.1  etiam  bam-\-0,{m=2R  esset  icontra  hyp.)- 

i  15- 

Perpensis  §§.  13.  et  14.  Systema  Geometriae  hypothesi  veritatis 
Axiomatis  EucUdei  XI.  insistens  dicatur  2\  et  hypothesi  contrariae 
superstructum  sit  S.  Omnia,  quae  expresse  non  dicentur.,  in  2  vel  in 
S  esse;  absolute  enuntiari,  i.  e.  illa,  sive  S  sive  S  reipsa  sit,  vera 
asseri  ititelligatur. 

§.  16. 

Si  ain  5^'/  axis  alicuius  /. ;  tum  Z.  in  ^  recfa   ±  ain  est. 
Nam  sit  e  quovis  puncto  b  ipsius  L  axis  bn;  erit  in  2' 

baiit  -+-  abn  =  2bam  =  2R, 

adeoque  baiii  =  7?.  Et  si  C  quodvis  punctum  in  dh  sit,  atque  cp  jl!  ain ; 
est  (per  §.  13.)  cp  =q=  am,  adeoque  c  in  /,  i§.  li.i. 

In  S  vero  nulla  3  puncta  a,  b,  C  ipsius  L  vel  F  in  recta  sunt. 

Nam  aliquis  axiura  am,  bn,  cp  (ex.  gr.  aini  intra  duos  reliquos  cadit ; 
et  tunc  iper  §.  14,)  tam  bam  quam  cam<;/i. 


I  est  etiam  in  S  linea,  et  F  superfides.  Fig. 

Nam  iper  §.  ll.l  quodvis  planum  ad  axem  atn  (per  punctiiin  aliquod 
ipsius  F)  perpendiculare  secat  ipsum  F  \n  peripheria  circuli,  cuius  pla- 
num  (per  §.  14.)  ad  nullum  alium  axem  bfl  perpendiculare  est.  Revolva- 
tur  F  circa  bn;  manebit  (per  §.  12.)  quodvis  punctum  ipsius  F  in  F,  et 
sectio  ipsius  F  cum   plano   ad    bft   non    perpendiculari   describet   super- 
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ficiem :  atqui  F  (per§.  12.),  quascunque  puncta  a,  b  fuerint  in  eo,  ita 
sibi  congruere  poterit,  ut  a  in  b  cadat;  est  igitur  F  superficies  uni- 
formis. 

Patet  hinc  (per  §§.  11.  et  12,)  L  esse  lineam  uniformem.* 

Cuiusvis  plani,  per  punctum  a  ipsius  F  ad  axem  am  oblique  po- 
siti,  sectio  cum  F  in  S  peripheria  circuli  est. 

Nam  sint  a,  b,  c  3  puncta  huius  sectionis,  et  h\\,  cp  axes ;  facient 
ambn,  amcp  angulum;  nam  secus  planum  (ex  §.  16.)  per  a,  h,  c  deter- 
minatum  ipsam  am  complecteretur  (contra  hyp.).  Plana  igitur,  rectas  ah. 
ac  perpendiculariter  bisecantia  se  mutuo  secant  (§.  10.)  in  aliquo  axe  \t 
(ipsius  F),  atque  fb  — fa  — fc.  Sit  atjXfs,  et  revolvatur  fatf  circa  f&;  de- 
scribet  a  peripheriam  radii  ba,  per  b  et  c  euntem,  et  simul  in  F  et  abc 
sitam  ;  nec  i^  et  abc  prxter  O  ba  quidquam  commune  habent  (§.  16.). 

Patet  etiam  extremitate  portionis  fa  line^  L  (tanquam  radio)  in  F 
circa  f  mota  ipsam  O  tja  describi. 

§■  19. 

Perpendicularis  bt  ad  axem  h\\  ipsius  Z  (in  planum  ipsius  L  cadens) 
est  in  S  tangens  ipsius  L. 

Nam  L  in  bt  prseter  b  nullo  puncto  gaudet  (§.  14.),  si  vero  bq  in  tbri 
cadat,  tum  centrum  sectionis  plani  per  bq  ad  tbn  perpendicularis  cum 
F  ipsius  bfi  (§.  18.)  manifesto  in  b^  locatur,  et  si  bq  diameter  sit,  patet 
bq  lineam  L  ipsius  bfi  in  c|  secare. 

i  20. 
Per  qiiaevis  duo  piincta  in  F  linea  L  determinatur  {%%.  11.  et  18. 1; 
atque  (cum  ex  §§.  16.  et  19.  Z  perpendicularis  ad  omnes   suos    axes    sit) 


*  Dcnionstrationtm  ad  S  restringere  haud  necesse  est;  quum  facile  ita  proponatur,  ul  absolute  (pro 
t  ^)  valeat.  (Ed.  I.  Tora.  I.  Errata  Appendicis). 
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quivis  angulus  Llineus   in    f  anguio  planuyum  ad  F  per  criira  per- 
pendicularium  aequalis  est. 

§.21. 

Duae   lineae   Lformes   ap,  bu  in   eodem  F,  cum    tertia   Lformi  oh    Fi^ 
summam    internorum  <i2R  efficientes,  se  mutuo  secant    (per  cip  in  F 
intelligendo  /.  per  a,  p  cluctum,  per  ap  vero    dimidiiim    illud    eius  ex  a 
incipiens,  in  quod  p  cadit). 

Nam  si  am,  bn  axes  ipsius  F  sint;  tum  <xx\\p,  bn&  secant  se  invicem 
i§.  9.);  atque  ^  secat  eorundem  sectionem  (per  §§.  7.  et  11.);  adeoque 
et  ap,  bS  se  mutuo  secant. 

Patet  exhinc  Axioma  XI.  et  omnia,  quee  in  Geometria  Trigonometria- 
que  (plana)  asseruntur,  absolute  constare  in  F,  rectarum  vices  lineis  L 
subeuntibus  :  idcirco  functiones  trigonometricEe  abhinc  eodem  sensu  acci- 
pientur,  quo  in  ^' veniunt;  et  peripheria  circuli,  cuius  radius  Z,formis 
=  r  in  F,  est  —2Tir^  et  pariter  Q)r  (in  F)  = 'Jir^  iper  /[  intelligendo 
—  O  1  m  F,  sive  notum  3"i4i5926  .  .  .1. 


Si  ah  fiierit  L  ipsius  a\%  et   c   in    aitt;  atque  angulus  cab  (e  recta    Fig.  9, 
am  et  Zformi    linea  c^  composiins)  feratur  prius  iuxta  dh,  tum  iiixta 
b5  semper  porro  in  infnitum  :  erit  via  ch  ipsius  c  linea  L  ipsius  cin. 

Nam  (posteriore  /  dicta)  sit  punctum  quodvis  b  in  cb,  bn  ||j  cm,  et  b 
punctum  ipsius  L  in  tJii  cadens;  erit  bn  ^  am,  et  ac^bb,  adeoque 
t)n  ^  cm,  consequ.  b  in  /.  Si  vero  &  in  /  et  bn  jli  cm,  atque  b  punctum 
ipsius  L  ipsi  bn  commune  sit;  erit  am  ^  bii  et  cm  =^  tm,  unde  manifesto 
b&  =  ac,  cadetque  b  in  viam  puncti  c,  et  sunt  /  et  c6  eadem.  Designe- 
tur  tale  /  per  /  ||  L. 

§.  23. 

Si  linea  Z  formis  cbf  ||  abe  (§.22.),  et  ab  =  6e,  atque  am,  bft,   ep  sint    Fig.  9. 
axes;  erit  manifesto  cb  — bf;  et  si  quaelibet  3  puncta  a,  b,  c  fuerint  ipsius 


vGoosle 


3/2  rOANNIS    BOLYAI. 

'.\b,  ac  ab  =  n.cb:  erit  qiioque  ac~K.cf;  adeoque  (manifesto  etiam  pro 
ab,  ae,  bc  incomraenKurabilibusi 

ab  :  c^  —  ac  :  cf, 

estque  ab :  cb  ab  ab  independens  et  per  ac  prorsus  determinatum.  De- 
notetur  quotus  iste,  nempe  ab:cb  litera  maiore  eiusdem  nominis  (puta 
per  X],  quo  ac  litera  minuscula  i'ex.  gr.  x)  insignitur. 


§.  24. 

y 
Quaecunque  X  et  y  fuertnt ;  est  V— JC '^    i§.  23.). 
Nam    aut   erit    alterum    (ipsorum  x,  y)    multiplum    alterius    (ex.  gr.  y 
ipsius  x],  aut  non. 

Si  y  =  nx]  sit  x  =  ac  =  ca,  —  a,h  ^,  usquequo  ah~y  fiat;  sit  porro 
c&llgf  jilil;  erit  (§.  23.) 

X^ab:cb^cb:q,t^Qf:h[; 
adeoque 

_ab   _(abY 

"Ijl  "  U&  ^ 
sive 

Si  X,  y  mulipla    ipsius  t  sint,  puta 

x  =  w;;"     et     r  =  m'; 
est  (per  preec.i 

X=J",    V=/", 
consequ. 

Idem  ad  casum  incommensurabilitais  ipsorum  x,  y  facile  extenditur, 
Si  vero  fuerit  q:=y  —  x;  erit  manifesto    Q  =  V:X. 

Nec  non  manifestum  est,  in  ^  pro  quovis  x  esse  X~i,  in  J>'  vero 
X>-i  esse,  atque  pro  quibusvis  <::^,  oht  dari  tale  c^f  (|  ab^i,  ut  sit  c5f=ab, 
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unde  cimbn  =  amcp  erit,  etsi  hoc  illius  qualevis  multiplum  sit;  quod  sin- 
gulare  quidem  est,  sed  absurditatem  ipsius  S  evidenter  non  probat. 

§■   25, 

Ifi  quovis  rcctiiineo  triangulo  stint  peripheriae  radiorum  lateribus    Fig. 
aequalium,  uti  sinus  angulorum  oppositorum. 

Sit  enim  Qhc=^R,  et  am_Lbac,  atque  sint  bn,  cp.am;  erit  cabXambit, 
adeoque  (cum  cb  ±  h<x  sit)  cb  J.  ambn,  consequ.  cpbii  ±  ainbti.  Secet  F 
ipsius  cp  rectas  bn,  om  irespectivei  in  &,  e,  et  fascias  cpbn,  cpam,  bnam 
in  lineis  Zformibus  cb,  C',  hz\  erit  |§.  20.)  cb^  —  angulo  ipsorum  iibc, 
nbe,  adeoque  ~  R\  atque  pari  ratione  est  cc^  —  cab. 

Est    autem  (per  §.  21.)    in   Zlineo    triangulo    ce&    iheic    radio    semper 

—  r   posito) 

ec  :  bc  —  I  :  sin.  bcc  =  i :  sin.  cab. 

Est  quoque  (per  §.  21.1 

cc:5c=  Oec:  O  bc    va  F) 
=^Oac:Obc  \%.  18.1 ; 
adeoque  est  etiam 

Oac  :  O  bc  =  I  :  sin.cab; 

unde  assertnm  pro  quovis  triangulo  liquet. 


In  quovis  sphaerico  triangulo  .'iunt  sinus  laterum,  uti  sinus  angu- 
lorum  iisdem  oppositorum. 

Nam  sit  abc= /?,  et  ceb  perpendiculare  ad  sphserse  radium  oa;  erit 
cei5_Laob,  et  'cum  etiam  boc  ±  boa  sit)  c&±ob.  In  triangulis  CCO,  cbo 
vero  est  (per  §.  25.) 

O  ec  :  O  OC  ;  O^C—  sin.coe  :  1  :  sin.c0& 
—  sin.  ac  :  r  :  sin.  bc; 
interini  (§.   25,)  etiam 
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O  ec  :  O  bc  —  sin.  cje :  sin.  ceb ; 
itaque 

sin.  ac  :  sin.  bc  =  sin.  ciie :  sin.  cei  ; 

est  vero  cbe  =  A'  — cba,  atque  ceb  — cab.  Consequenter 

sin.  ac  :  sin.  bc  =  i :  siii.  a. 

E  quQ  promanans  Trigonometria  sphaerica  ab  Axiomate  XI.  inde- 
pendenter  stahilita  est. 

i   27. 

Si  ac,  kb  sint  Lah,  et  feratur  cah  iiixta  ah\  erit  [via  puncti  c  dicta 
heic  cb) 

cb  :  csb  ~  sin.  u  :  sin.?'. 

Nam  sit  &e±ca;  est  in  triangulis  abe,  a^b  (per  §.  25.': 

O  et* :  O  ab  :  O  ab  =  sin.  ?^  :  i  :  sin.  -y. 

Revoluto  bac&  circa  ac,  describetur  O  ab  per  b,  O  eb  per  b;  et  via 
dict^e  cb  denotetur  heic  per  0  cb.  Sit  porro  polygonum  quodvis  bfg  .  .  . 
ipsi  ©  ab  inscriptum ;  nascetur  per  plana  ex  omnibus  iateribus  bf,  fg  y, 
ad  ©  ab  perpendicularia,  in  ©  c&  quoque  figura  polygonalis  totidem  late- 
rura ;  et  demonstrari  (ad  instar  §.  23.)  potest,  esse 

cb  :  ab  =  Mi :  bf  =  hf :  fg  =  ■  ■  ■ , 
adeoque 

bh  +  M  -1 :  bf  -Hfg  H ~ci:ah 

Quovis  laterum  bf,  ftj,  .  .  .  ad  liniitem  o  tendente,  manifesto 

bf  +  fg  H -^  O  ab    et    bb  -h  Ijf  h —  O  e^. 

O  eCt :  O  ab  ^  cb  :  ab. 

O  eb  :  O  ab  —  sin.  u  :  sin.  v. 

cb:ab~sm.u:sm.v. 


Itaque  etiai 
Erat  vero 
Consequ, 
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Remoto  ac  a  bb  in  infinitum,  manet 

ct>:ab 

adeoque  etiam 

sin.  u  :  sin.w 

constans;  u  vero  —-R  (§.  i.'),  et  si  £)m  |||  bn  sit,  v^z;  unde  fit 

cb :  ab  =  i:sin.2^. 

Via  dicta  cb  denotabitur  per  cb  ||  ah. 


St  bn  jll  i  arn,  «/  c  /«  am,  «/17;/^  ac~x  sit:  erit  X  !§.  23.)  Fig,  13- 

=  sin.  u  :  sin.  v. 
Nam  si  c&  et  ac  sint  _L  btt  et  bf_Latn;  erit  (ad  instar  §.  27.) 

Ob\\  Oz^~  sin.  M  :  sin.  v. 
Est  autem  evidenter  b\  =  ai\  quamobrem 

O  ea  :  O  ^C  =  sin.  u  \  sin.  v. 

In  superficiebus  vero  /^formibus  ipsorum  ain  et  cm    (ipsum  aint>n  In 
ah  et  cg  secantibus)  est  (per  §.  21.) 

O  ea :  O  bc  =  ab :  cg  =  X 
Est  itaque  etiam 

jr=sin.M:sin.&. 

§.  29. 
;?;'  bam  =  -/?,  ab— jy,  e/  bn|||am  sit;  erit  in  S  Fig.  14. 

K=  cot.  —  u. 
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Nam  s!  fuerit  ab— ac,  et  cp  '!  am  (adeoque  btt  Hj  ="=  cpi,  atque  pc5=v|C(> 
datur  ^§.  19.)  t)5i.c'B,  ut  bs  ^i' cp,  adeoque  i§.  i.i  t^t '' cq  sit.  Si  porro  bc±t»5 
erit  (§.  7.)  I>5  ilj  bn,  adeoque  i§.  6.}  bn  |||  es,  et  (cum  bt 'I' cq  sit)  bq 'i',  ct 
consequ.  (§.  i.^  ebn=ebq. 

Reprjesententur,  bcf  ex  L  ipsius  bll,  et  fg,  &b,  cf  et  el  ex  /-formi 
bus  lineis  ipsorum  jt,  bt,  cq  et  et;  erit  evidenter  (§.  22.) 


itaque 

Fariter  patet 
esse.  Est  vero 
quapropter 
adeoque  (§,  24.1 
Est  demum    i§.  28,1 

consequ. 


t;g=bf^bE=lK; 
cg  =  2cb'=  2v. 
bg^  2bl  ^2z 
bc  — bg,— cg; 

y  =  z  —  v^ 

F=  2":  V. 

.  —  II    et    V  =  i:  sin.  l/i  ■ 
F=  cot.   ^   ;;. 


§■   30. 

Verumtamen  facile  iex  §.  25.1  patet,  resolutionem  problematis  Tri- 
gonometriae  planae  in  5,  peripheri^  per  radium  expressas  indigere ; 
hoc  vero  rectificatione  ipsius  Z,  obtineri  potest. 

Sint  ah,  cm,  c'm'J.af,  atque  b  ubivis  in  ab;  erit  i§.  25.1 


sin.  n:im.v=  Op:  Oy 

et 

sin.  u  :  sin.  ^''^  0/  :  0  y' 

adeoque 

^m.u   ^           sin.  u   ,-^    , 
sm.7'                 sm.v       -^ 

Est  vero 

tper 

§.  ^7 
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sin.  V  :  sin,  v'—  cos.  «  ;  cos.  u  ; 
consequ. 

sin.  u   ^  sin,  u'  ^    , 

COS.  W  -^  COS.  M         -^ 

seu 

Oy:  Oy'=Ung.u':tang.u~tan^.w  :tang.w'. 

Sint  porro  cn  |!|  ab,  c'n' |||  ab  et  cb,  c'&'  line^    Zforines  ad    ab  perpen- 
diculares;  erit  (§.  21.)  etiam 

Oy  :  Oy'=r:r', 
adeoque 

r :  r^  tang.  ?£' :  tang,  w  . 

Crescat  iam  /  ab  n  incipiendo  in  infinitum  ;  tiim  w-^^z  et  w''^z' ;  qua- 
propter  etiam 

r ;  r'=  tang,  z  :  tang.  z'. 

Constans  r:tang, ^  (ab  r  independens)  dicatur  /;  dum  y-^-^o,  est 


adeoque 

Ex  §,  29.  fit 

itaque 

seu  (§.  24,) 


t  tang.zi 


y     . 

tang.  2 


tang.^=        F-r-'); 


2^_ 

F-F- 


2yl ' 


Notum    autem    est,     expressionis  "istius    i.dum    y  ■~.6\    limitem    esse 

..___ —    .  gst  ereo 
log.  nat.  /  '  ° 

i — r  —  ;■      et       /=^~  27182818  .  .  . . 

log.  nat.  1 
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quffi  quantitas  insignis  hic  quoque  elucet.  Si  nempe  abhinc  i  illam  rectain 
denotet,  cuius  I=e  sit,  erit  r  =  tXa.iig.z.  Erat  autein  i§.  21.)  Ojv  — 27ir; 
est  igitur 

O  y  =  2m'tang.z  ^  m  {Y--  Y—'-)  ~ 

y  -  y-  jrv 

^m\e'-e     i )  ^  J^^  [V  -  Y-^) 

'  log.  nat.  Y  ^ 
fper  §.  24.). 

§■  31. 

Ad  resolutionem  omnium  triangulorum  rectangulorum  rectilineorum 
trigonomelricam  (e  qua  omnium  triangulorum  resolutio  in  promtu  esti 
in  5  3  Eequationes  sufficiunt:  nempe  [a,  b  cathetos,  c  hypotenusam,  et 
«,  ji  angulos  cathetis  oppositos  denotantibus)  sequatio  relationem  expri- 
mens  primo  inter  a,  c,  «,  secundo  inter  a,  a,  /i,  tertio  inter  a,  b,  c; 
nimirum  ex  his  reliquae  3  per  eliminationem  prodeunt. 

I.  Ex  §§.  25.  et  30.  est 

I  :  sin.«  =  i  C—C-'^):  [A  —  A—^)  ■=  {e~^  -—  e~^)  :  {e~^—e~~^)\ 

'.asquatio  pro  a,  c,  a). 

II.  Ex  §.  27.  sequitur  isi  /:?in 'H /tt  sitl 

cos.  a  :  sin.  (3=  i  \  sin.  u  ; 
ex  §.  29.  autera  fit 

I :  sin.u=    -\A-\-A-'^]; 
2  ' ' 

itaque 

cos. u : sin. i^  =  —  {A-v-A -')  =^  —  [e'^e     '  i ; 
'        2  '       2  ^-  ' ' 

i.squatio  pro  a,  /3,  a). 

III.  Si  aa  }^(3ay,  atque  i^ji'  et  //'  fuerint  ||  aa,  i,§.  27. j,  atque 
li' a  y  A- aa  ;   erit  manifesto    uti  in  §.   27.) 

K  =  -.-'-=^lA  +  A-'), 
yy  sin.  m  2   ' 

<=   '-iB+B-), 
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consequ. 

sive 

e  '  -\~e     '  ^-  -  (e^  -he     '  ]  (e^  -he     ' ); 
(sequatio  pro  a,  d,  c). 

Si  -yaS—R,  fct  f}Sl.ad  sit;  erit 

Oc:  0«  =  l:sin.  a, 
et 

adeoqne  \'0x-  pro  qiiovis  x  factum  O^.C'^  denotantei  raanifesto 

O  «'  H-  O  ^  ^  O  C. 

Est  vero  (per  §.  27,  et  II, i 

Od=Ob.  —  {A-\-A  -'), 
consequ. 

c  _  c  r         —  -  —  'L  -H  'L 

alia  sequatio  pro  a,  b,  c  (cuius  membrum    secundum    facile    ad  formar 
symmetricam  seu  invariahilem  reduciturl. 
Denique  ex 

cos.  a  i   I  A         A    ,< 

--. — 77-  —  —  (A-hA  'i 

atque 

'^°<'J  =  ±iS  +  B-) 
sm.  a  2 

fit  (per  III. I 


cot.  ct  cot./:^  =  —  [e'  -\- e     '); 
lEequatio  pro   «,  /:?,   c). 
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Restat  adhuc  modum  prohlemata  in  5  resolvendi  breviter  ostendere, 

quo    (per   exempla   magis    obvia)    peracto,    deraum    quid    theoria    hsecce 
prEestet,  candide  dicetur. 

I.  Sit  ah  iinea  in  plano,  et  y=f\x\  ^quatio  eius  ipro  coordinatis 
perpendicularibusi,  et  quodvis  increraentum  ipsius  z  dicatur  dz,  atque 
incrementa  ipsorum  ;c,  y,  et  arcEe  u,  eidem  dz  respondentia,  respective 
per  dx,  dy,  du  denotentur ;  sitque  blj  I|  cf,  et  exprimatur  (ex  §§.  31.  et  27.1 
-j±-  per  y,  ac  quasratur  ipsius  -/-  Umes  tendente  dx  ad  limitem  o, 
iquod,  ubi  eiusmodi  liraes  quaeritur,  subintelligaturl :  innotescet  exinde 
etiam  limes  ipsius  -tl"  1  adeoque  tg.  bbg;  eritque,  (cum  Ijbc  manifesto 
nec  >  nec  <  adeoque  =  R  sit),  tangens  in  b  ipsius  bg  per  y  deter- 
minata. 

II,  Demonstrari  potest,  esse 

dz' 
~dy^W^^^- 

dz 
Hinc  limes  ipsius  --,— ,  et  inde  z  integratione    (per  x  expressum)  re- 

peritur. 

Et  potest  lineEe  cuiusvis  in  concreto  datae  asquatio  in  S  inveniri, 
ex.  gr.  ipsius  L 

Si  enim  am  axis  ipsius  L  sit;  tum  qua;vis  cc  ex  am  secat  Z  icum 
per  §.  19  qnasvis  recta  ex  a  praster  am  ipsum  L  secet) ;  est  vero  isi  bfi 
axis  sit) 


atque 

unde  fit 
seu 


X^i:  sin.  zhw  {%.  28.1, 
F=cot. —  cbn  [%.  29.1 
F=  X^  VlC^~i 
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jequatio  CjUEesita.  Erit  hinc 


atqui 
adeoque 


ax 
dx 


atque 

unde  per  integrationem  invenitur 

z  =  t{X^--i\^  —  zcot.  cbrt 
(uti  §.  30.). 

III.  Manifesto 

dx  dx     ' 

quod    (nonnisi  ab  y  dependensi    iam    primum    per  y    exprimendum  est ; 

unde  u  integrando  prodit. 

Si  oSy=p,  ac  — y,  et  C&  =  r,  atque  cab&C  =  .s  sit;  poterit    (uti  in  II,)    Fig.  12, 

ostendi  esse 

ds_ 

dq    ~'  ' 


quod 

atque  integrando 


?  -_    ? 
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Potest  hoc  absque  integratione  quoque  deduci. 

Aequatione  e,  g.  circuli  iex  §.  31,  III.),  rectae  lex  §.  31,  II.),  sectio- 
nis  coni  (per  pTjec.)  expressis ;  poterunt  arete  quoque  his  lineis  ciausse 
exprimi. 

Palam  est,  superficiem  t  ad  figuram  planam  p  fin  distantia  q)  ||  lam 
esse  ad  p  in  ratione  potentiarum  secundarum  linearum  homologarum, 
sive  uti 


Porro  computom  soliditatis  pari  modo  tractatum,  facile  patet  duas 
integrationes  requirere  (cum  et  differentiale  ipsum  hic  nonnisi  per  inte- 
grationem  determinetur) ;  et  ante  orania  solidum  a  /  et  /  ac  complexu 
omnium  rectarum  ad  /  perpendicularium,  fines  ipsorum  /,  t  connecten- 
tium,  clausum  quxrendum  esse.  Reperitur  solidum  istud  (tam  per  inte- 
grationem  quam  sine  ea) 

Superficies  quoque  corporum  is  S  determinari  possunt,  nec  non  cur- 
vaturae,  evolutae,  evolventesque  linearum  qualiumvis  £5'.  Quod  curva- 
turam  attinet;  ea  in  S  aut  ipsius  Z  est,  aut  per  radium  circuli,  aut 
distantiam  curvse  ad  rectam  ||  Ise  ab  hac  recta,  determinatur ;  cum  e 
prEecedentibus  facile  ostendi  possit,  prEeter  /.,  lineas  circulares,  ac  rect^ 
II  las,  nullas  in  plano  alias  lineas  uniformes  dari. 
IV.  Pro  circulo  est  (uti  in  III.) 

d  Q)  X         -^ 

,  '—  J  X, 

dx 

unde  (per  §.  30.)  inlegrando  fit 

0  x  — 7ri'{e'  —  2  +  g     '■  1. 

Fiu-.  9.  V.  Pro    area    cab&C— ?;    ilinea    Z  formi    ab  =  r,  huic    ||  la    c^=y,  ac 

rectis  ixc.  Vt  —  x  clausa)  est 
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du 

u  —  ri{i — e     '  ]. 


Crescente  x  in  infinitum,  fiet  in  6*  e  ' -— o,  adeoque  w—ri.  Per 
quaHtitatem  ipsius  mabit  in  posterum  limes  iste  intelligetur, 

Simili  modo  invenitur,  quod  si  p  sit  figura  in  F\  spatium  a  ?>  et 
complexu  axium  e  terminis  ipsius  p  ductorum  clausum  ^  -pi  sit. 

VI.  Si  angulus  ad  centrum  segmenti  2  sph^ree  sit  2m,  peripheria 
circuli  maxJmi  sit  /,  et  arcus  fc  (anguli  u\  —x\  erit  (§.  25.} 


_  pdu^ 


et  hinc 

I :  sin,  u  ~p  :  O  hc, 

Obc=p  sin.?i. 

Interim  est 

271   ' 

Est  porro 

^:-""^' 

et  hinc 

dz             f     . 
-,— '■— --f—  sm.  w, 

du               271 

unde  (integrandoi 

sin.  vers.  u    ,,. 

Cogitetur  F  in  quod  p  (per  meditullium  f  segmenti  tTansiensl  cadit; 
planis  fem,  cem  per  af,  ac  ad  F  perpendiculariter  positis,  ipsumque  in 
feg,  ce  secantibus ;  et  considerentur  L  formis  c^  (ex  c  ad  feg  perpendi- 
cularis)  nec  non  L  formis  cf ;  erit  (§.  20.) 

ccf  —  M, 
et  (§.  21.) 

fb  sin.  vers.  u 

p  271  ' 
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adeoque 


Ast   ;§.  21.) 
itaque 

Est  autem  '§.  2 1 
consequ. 


ir  =  fb.A 

f  =  7t.\ili, 

2  —  ;r .  f  b .  fbg. 

f&.fbg^fc.fc; 
5:^7t.fc.fc=^0fc  in  K 
Fig.  J4.  Sit  iain  bj  — cj  =  r;  erit  i§.  30.1 

adeoque  (§.  21.) 

0  2r  iin  /--)   ^  TT^  i  F—  V-')\ 
Est  quoque  (IV.) 

0  2_y  =  m"-  ( F^—  2  +  V-') ; 

igitur  0  2r  (in  J^)   —Q)  2y,  adeoque   et  superficies  z  segmenti  sphaerici 
aequatur  circulo,  chorda  fc  tanquam  radio  descripto. 
Hinc  tota  sphserse  superficies 

.=  0fg:=fftg.;^r=-^, 

suntque  superficies  sphaerarum,  uti  secundae  potentiae  peripheriarum 
earundem  maximarum. 

VII.  Soiiditas  sphaerte  radii  a:  in  5  reperitur  simili  modo 

=  —  ni^  [X'^ — X~"^\  —  27Ti'x  ; 

2 

Fig.  12.    superficies  per  revolutionem  line^  cb  circa  ab  orta 
=  ±„ipiO-Q-], 
et  corpus  per  cab&C  descriptum 

=  ^my{Q-Q-r. 
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Quomodo  vero  omnia  a  ( TV.)  hucusque  tractata  etiam  absqiie 
integrattone  perfici  possint,  brevitatis  studio  supprimitur . 

Demonstrari  potest,  omnis  expressionis  literam  i  continentis  (adeo- 
que  hypothesi,  quod  detur  i,  innixse)  iimitem,  crescente  i  in  infinitum, 
exprimere  quantitatem  plane  pro  2  (adeoque  pro  hypothesi  nullius  i), 
siquidem  non  eveniant  aequationes  identicae.  Cave  vero  intelligas  pu- 
X2C!:\,.systema  ipsum  variari  posse  (quod  omnino  in  se  et  per  se  deter- 
minaium  est)  sed  tantum  hypothesin,  quod  successive  fieri  potest,  do- 
nec  non  ad  absurdum  perducti  fueriimis.  Posito  igitur,  quod  in  tali  ex- 
pressione  litera  i  pro  casu,  si  S  esset  reipsa,  illam  quantitatem  unicam 
designet,  cuius  I—e  sit;  si  vero  revera  2  fuerit,  iimes  dictus  loco  ex- 
pressionis  accipi  cogitetur :  manifesto  omnes  expressiones  ex  hypothesi 
realitatis  ipsius  S  oriund^  (hoc  sensu)  absolute  valent,  etsi  prorsus 
ignotum  sit,  num  2J  sit,  aut  non  sit. 

Ita  e.  g.  ex  expressione  in  §.  30.  obtenta  facile  ;'et  quidem  tam 
difFerenliationis  auxiHo,  quam  absque  eo)  valor  notus  pro  2""  prodit 

O  :t  —  27tx  \ 

ex  1.  i§.  31.    rite  tractato,  seqiiitur 

I :  sin.  a  =  c:a; 


.   ---  =  r      adeoque     «  +  /*=« 
sm.  /:/        '  ^ 

sequatio  prima  in  III.  fit  identica,  adeoque    valet  pro  2",  quamvis    nihil 
in  eo  determinet;  ex  secunda  autem  fluit 


Aequiitiones  notac  fundamentales  trigonometriae  planae  in  2. 

forro  inveniuntur  iex  §.32.1  pro  2^  area  et  corpus  in  III.,  utrumque 

ex  IV. 

0-T  =  ;«'i 
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ex  VII.  sphEera  radii  x 

—  3 

Sunt  qnoque  theoremata  ad  fineni  'VI.)  enuntiata  manifesto  incondi- 
tionate  vera. 

%■  33- 

Superest  adbuc,  quid  theoria  ista  sibi  velit,  (in  §.  32.  promissum)  ex- 
ponere. 

I.  Num  1'  aut  5  aliquod  reipsa  sit,  indecisum  manet. 

II.  Omnia  ex  hypothesi  falsitatis  Ax.  XI.  dedncta  (semper  sensu 
%.  32.  intelligendo)  absolute  valent,  adeoque  hoc  sensu  nulli  hypothesi 
innituntur .  Habetur  idcirco  trigonometria  plana  a  priori,  in  qua  sohim 
systema  verum  ignotum  adeoque  solummodo  absolutae  magnitudines 
expressionum  incognitEe  manent,  per  unicum  vero  casuin  notum,  raani- 
festo  totum  systema  figeretur.  Trigonometria  sphterica  autem  in  §.  26. 
absolute  stabilitur.  (Habeturque  Geometria,  Geometri^  plan^  in  ^''pror- 
sus  analoga  in  F\. 

II!.  Si  con.slaret  1'  esse,  nihil  hoc  respectu  amplius  incognitnm  esset  ; 
si  vero  constaret  non  esse  S,  tunc  (§.31.)  (e.  g.}  e  lateribus  x,  y  et  an- 
gulo  rectilineo  ab  iis  intercepto,  in  concreto  datts  manifesto  in  se  et  per 
se  impossibile  esset  triangulum  absolute  resolvere  {i.  e.)  a  priori  determi- 
nare  angulos  ceteros  et  rationem  lateris  tertii  ad  duo  data;  nisi  X^  Y 
determinentur,  ad  quod  in  concreto  haberi  aliquod  a  oporteret,  cuius  A 
notum  esset;  atque  tuin  i  unitas  naturalis  longitudinum  esset,  (sicuti 
e  est  basis  logarithmorum  naturaliura).  Si  existentia  huius  i  constiterit; 
quomodo  ad  usum  saltem  quam  exactissime    construi  possit,  ostendetur. 

IV.  Sensu  in  I.  et  II,  exposito  patet,  omnia  in  spatio  methodo  re- 
centiorum  Analytica  lintra  iustos  fines  valde  laudandal  absolvi  posse. 

V.  Denique  lectoribus  benevolis  haud  ingratum  futurum  est;  pro 
casu  illo,  quodsi  non  ^  sed  S  reipsa  esset,  circulo  cCquale  rectilineum 
construi. 
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§■    34- 


Rx  ^  ducitur  &in  1  an  mado  sequente. 

Fiat  ex  & 

^b  _L  an ; 

erigatur  e  puncto  qnovis  aliquo  a  rectfe  ah 

ac  X  aii  (in  bbai, 
et  demittatur 

tie-L  ac; 
erit  i§.  27.) 

O  cJ);  O  ab  =  I  :  sin.;s, 

siquidem  fuertt  bni  Ij  bn. 

Est  vero  sin.  z  non  >-i,  adeoque  ab  non  >&>;.  Descriptus  igitur  quad- 
rans  radio  ipsi  bc  tequali  ex  a  in  bac,  gaudebit  puncto  aliquo  h  vel  0 
cuui  bb  communi.  Priore  in  casu  manifesto  z  =  R]  in  posteriore  vero 
erit  (§.  25.1 

(0  ao  —  O  cb) :  O  ab  — - 1 :  sm.  aob, 
adeoque 

z  =  aoh. 

Si  itaque  fiat  2  =  aoh,  erit  Eim  ||l  bn. 


§■  35. 

Si  fuerit  5  reipsa;  ducetur  recta  ad  anguli  acuti  crus  unum  per- 
pendicularis,  quae  ad  alteruni  !l|  sit,  hoc  modo. 

Sit  amJ_bc,  et  accipiatur  ah  =  ac  tam  parvum  (per  §.  19. 1,  ut  si  du- 
catur  bn  f,  am  (§.  34.),  sit  abn  >  angulo  dato.  Ducatur  porro  cp  iji  am 
(§.34.1,  fiantque  nbq,  pc!)  utruraque  aequale  angulo  dato;  et  bSf,  Co  se 
mutuo  secabunt.  Secet  enira  b^,  (quod  per  constr.  in  nbc  caditl  ipsam 
cp  in  c;  erit  fpropter  bn  =n=  cp)  ebc<ccb,  adeoque  cc<cb.  Sint 

ef  ~  ec,  efr  —  ccb,    et    fs  ili  cp ; 

cadet   f?   in    bfr.  Nam    cum    bn  iii  cp,    adeoque    bn  i^i  ep,  atque    bn  iil  fs   sit; 


vGoosle 


350  lOANKiS    BOiYAI 

erit  !§.  14.1 

fbn  -h  bfs  <  2^?  =  fbn  -1-  bfr ; 

itaque  t>fs<;bfr.  Quaraobrem    ff  secat    ep,  adeoque    Ci>  quoque  ipsam  Cti 
in  puncto  aliquo  b. 

Sit  iam  bg^bc,  atque  b^t^  ^Cp  =  qbtl ;  erit  (cinn  C^ -'■  gb  sit. 

bii  ^  a,t  ^^  cp. 

Si  fuerit  line£e    /-foruiis    ipsius  bn,  pnnctum    in    b^    cadens  E  !§.  ig.j, 
et  axis  El ;  erit 

bn  ^  n, 
adeoque 

bfI  =  bgt----LVp; 
sed  etiam 

El  s-  cp : 

cadit  ergo  f  raanifesto  in  g,  estque  cjtilbll.  Si  vero  bo  ipsuni  bg  perper- 
diculariter  bisecet;  erit  bo  ,  bll  constructum. 


§.36. 

Fig.  10,  Si  fuerint  data  recta  cp  et  planum  mab,  atque  fiat  cb  ±  mab,  (in  bcp) 

bll  ±  bc,  et  cq'!',  bn  i§.  34.);  sectio  ipsius  cp  (si  hsec  in  bcc^  cadat)  cum 
bn  (in  cbui,  adeoque  cum  mab  reperitur.  Et  si  fuerint  data  duo  plana 
pcq,  mab,  et  sit  cB±ma6,  crJ_pcq,  atque  (in  bcrj  bn  J,  bc,  C5±cr;  ca- 
dent  bil  in  mab,  et  cs  in  pcq ;  et  sectione  ipsarura  bn,  cs  (si  detur)  re- 
perta,  erit  perpendicularis  in  pcq  per  eandera  ad  c5  ducta  manifesto 
sectio  ipsorum  liiab,  pcq. 


Jn  'mi  'i  h\\  reperitur  tale  a,  ut  sit  ain  =^  bn  ;  si  (per  §.  34.!  construatur 
extra  nbm  gt ;,  bll,  et  fiant  bg  1  gt,  gc  ~  gb,  atque  cp  i!  gt ;  ponaturque 
tg&  ita,  ut  efficiat  ciim  tgb  angulum  illi  asqualem,  quem  pcfl  cum  pcb 
facit;    atque    quseratur    !per  §.  36.I  sectio  ^q    ipsorum    tg5,    libCi;    fiatque 


vGoosle 


AFrt;Ni)ix,  3S9 

ba±5q.    Erit   enimvero    ob    triangulonjin    Zlineorum    in    F   ipsius    bn 
exortorum  similitudinem  i§.2i.)  manifesto  tib  =  5a,  et  aiit  =^  bn. 

Facile  hinc  patet  (Xlineis  per  50/05  terminos  datis)  reperiri  posse 
etiam  terminos  proportionis  quartum  ac  medium,  atque  omnes  construc- 
tiones  geometricas,  quee  in  2,'  in  plano  fiunt,  hoc  modo  in  F  absque 
XI,  Axiomate  perfici  posse.  Ita  e.  g.  ^R  in  quotvis  partes  gequales 
geometrice  dividi  potest,  si  sectionem  istam  in  ,1'  perficere  licet. 

§.  38- 

Si  construatur  (per  §.  37. i  e.  g.  ribcl  =^  R,  et  fiat  !per  §.  35.)  in  S  ad 

b^  perpendicularis  am  i||  bn,  atque  detemiinetur  (per  §.  37.)  jin  =^  bn  ;   erit, 

si  \<x  —  x  sit,  (§.  28.) 

^=i:sin.  -A'-:=2, 
3 

atque  x  geometrice  constructum. 

Et  potest  nbq  ita  computari,  ut  ja  ab  i  quovis  dato  minus  discrcpet, 

cum  nonnisi  sin.nbq=--^-    esse  debeat. 


§■  39. 

Si  fuerint  lin  plano)  pcj  et  st,   ||  rect^  Ulll  i§.  27.;,  e:  ah,  ch  sint  per- 
pendiculares  ad  mn  tequales ;   manifesto  est 

A  bec=A  bea, 

adeoque   angnli  (forsan   mixtilinei    CCp,   eat   congruent,   atque 


Si  porro  cf  =  ag,  > 


Aac[  ---A  caq,, 


et  utrumque  quadrilateri  fatjc  dimidium  est.  Si  fagc,  \[Q.<:$,  dno  eius- 
modi  quadrilatera  fuerint  ad  ag,  inter  pq  et  st;  ^qualitas  eornm  (uti 
apud  Euclidem),  nec  non  triangnlorum  agc,  aa,I?  eidem  ag  insistentium. 
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verticesque  in  pq  habentiiim,  ^qiialitas  patet,  Est  porro 

ac\  —  caq,  gcq  =  cga, 
atque 

acf  -H  acg  ~h  gcq  =  2J? 
(§.  32, i,  adeoqiie  etiaiii 

cag  -H  acg  +  ca,a  —  2R ; 

itaque  in  quovis  eiusmodi  triangulo  Ocg  suinma  trium  angulorum  —2R. 
Sive  in  ag  ('qua;  ||  mn)  ceciderit  autem  recta  ag,  sive  non;  triangulo- 
rum    rectilineorum    aa,C,  aglj  tam  ipsorwm,  quam    summarum  angulo- 
rum  ipsorumdem,  aequalitas  in  aperto  est. 

§.  40. 

Aequalia  triangula  ahc,  ohh  (abhinc  rectilinea)  uno  latere  aequaii 
gaudentia,  summas  angulorum  aequales  habent. 

Nam  dividat  iiin  bifariam  tam  ac  quam  bc,  et  sit  pq  (per  c}  ||  mn; 
cadet  b  in  ^.  Nam  si  bS  ipsum  imi  in  puncto  e,  adeoque  i§.  39.)  ipsum 
|5q  ad  distantiam  ef^sb  secet;  erit 

A  abc  =  A  abf, 
adeoqne  ec 

A  abb  =  A  abf, 

unde  b  in  f  cadit:  si  vero  b&  ipsum  ifm  non  secuerit,  sit  c  pnnctum, 
ubi  perpendicularis  rectam  dh  bisecans  ipsum  pq  secat,  atque  gs^Ijt 
ita,  ut  5t  productam  bb  in  puncto  aliquo  E  secet  (quod  fieri  posse  modo 
simili  patet,  ut  §.  4.);  sint  porro  sl  =  5a,  lo  ||  st,  atque  0  sectio  ipsorum 
bf  et  lo;  esset  tuin  (§.  39,) 

A  ah\  =  A  aho, 
adeoque 

A  abc  >  A  iM> 
i.contra  hyp.i. 


vGoosle 


APPENDIX. 


41. 


Aequalia  triangiila  okiC^  bef  atqualibus   anguloriim    summis   gau-    Fig.  2\. 
dent. 

Nam  secet  lim  tam  ac  quam  bc,  ita  jjq  tam  ^f  quani  fs  bifariam,  et 
sit  rs||mn,  atque  to||pq;  erit  perpendiciilaris  ag  ad  rs  aut  tequalis  per- 
pendiculari  ^t;  ad  to,  aut  altera  e.  g.  bfj  erit  maior:  in  quovis  casu 
O  6f   e    centro  a    cum    g§   punctum    aliquod   f    commune    habet,  eritque 

(^-  39-1 

AabE  =  Atibc-=AEicf. 

Est   vero    A  aE6    (per  §.  40.^  triangulo    &fc,  ac    (per  §.  39.)    triangulo  ahc 
aequiangulum.  Sunt  igitur  etiam  triangula  abc,  &ef  Eequiangula. 

In  S  converti  quoque  theorema  potest.  Sint  enim  triangula  ahc,  bcf 
reciproce  Kquiangula,  atque  A  bal  =  A  &ef ;  erit  (per  prxc.)  alterum  alteri, 
adeoque  etiam  A  abc  triangnlo  abl  Eequiangulum,  et  hinc  manifesto 

bcI  +  bIc-HcbI  =  2^. 

Atqui  (ex  §.31.1  cuiusvis  trianguH    angulorum    summa    in    S   est    <i2K: 
cadit  igitur  I  in  c. 

§■  42. 
Si  fuerit  complementum  summae  angnlorum  trianguU  C^C  ad  2R    V\g.  22. 

M, 

trianguH  bef  vero 

est 

Aabc:  Abef  =  w:7-'. 

Nam    si    quodvis    triangulorum    aCiJ,  L^ch,  bcb,  bff,  ffc    sit   — /,  atque 

A  ahc  =  mp,    A  bcf  —  np  ; 

sitque  5  summa  angulorum  cuiusvis  trianguli,  quod  ^p  est:    erit  mani- 
festo 
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2A'  —  M  =^  ms  —  [m  — i)2R  ~  2R —  m  [iR  —  5\ 
et 

u-^m{2R  —  s), 
et  pariter 

?'  —  « [^R  —  s). 
Est  igitur 

Aabc:  Abcf  =  /«:«^M:z). 

Ad  casuiii    iricoinmensnrabiUtatis   triangulorum    abc^  &cf   quoqne    extendi 
facile  patet. 

Eodem  modo  demonstratur  triangula  in  superficie  sphasrica  esse  uti 
excessus  summarum  angulorum  eorundem  supra  2R.  Si  duo  anguli  tri- 
anguli  sphserici  recti  fuerint,  tertius  z  erit  excessus  dictus;  cst  autem 
triangulum  istud  (peripheria  maxima  p  dicta)  manifesto 

Jl 
2n 

consequenter  quodvis  triangulnm,  cuius  angnlorum  excessus  —  z,  est 


§■  43- 

lam    area    trianguli    rectilinei    in    5  per    summam    angulorum    expri- 
metur. 

Si  oh  crescat  in  infinitum  ;  erit  i§.  42.) 

isahc-.iR  —  u  —  7;^ 

constans.  Est  vero 

AalK— -bacn  i§.  32.  V.i 
et 

adeoqne 

bacn  :  z'--  A  abc :  \R—H—v)=^hiXc'\\':z'. 

Est  porro  manifesto 

bbcn :  b&'c'n'=  r :  r'—  tang.  z :  tang.  z'  i  §.  30.  ■. 
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APPENniX. 


hac'n' 


tang,  z 


conseqii, 

Erat  vero  (§.  32.) 
est  igitur 


b&cn  :  bacTi  ■-=  tang.  z :  z. 
b&cii  =  ri  =  r  tang.  z ; 
bacn  =  zC 


Quovis    triangulo,  cuius    angulorum    summje    complementum    ad    2R 
z  est,  in  posterum  breviter  A  dicto,  erit  idcirco 

A  =zi\ 
Facile  hinc  liquet,  quod  si 

or  ||am      et      ro  !']  ah 

fiaerint;  area  inter  6f,  st,  \>c  compreiiensa  (quae  raanifesto  limes  abso- 
lutus  est  areas  triangulorum  rectilineorura  sine  fine  crescentium,  seu 
ipsius  A   pro  z^~~2R],   sit 

=  Tn'=  0  i  in  /^. 

Limite  isto  per  G  denotato,  erit  porro  (per  §.  30.1 

,^r^  =  tang.  2^n— 3r  in  F  (§.  21.  i 
=  05  (per  §.  32.   VT.i, 

si  criorda  bc  s  dicatur.  Si  iam  radio  dato  s,  circiili  in  plano  (sive  radio 
L  formi  circuli  in  F]  perpendiculariter  bisecto,  construatur  (per  §.  34.) 
bblll^ctl;  demissa  perpendiculari  ca  ad  bb,  et  erecta  perpendiculari  cm 
ad  ca;  habebitur  z;  unde  (per  §.  37.)  tang.^:',  radio  Z  formi  ad  lubitum 
pro  unitate  assumto,  geometrice  determinari  potest  per  duas  lineas 
uniformes  eiusdem  curvaturae  (quse  solis  terminis  datis,  constructis  axi- 
bus,  manifesto  tanquam  rectse  cominensurari,  atque  hoc  respectu  rectis 
asquivalentes  spectari  possunt). 
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Fig,  33.  Porro  construitur  quadrilaterum  ex.  gr.  regulare  =0,  ut  sequitur.  Sit 

abc  =  J^,  bac  =  --   R,  acb  —  ---/i,  et  bc  =  x; 
2       '  4      ' 

poterit  X  (ex  §.31.  II.)  per  meras  radices  quadraticas  exprimi,  et  (per 
§.  37.)  construi :  iiabitoque  JC,  (per  §.  38.,  sive  etiam  29.  et  35.)  x  ipsum 
determinari  potest.  Estque  octuplum  Aabc  manifesto  —  □,  atque  per 
hoc,  circulus  planus  radii  5,  per  figuram  rectilineam,  et  lineas  uni- 
formes  eiusdem  generis  (rectis,  quoad  comparationem  inter  se,  aequi- 
valentesj  geometrice  quadratus ;  circulus  Fformis  vero  eodem  modo 
complanatus:  habeturque  aut  Axioma  XI.  EucHdis  verum,  aut  qua- 
dratura  circuli  geometrica  ;  etsi  hucusque  indecisum  manserit,  quod- 
nam  ex  his  duobus  revera  locum  liabeat.  Quoties  tang.^;^  vel  numerus 
integer  vel  fractio  rationalis  fuerit,  cuius  (ad  simplicissimam  formam  re- 
ductaei  denominator  aut  numerus  primus  formse  ^'"-{-i  (cuius  est  etiam 
2  — 2°-i-il  aut  productum  fuerit  e  quotcunque  primis  huius  formee,  quo- 
rum  (ipsum  2,  qui  solus  quotvis  vicibus  occurrere  potest,  excipiendo) 
quivis  semel  ut  factor  occurrit :  per  theoriam  polygonorum  ill.  GA  USS 
(prseclarum  nostri  imo  omnis  jevi  inventum),  etiam  ipsi  tang.s^D— 0^ 
let  nonnisi  pro  talibus  valoribus  ipsius  z)  iiguram  rectilineam  sequalem 
constituere  licet,  Nam  divisio  ipsius  □  (theoremate  §.  42.  facile  ad  quas- 
libet  polygona  extenso)  manifesto  sectionem  ipsius  2R  requirit,  quam 
(ut  ostendi  potest)  unice  sub  dicta  conditione  geometrice  perficere  licet. 
In  omnibus  autem  talibus  casibus  prascedentia  facile  ad  scopum  perdu- 
cent.  Et  potest  quasvis  figura  rectilinea  in  polygonum  regulare  n  late- 
rum  geometrice  converti,  siquidem  n  sub  formam  GA  USSianam  cadat. 
Superesset  denique,  (ut  res  omni  numero  absolvatur),  impossibiiitatem 
(absque  suppositione  aliqua)  decidendi,  num  S  aut  aliquod  (et  quodnami 
S  sit,  demonstrare  :  quod  tamen  occasioni  magis  idone^  reservatur. 
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WOLFGANGI  BOLYAI 
ADDITAMENTUM  AD  APPENDICEM. 

Denique  aliqiiid  Auctori  Appendicis  proprium^  coronidis  instar, 
addere  fas  sit :  qui  tamen  ignoscat,  si  quid  non  acu  eius  tetigerim. 

Res  breviter  in  eo  consistit:  formulae  trigonometriae  sphaericae. 
in  Appendice  dicta  ab  axiomate  XI.  Eucl.  independenter  demonstratje, 
cum  /ormulis  trigonometriae  planae  conveniunt,  si  (modo  statim 
dicendoi  latera  trianguU  sphaerici  realia,  rectiUnei  vero  imaginaria 
accipiantur ;  adeo  ut  quoad  foTmulas  trigonometricas  planum  ut  sphsera 
imaginaria  considerari  possit,  si  pro  reali  illa  accipiatur,  in  qua  sin.y?=ri. 

Pro  casu,  si  axioma  Eucl  verum  non  fuerit,  demonstratur  (Appendix 
§.  30.)  dari  certum  i,  pro  quo  ibidem  dictum  /  est  —  e  (basi  logarith- 
morum  naturaliumi,  atque  pro  hoc  casu  formulas  trigonoraetrise  planae 
quoque  demonstrantur  (ibidem  §.  31.);  et  quidem  ita,  ut  (iuxta  §.  32., 
post  VII.,  ibidem)  formulas  et  pro  casu  veritatis  axiomatis  dicti  valeant ; 
nempe  si  supponendo,  quod  ^''--^oo,  limites  valorum  accipiantur  ;  nimirum 
systema  EucHdeum  est  quasi  limes  systematis  antieuclidei  (pro  z'-— .00). 
Ponatur,  pro  casu  existentis  i,  unitas  —  ?',  atque  conceptus  sinus  cosi- 
nusque  extendatur  et  ad  arcus  imaginarios ;  ita  ut  arcum  sive  realem 
sive  imaginarium  denotet  /,  dicatur 

2  ' 

cosinus  ipsius  /,  et 

— l^  ieP^'-'  -  e-^^~') 

dicatur  sinus  ipsius  p. 
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Erit  hinc  pro  q  reali 

2  V~i   '  '        2  /— I   ' 

—  sin.  1 — q  V — i)  =  —  sin.  q  ]f  —  i 
Ita 

:=cos.  ( — q  V^— i  '■■  —  cos.q  V'-— ij 

si  nempe  et  in  circulo  imaginario  sinus  negativi  arcus  sinui  arcus  po- 
sitivi  alioquin  priori  sequalis  sit,  praeterquam  quod  negativus  sit,  atque 
cosinus  arcus  positivi  et  negativi  (si  alioquin  eequales  fuerint),  sit  idem. 
In  Appendice  dicta  §.  25.  demonstratur  absolute,  id  est  ab  axiomate 
dicto  independenter;  quod  in  quovis  triangulo  rectilineo  sinus  angiilo- 
rum  sint,  uti  peripheriae  radtorum  lateribus  oppositis  aequalium;  de- 
monstraturque  porro,  pro  casu  existentis  ?',  peripheriam  radii  y  esse 

~ni{e.'  —  e     '), 
quod  pro  i—\   fit 

Itaque  (§.  31.  ibidem)  pro  triangulo  rectiUneo  rectangulo,  cuius  ca- 
theti  sunt  a  et  6,  hypotenusa  c,  et  anguli  lateribus  «,  b,  c  oppositi  sunt 
a,  /?,  n;  est  (pro  (;'  — i/ 

in  T. 

i:  sin.«  =  Ti\e'-  —e"")  :  nie"  —  e""); 
adeoque 

^  <    r  -c\  I 

I :  sm.  «  — — -;.^(fi'  —  e  ') : — ,  ---  (g  — e     l. 
2  V—i  "  2  [/-  I 

Unde 

i:  sin.  «=  —  sin.c  [/  — i:    -  siii.  a  y  — i. 
Et  hinc  

I :  sin.  a  =  sin.  c  Y  — i :  sin.  a  y      l. 
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In    II.    fit 

cos.  a  :  sin.  li  —  cos.  a  V^— ! :  ! . 

In  III.  iit  _  

cos.  c  y  --1  —  cos.  a  y  — I  cos.  d  V  —  i- 

Quas  prouti  omnes  exinde  promanantes  formulx  trigonometrias  plan^, 
cum  formulis  trigonometriEe  sphEericae  prorsus  conveniunt ;  nisi  quod  si 
ex.  gr.  triangnli  sphserict  rectanguli  quoque  catheti  angulique  iis  oppo- 
siti,  hypotenusaque  nomina  eadem  sortiantur,  latera  trianguli  rectihnei 
per  ^ — I  dividenda  sint,  ut  formula;  pro  sph^ricis  prodeant. 
Nempe  ex  I.  fiet 

I :  sin.  a  —  sin.  c  ;  sin.  a, 
ex  II,  fiet 

I :  cos.  (7  =  sin.  ,■/  :  cos.  a, 
ex  III.  fiet 

cos.  c  —  cos.  a  cos.  b. 

Quum  ceteris  supersedere  liceat,  et  lectorem  deductiun  iApp.  §.  32. 
post  VII.)  omissa  offendi  impedirique  expertus  sim  :  hand  abs  re  erit 
ostendere,  quomodo  ex.  gr.  ex 

e'-he    '=  ~[e'-he    '){e'~i-e    ') 

sequatur 

c^—-a^-{-  b^ 

(theorema  Pythagoreum    pro    systemate    EucHdeo) ;    verosimihter  Auctor 
quoque  ita  deduxit,  et  ceterse  quoque  eodem  modo  sequuntur. 
Est  nempe  potentiis  ipsius  e  per  series  expressis 


adeoque 


k         k- 

t                k< 

k>       k' 

2.3!5            2. 3. 4(1 

e'-^e    '  = 

2-.%  +  -"-..+- 
!■            3.41" 

t^U 
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(si  ommum  terrainornm  post  -^  summa  -.-  dicatiir);  estque  u-—o,  duni 

i-^oo.  Nam  multiplicentur  omnes  termini  post  —  per  t^;  erit  terminus 

primus ^,  et  quivis  exponens  <-—]  essetque  etsi   exponens  ubique 

3 . 4«  t 

hic  inaneret,  summa 

3.4;'^  ■  l^        ;■'  /^   ^.^[i^  —  k')  ' 

quod  manifesto  -— o,  dum  i-^00. 
Atqne   ex 

c '  -h  e     '  =  -  (e  '  -\-  e     '  -\-  e  '  -{-  e      '  ) 


sequitur  (pro  w,  v,  k  adinstar  u  acceptis) 

2  H -.  —  —  i  -t-  -^ r h  I  -1 '^, 

Atque  hinc 


C  ~  —  ia^-h2n/>-{-h'-ha^ — 2a/>-hb^-\-v-i-A—2(o\, 
1    ■  ' 

quod 

'-~a^-\-b\ 

Sckolton,  Sphasras  iUius,  in  qua  sinus  totus  est  i  — ;',  radius  est  or- 
dinata  y  linese  Z  formis  ipsi  ?'  =  i  £equalis,  ad  axem  per  unam  extremi- 
tatem  ex  altera  perpendiculariter  missa.  Nempe  in  superficie  (App.  §.  21.1 
F  dicta,  tota  Geometria  Euclidea  valet,  lineis  L  vtceni  rectarum  sub- 
euntibus  :  atque  pro  radio  Z,  formi  =1,  qui  sinus  totus  in  F  erit,  peri- 
pheriEe  eiusdem  radius  in  plano  erit  plane  dictum  y  ;  quod  ad  sphEeram 
imaginariam,  ad  quara  planum  (in  svstemate  antieuclideo)  revocatur,  tacile 
applicatur. 


vGoosle 


EGY  KIS  TOLDALEK 

ES 

JELENTlfiS. 


vGoosle 


vGoosle 


EGY  KIS  TOLDALEK  A'  DEAk  ELSO  KOTETHEZ. 


f  ADDITAMENTA  QUAEDAM  AD  TOMUM  l,  I.ATINUM.)  * 

A'  kik  ezun  ket  darabbol  allo  Deak  nninkAra  clore  fi/ettek,  i.  Klif.  30  .^rl 
ben  ;  neveik  itt  kovetkeznek ;  a'  tsak  felirtak  kuxfll  is  azok.  nem  kulonben  masi 
kik  iietaldm  ezutan  fizetni  fognak,  a'  masoilik  darabba  fognak  ki  nyonitattatni. 
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.   Bethlen  jAnos  R.  T.  Canuell .. 

.    Bod  P^ter  Jurium  Insp. ....     . 

Borsos  Marton  Med,  Candidat.      ,..     .„.     ,„ 

Borsos  M^rton  N.  Enyedi  Tog.  _ _ 

.    Bmssai  Samuel  Nevelfi  .,.     ,_     . 

Bugyu!  Elek  N.  Enyedi  Tog.      .„     

.  Degenfeld  Pal „.     ._.     „,,     „     „, 

Dobai  P&\  N.  Enyedi  Tog    „.    , 

Ut:  hac  re  vide  pagg.  4.iiJ— 437. 
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.  Filep  J6'sef  Vice  Director. ..     ._     „__     ,„.     ..,.     „,.     , 

Fiiiap  Elek  N,  Enyedi  Tog. ._     ._,     ....     ._ 

.  Gal  Laszlo  Orszag  Directora  .„.     __._._.. 

■    Gyergyai  Ferentz._.     .._     „ „     ,.     „.     ,..     „.. 

.    Gazda  Janos  Inspeetor       _     „_       ,     .. 

.  Katona  Miklos     .,     _     ,_ 

,  Kemeny  Domolios  Fo  Biro  „,,  _  ..  „„  „„  , 
.    Kemeny  Pal  Kollegyora  Curatora     .  .     _..     „     .... 

.  Kem6ny  SAmuel     .„    _ _.     „ „,.    .„    „, 

.   Kornis  Mihaly  Thes.  Cons.  .,„     ,„     ....     „„     „..     ,„ 
Mihalyi  Karoly  N.  Enyedi  Tog.    ..     ,.„  ._.     „, 

Moos  Istvan  Ugyved.„.     _     ..     .,„     _  „„     .„ 

Nagy  Janos  Ugyved     ....     ,__.„„.       .     __ 

.  Pavai  Elek  K.  Tabla  Bird     .„.    .. 

.    Pavai  J6'sef  Inspector_     ...  „     .,     _     ._ 

Pet6  J6'sef  R.  T.  Cancell,     .„ 

.   T.  P^tzeli  J6'sef  Professor  Debretzenbeii.^ 
Posoni  Gergely  N.  Enyedi  Tog,„.  „    .„ 

.    Raff  Mihaly  Ugyved     _     „ „.     „ 

,  Rh^dei  Adam  F6  Ispany  es  Koll.  F6  Curatora 

.    Salanki  Lajos  Pr6dikator    ,.     „„     „     , ., 

.    Siko  Istvan  K.  Tabla  Archtvariussa....     _.     ._     ,.,. 

.    Szasz  KSroly  Professor  N.  Enyeden  „,     

.   M.  Sz6kely  Mihaly  K.  Tabla  FrEesesse...     _.. 

Szentpali  'Sigmond  N.  Enyedi  Tog.  _     „..     „. 
.    Szab6  Gyorgy  R.  T.  Cancell.  „,„„.„. 

SziUgyi  J6"sef  Ugyved,„.     .„.     „.     .„  ....     .„.     „ 

.    Szonnyi  Pal  Debretzenben    _     _,     „     „,.     . 

.    Szots  Mihaly     „.„.„„     ,„     ,„ „ „ 

.   Szollosi  Pal  Gub,  Cancell,     ,„.    „ .„.    „    „„ 

.  Teleki  Domokos      .„.     _ „     ..„  „     „.     ,„ 

.  Teleki  Imre    „.,    ,„,     .„    ....    _„    ._,     _     _    _„ 

.  T^tsi  Ferentz  Nevel6  .  ,  „„  _  „„  „,.  „  „  ... 
,  Toldalagi  Ferentz._  ,..,  _  ,.„  „  ,.„.„„_„ 
.  Toldalagi  'Sigmond  Koll.  Fo  Curatora    _    „„    „. 

Toth  Ferentz  N,  Enyedi  Tog.    .,     _     „     „     _ 
,   TorOk  Pal  Debretzenben    „     „.     „.     _     ..„     „     _ 
.  Zeyk  Danicl  Gub,  Cons.  es  KoII.  F6  Curatora 
.  Zeyk  J<inos_.  .     „„     .„     ,„     .„,     _.     „.     _     .„ 

.  Zeyk  J6'sef  .„ _     „      _     „ _ 

,  Zeyk  Miklos     ._     ._     .,„     ._     .„.     ._     „,     _     „ 
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T.    Zovanyi  Sanmel   S.  Tab.  Cancell „ i  p^ldany 

T.    Jakab  Gyorgy     „     .,.  _     .._     _     „_     „ _     „.  i  ■ 

T.    Villyi  Karoly  Posta  Mester ,.,      ..     .„      ,     ^ _     _.     ...     .  i  ■ 

T.    Vajda  Daniel  Nevelft    ....  „„     .._     ....     ....     _.  _.     _„     „..  i  " 


Ezekon  kivul  IVi  inditoja  6s  segitfije  ezen  munka  kiadasanak  elfelejthetlen  kedves 
baratta  !etl  tamCvanyom  Med.  D.  Bogozi  Jakab  Lajos  v6U  ;  ki  is  jobb  kezemet  kerve 
el6re,  hogy  kereset  telyesitem,  6t  szaz  Valto  Rhftot  adott  altal,  azt  mondvan,  hogy  a' 
Hazdnnk  adja.  ^tekkora  kar  az  6  elvesntese,  azok  tudjak,  a"  kik  6t'  esmertek :  az  em- 
berisegert  buzgo  szive,  elmejenek  tsendes  tiszta  vilaga,  kciniiyil  felfogasa,  's  alapos  mely 
nezese,  's  mindeii  fitogatastol  's  fusttfil  idegen  egyszerii  szep  lelke,  igazmondo  egye- 
nesseggei,  's  szava'  jjontossag^val  ■ —  megannyi  vonasai  az  igaz  talentomnak  ,■  mellyel 
minden  itt  tanittatott  tiidomanyokban,  's  azok  kozcitt  kiilonosen  a'  Mathesisiekben  ki- 
tiindokolven,  a'  mimi  ezekkel  kulfoldon  6  ev  alatt  szerzett  kints,  a'  hazai  partoknal 
sijllyedett  el  —  niikeppeE  az  ellenseg  a'  vez^rre  tor,  a'  halal  is  azokat  szamitvan,  kiket 
6  egy  hosKzu  elet  alatt  tartott  volna  meg,  egynek  szemelj'eben  mind  ezeket  is  ejtette  el. 
Nem  hallgathatom  raeg  el  t6bb  kedves  hiv  TanitvAnyim  ktizfll  Ilentzfalvi  Szdsz 
Pdlt;  ki  midon  az  oskolai  palya'  vegerSl  a'  loldi  elet'  viszontagsagokkal  telyes  utjara 
lepett  volna,  annak  sarjan  's  napfenyet  sziinetlen  szaggato  borLiIatjain  folili  emeltetett, 
az  orokk^valosag  tovabbi  palyaja  folytatasSra.  —  Egy  artatlan  romlatlaii  ifjuban,  egy 
emberseges  ember,  6s  maga  helyen  egy  pontos  tenneszetvizsgaI6,  's  tsillagasz  veszett  el. 
Az  ijj  mathesisi  jegyekbol,  a"  mi  j6,  neki  koszcinom :  o  kapta  ki  a'  Tiyomtat6  muhely- 
ben  fel  szdzad  6ta  hevert  betii-onto-szer  hasi;nalas<lt,  's  joUehet  soha  se  mettzett  az 
elott,  D  mettzette  a'  jol  kijott  jegyeket,  's  ontotte,  's  mutatta  ki  onteseket.  —  Ez  is 
tobbeC  tsinilt,  mint  szollott,  's  kevesebbet  mutatott  mint  v6!t ;  holott  minden  kitsi 
messzire  szokott  kialtani, 

Egy^taljdban  (kev^s  kulcinos  kivetellel)  azon  kciz  panasz  ellen  vagyok  ;  hogy  Sha- 
kespeare\ie,-nt  a'  tanitvanyok  hasonlok  a'  tsemet^khez,  melyek  zold  leveleikkel  kizarjdk 
az  6ket  elehozott  napot  ;  —  sot  vissza  mosolyognak.  —  A'  kit  meghiit  az,  valamint 
egyaltaljaban  a'  ki  haladatossagra  szamit  ;  nem  nielto  re4,  szintugy  mint  a'  haladatlan 
a'  nemes  lelkek  soraba. 

Tulajdonkeppen  nem  is  olly'  rosszak  az  eniberek,  mint  a'  koz  panasz  kialtja:  cgy 
nap  se  lehet  kimenni  az  litszira  is,  hogy  sokat  ne  lasson  az  ember,  a'  kinek  ne  ko- 
szcinhessen  valamit ;  legal^bb  azt,  hogy  vagy  eppen  nem,  vagy  erosebben  nem  biintotta 
meg  —  vagy  idejet  iieni  vette  el,  legalabb  tobbet  nem  vett  el  abbol,  a'  minek  betse 
nalunk  oly'  tsekeiy,  hogy  tsak  a'  napszamosnil  \^an  arra,  "s  kiilonben  nem  tsak  egy- 
iiiAstoI  biintelen  ragadozzuk  el,  sot  ezen  pillantatnyi  liroksegnck  szamtalan  fattyii  osz- 
lozot  keresiink,  az  igazi  orokosuk'  karSra. 
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KOTELESS^GEM    MEG    a'  TISZTELT   k620NSEGNEK,    JELENTEM  : 

i-ben.  Elpirulok  ezen  munkatskdnak  oly  keso  kijoWn,  hogy  koiinyen  .jh/ibt.'  jutliLil 
valakinek,  Mons  parturiebat .  .  .  de  nalunk  mindeE  effele,  ha  kitsi  is,  nehez  ;  —  sok 
ideig  kelle  varnom,  mig  tsak  eiinyi  el6fizet6s  is  gyult,  ligy  hogy  a'  lemondasrol  kezdek 
vala  gondolkodni  ;  a'  midon  vegre  ott  liittam  magamat,  a'  honnan  mdr  vissza  nem,  's 
ele  is  tsak  romlas'  veszedelm^vel  Uphettem  —  azutan  is  pi;dig  sok  fatumok  's  heteg- 
seg  mellett,  Hol  egy  hol  mis  hibizott ;  a'  jegyekkel,  figurakkal  's  tobb  eff^lekkel  is  sok 
k^slelteto  baj  volt,  's  egyetlen  sajto,  kev^s  tsak  most  szaporodott  betiikkel,  sok  «gy^b 
munkakkal  volt  elfoglalva  -—  '-;  m^g  most  is  a'  mintegy  fel  esztendotftl  fogva  kiiiitt 
elso  darab,  a'  figurakra  var. 

2-szor.  A'  3-dik  darabot  magyarul  akartam  kiadni  ;  egyfel6l  azert,  mivel  -a/.  elso 
darab  {az  Aritkmetika'  Elejiben  vallott  karommal  egyutt)  szinte  minden  kiiltseget  el 
nyelven,  nem  lattam  mas  m6djat  a'  3-diknak,  hanem  hogy  megroviditve  oltsobb  papi- 
rosra  tsak  300-at  nyomtattassak  (nem  500-at  mint  az  elsfibol),  mathesisbol  ennyi  is 
telesleg  leven  n.4Iunk  ;  —  masfel61  igy  Hazamnak  egy  kozhaszmi  konyvet  adni  remeny- 
lettem,  melyhez  az  els6  ifarabot  is  ugyan  niagyariil  hozza  alkalmaztam  volna :  de  az 
elofizetok  koztil  tobben,  a'  kiknek  tanatsokat  meg  nem  vcthi;ttem,  a^t  kivantak,  hog)- 
ha  az  elso  d^ak,  a'  masodik  is  ligy  legyen. 

3-szor.  A'  tiszta  Mathesisi  mdszokra  n^zve  is,  niellyeknek  egy  re^zevel  az  Arithme- 
tika'  Blejiben  M.  Vdsdrhelyt  1830  eltem,  's  a'  tobbit  az  emlltett  2-dik  darahhan  iiiu- 
tattam  volna  ki;  kovetkezoket  jelenteni  hazafiui  kotelessegeni. 

I.  Azoknak  form4lasaban  ezen  harom  ffi  rgguUm  volt : 

a)  hogy  a'  mennyiben  lehet  ruvidek,  a'  nyelv'  termeszet€bol  foly6k,  tegalabb  azzal 
nem  ellenkezdk,  konnyen  megszokhatok,  's  tudvinyba  val6  igaz  b6l4tdssal  a'  dolog  tcr- 
meszet^re  mutat6k  legyenek. 

b)  hogy  azonegy  szo  ne  tegyen  kulombiizoket  ;  's  hogy  egycbut  iclentsen,  cgy  ki^ 
helyes  vlltoztatas  engedtessek  meg. 

c)  hogy  a'  mellyeket  okvetlen  sziikseges  megkiilomboztetni,  azoknak  kiilon  (ha 
lehet  mas  atyafiasbol  formait)  nev  adattassek. 

A'  mi  az  els6t  illeli :  viUgos,  hogy  a'  kezdfi  annal  nehezebben  ^rti  a'  dolgot  meg, 
min^l  kiilombozfibb  a'  szonak  tulajdon  ertelme  a'  tudvanyit61,  's  annal  konnyebben  erti 
meg,  minel  inkabb  magara  a'  dologra  mutat.  A'  kurtitas  pedig  tiil  mehet  a'  hatarou, 
de  azon  belol  konnyit  ;  hogy  ienne  kepes  egy  fels6bb  mathesisi  dolog'  el^adasa  ax,on 
nemzetnel,  mely  a'  3-at  Polertarirorunkurdknak.  nevezte  ?  's  az  Analyaisi  rovid  's  okos 
jegyek  melly  igen  megkonnnyitik  a'  kiilonben  athatlan  dolgokat  -  nielly  rOvid  's  ma- 
thestsi  lehet  a'  felso  I^nyek  nyelve  1 

Azert  tsak  moddal  legyen,  sok  a'  szokatlansag  miatt  clebb  visszataszito,  azutin 
megertve  szokotta  lesz  —  meunyi  pelda  nints  erre  az  lijabb  idfikben  :    melly  szokatlan 
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vala  el6bb  dt,  gyenySr  .  . ,  kellemes  kellemetes  hellyett,  kozvetlen  ko^vetetlen  hellyett  's 
a'  t.  Igy  joveny,  nyugalom,  turelem,  gyflzelem,  veszelem  etc,  ;  az  effele  ujitas  konnyu 
16ven,  mihelyt  szabad,  omlik  mindenfelol  —  kar,  hogy  Brbschaft  nem  bar  Srokmeny, 
's  Srokseg  Eviigkeit  helyett  oly  hosszii  szoval  elunk,  mintha  azzal  akarnok  kifejezni.  — 

A'  2-dikra  nezve,  bajt  t?in4lvan  a'  szeg  Nagel,  melly  szinC  is  teszen,  mivel  szeglet, 
zugoly  (Winkel)  igen  hosszak  az  osszet^telben :  maradiia  Dugonits  szerint  Winkel  sziig- 
nek,  's  mikor  szeg  szint  leszen,  hagyaEnek  el  az  j  ;  vagy  sziig  tenne  a'  szint,  's  zeg  vagy 
z6g  lenne  Winkel  ;  m^g  mons  i%  apex  is  lehetne  hegy  es  hogy. 

A'  3-dikra  's  3-dikra  nezve,  legyen  szabad  peldaul  hozni  ele :  Id  Zeit,  idii  Wetter, 
Vil  (az  honnan  viliam)  Licht,  VHdg  Weit ;  han  (mintegy  ha !  u !)  Schall,  hang  tonus 
vagy  megforditva ;  Nap  Sonne,  viradtol  estig  Napp  (lehetne  Vily)  ;  dies  solaris  napi 
kdtdilkiiz  (rcividen  az  illy  dies  ddlksz).  Deiisitas  ti>m^  tiimeg  (Fogarasi  szerint)  massa. 

Az  i-s5re  's  2-dikra  nezve,  legyen  szabad  a'  hol  egyenlSt  mondani  hosszas  volna, 
eggyel  jelenteni  ki,  2  ^vel,  hogy  egytfA  unum  megkulomboztessek  (p.  o.)  eggyoldalit 
kdromszog  nem  i   oldalii,  hanem  egyenld  oldalu  kdromsziiget  tegyen. 

II.  A'  Dugonits  's  Pete  miiszavain  kiviil  masokat  nem  lattam  ;  's  egyataljaban  meg 
a'  kezdeten  vagyunk ;  —  de  ha  egyfel6l  elpirulunk,  midCn  a'  Mathesisben  mds  nemze- 
leknek  tanitoi  eppen  nem,  tanitvftnnyi  is  (aanyira  a'  mennyire  is)  kevesen  vagyunk;  mas- 
feliSl  hogy  valaha  tanitoi  is  lehessiink,  eljilnk  legaldbb  most  mig  ideje  vagyoii,  eppen  ezen 
elmaraddsunkbdl  szdrmazott  oUyan  Jussunkal,  a  mellyet  mas  nemzetek  mar  elvesztettek  ; 
a'  midon  mar  regen  a'  Mathesis'  balts6i  nyelvet  forditvSn  le,  sok  oUyan  sz6k  gyoke- 
reztek  a'  szSzadokba,  mellyek  a'  tanulo'  elmejet  a'  tudvanyi  ertelemtfll  felre  vonjak. 
B^folyasa  van  ennek  a'  nemzeti  kimivelddesre.  — 

III.  Engedtess^k  azert  meg,  Hazank  's  Nemzetiink  neveben  !  az  a'  k^r^s  :  hogy  a' 
mathesisi  musz6k  adas4ban,  egyik  f6  tzei  legyen,  hogy  azok  a'  mennyire  lehet  tudvanyi 
belatassal,  a'  kifejezendS  dolgokra  mutassanak. 

Batorkodom  a'  fdbbekre  nezve  kovetkezo  probit  ide  tenni  ;  minden  jobbnak  elfoga- 
dasara  val6  keszs^ggel. 

Az  emlitett  Aritkmetika  f Id-mennyisig  tudvdny)  Elejiben,  a'  tobbek  kozt  kovet- 
kezo  nevek  adattak,  az  holott  is  a"  kivant  okok  is  (valamint  ezen  els6  deak  darabban 
is)  megtalaltatnak. 

Spatium  O^r,  az  honnan  ures,  az  az  a'  miben  (oda  ertve  csak)  ur  van.  Tempus 
id,  tempestas  idi,  quidditas  misig,  quantitas  (rnidsdg  mintegy  azon  kerdesre  ered\'e  mi 
id'i),  ugyantsak  maradhat  mennyiseg,  qualitas  millys^g;  pars  resz,  portio  darab,  conti- 
nuum  szakadatlan,  tekinteti  (darabi)  egyenUseg,  tekinteti  mennyiseg  ;  positiv,  negativ  (ma- 
thesisi  ertelemben)  ■■^  {keresst),  1 — 1  {vonds)  mennyisig\  azaz  a' mids^g  bizonyos  milly- 
s^ggel  (melly  >^,  1—'  jeggyel  jelentetik  ki,  hogy  az  eszet  egyebre  ne  vigye),  szuli  uzt, 
(pag.  22)*;  vagy  amaz,  bizonyos  i-Jh  hatdrozatu,  ez  eltenes  hatdrozatu  ;  —  a,  vontja  «-nak, 
vagy  ellenesse  (oppositum). 
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Summa  jneghagyatik  ;  ugyantsak  lehetne  Oszvet  is. 

Aildcre  summdzni ;  siibtrahere  potUkazni  ( p6tlntdrsazm ) \  subtraheiicliis /di'/i7nfl''i, 
niiniiendiis  tett  summa,  differentia  p6tlek  {vagy  potUtArs),  difforentia  ipsius  P  ab  S, 
P-nek  p6tldka  S-re,  a  —  b-\-c^  a  's  vontjn  i-nek  meg  c, 

Series  sor,  (arithm,  egg)p6tldki,  geoin.  eggymereti)  \  iiieiisiirare  B  qaoad  A,  memi 
B-t  j4-val,  meiisura  mertek^  R  mertje  a'  m^rt^knek,  fractio  meret,  Unitas  Jomdrtek,  iin- 
merus  integer  egdsz  szdm.  tractio  vera  turt  egy,  proportio  gconi.  cggymerct;  A  ita  cst 
ad  B,  uti  a  3.6.  b,  A  annyidja  ^-nck  niint  ,(  5-nck.  .Multiplicare  a  per  B,  cggymertemi 
a-l  B-vt\  (riividen  mertezni),  a/-az  olyaii  niertet  adni  a  iiak,  a'  millyen  mert  /?  \-s.7:i.7.  n' 
miilycn  mirtje  B  a'  fflinertekiiek),  miiltiphcator  B  fomert  (vagy  mcrtegd),  a  nuiUiplican- 
diis  tett  mirtek  (vagy  mSrtezaitdd),  factum  eggymert,  factorcs  merSk. 

Ugyantsak  lia  szerzeni  helyett  cgyszer  se  inondattatnek  szcrczni,  ineg  cziicl  is  inkabb 
lehetne  a'  ross;;ul  nevezctt  soksxorozds  helyett  elni  ;  factuin  azerczct  leiine  's  a'  C. 

Dividerc  b  pcr  a,  b-xe,  pdrazni  (vagy  merotarsazni,  riividen  mertdrsazni)  a-t:  divi- 
dcndus  tett  egg}'mifrt,  divi^or  fvmcro  (v^gy  pdrazand6),  quotus  merntdrs  (nividen  mdr- 
tdrs)  ;  b  divisuni  per  «,  b-rc  pdr/a  rt-nak.  Kar  hogy  3.3  —  34:4  hclyctt  ncin  uias 
jcgycket  vcttek,  (p.  o.)  2  ■  3  ~  24'^  4,  (az  irasbcli  i   's  2  puntra  nezve). 

Elerare  /r  ad  potcntiain  cx|)oiiciitiB  ^  eggymcrozni  a-t  q  ranggal  (rovidcn  y-val)  ; 
's  ha  B  czen  poteotia,  B  uz  «-nak  q  rangu  eggymdriizctjc,  's  j9-nek  n,  q  rangii  alap- 
mirujc,  radix  exponcntis  q  ipsiiis  B\  nlapmeriizni  B-t  q  ranggal  (ruviden  ^-^-al),  radi- 
ceni  exponentis  q  extrahere  ex  B. 

Logarithmus  rangjel,  hasis  communis  kOzalapmcro,  vagy  kuztalp. 

Vagy  kovetkc^io  nevek  is  lelietnck :  n-t  q-\2\  rangnziii,  «-nak  q  rniigja  B,  /?-nck  a. 
q  alrangja,  B-t  lerangazni  ^-\-al. 

Vagy ;  a-t  y-ra  emelni,  B  «-nak  q  rangu  emelctjc,  a  5-uck  q  rangu  cmeltje,  B-t  q 
ranggal  (roviden  ^-val)  cmeltezni.  liadix  i\\.\zAraXi.  felrang  's  a'  t. 

Ouantitas  imagiiiaria  i'onds  eggyi  midsig,  (Tom.  I.  pag.   105.)* 

Propoitionalis  geom.  media,  cggymdreti  kiizdp.  '^rermiiiiis  iz,  poIynomiLuu  tnbh-izcl, 
binomium  kct-izet,  termiiuis  seriei  sor-iz,  tcrminus  gcueralis  iz-kdp,  coefficicns  iz-f^mdrt. 

Functio  kOz  kdp,  scries  incrementorum  niivet-sor,  differentialc  niwet-sor-iz  kep  (rovi- 
den  n/'<vet-izkdp).  coefticiens  difFerentialis  niwet-iz  fomert,  integralc  summdznt.  Calculu^ 
variationuni  kszkipes  kdzkep  vfsgdlat. 

Aequatio  egyenlet\  linics  vdgkatdr,  comurd  voiiat \  mcommcnf^urnhila  osszcmer/iet/en; 
dec.males  notEe  tizedcs  helyek  ;  expressio  kifejezet. 

Analysis  combinatoria,  szedet  "s  rakat  vi'sgdlat,  permtitatio  clrcndelet  (roviden  ren- 
delet),  variatio  ismetlet ;  ambo,  temo  etc.  kettts  szedet,  hdrmas  szedet .  .  .  vagy  ketlozet, 
hdrmnzat .  .  .;  kdtszeretje,  hdromszoratja  .  .  .  valaminek,  dupluma,  tripluma  .  .  . 

Superficies  terf,  lep  (az  honnan  lepedS,  lepel),  neha  kiilet,  corpns  geouictriciiin 
tjr-test  \  feret,  area  ha  superficiesrfll  van  szo,  soliditas  ha  eorj^usrol  van  szo    (ex    leheC 

'  F.d    II.  Tom.  I.  pag.  i2t. 
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tfly  is).  Pliimini  lap,  (liorizontale  tdr,  vagy  vizirdnyu  lap).  Verticale  fitgg-is  vagy  fiig- 
geny  ;  linea,  forma  nieghagyatiiak  ;  figiira  keritek.  sectio  vdgat,  recta  egyen,  a,rciis  iv, 
cljorda  hAr,  radiiis  -^ugdr,  centruni  kozeppont,  sphsera  gdmb,  Cylinder  heuger,  Cubus  koh, 
angulus  szOg^  triangulum  hdrr.msziig,  polygonuni  tabbszijg  (regulare  rendes)  ;  circulus 
kor.  A'  gHmben  kezdve  eddig  Diigotiits-hnl  vetettek,  Anguhis  rectus  tiegyed  sziig  (t.  i. 
a'  sKog  tekinteti  nicnnyiseg,  a'  szirai  \ii/.t  l^vn  ivben),  igy  60  grail  hatod  sziig,  45  nyil' 
tzad  sziig  (niiiid  an  egesz  kariniara  ertve)  .  .  .  Apex  angiili  .■iziighegy,  aujruh  verticales 
tiivi  szHgck;  anguli  alterui  dteUenni  szHgek.  vagy  z  fornia  sziigek;  sjiiignek  (vagy  conus- 
nak)  verticahssa,  az  o  tind  tdrsa.  Perjiendioolaris  rd  dllO  (vagy  riividen  dllti).  Diagonalis 
dtlo.  diameter  kettelij  (ragy  kettizii\ 

Paraheliim  eggykiizu  (Dugonits),  (tagasabb  ^rtelcmbeu  eggykijs&i) ;  parahelogram- 
niiim  lap-eggykiizeny.  prisiua  ilr-eggykiizeny  ;  Rhomboides.  Khombus  diilt  eggykiizeny  ; 
(rtivideu  dHleny)  ;  Rhombiis  eggynldnlu  diihhiy,  rhoniboides  nemeggy/Idalu  diileny,  vagy 
nivideu  ania/,  diileny,  nx  eggynldaldny  (oila  ertve,  bogy  c.iak  a>;  oldaiai  egyenlftk),  qua- 
dratum  rendcs  ndgy  sziig  (rciviilen  negyeg).  liectauguhim  oblon^iim  hiisszitk6  dlldny  {ro- 
videu  dlldny);  rectihuca  figura  cgyeiii  kcritek:  ligura  plana  /^yi/ iCT-/i(St,  figura  spbasrica 
giiinbi  keritek. 

Fccus  tiiz  pont,  tangens  eriitto,  a.sj-uiptota  szinte  erii.  Abscisnic  fo  iitak,  ordinaty; 
al-iitnk  (neiu  Al  iitak  ;  L^sd  az  Arbort  e/en  darabban).  Az  ahitak  lelietnek  i-sii  's  2-dik 
rendiiek  .  .  .  Catlietusok  be'fbgfik,  hypoteuusa  dt/ogd.  Sinus  vegtdv  (az  iv'  vegc  tavja  a' 
f''i  ketteziUHl  p.  456)*;  cosinus  kHzeppont  tdv  (rii^-iden  kiizpont  tdv);  sinus  versus  kezdet 
tdv  (3.7.  iv  kezdete  tavjat  ertve,  's  uiind  a'  ket  Lit<ibbit  a'  sitiustot  ertve),  secans  vdgd, 
complementuui  pttUk-iv,  cosinu.s  p6tlek  vegtdv  (roviden  potv^gtdv)  's  a'  tobbi.  Pyramis 
tetiny,  conus  tsiip  (az  hoiinan  tsupa),  vagy  kiirteteny;  igy  hdrom-szHg  teteny,  hdrom-szog 
iireggykozeitv;  Parallelepipedum  firlap-eggykiizdny.  ha  rtictangulare  ilr^dlldny,  (vagy  Dugo- 
nittsal  tdgldny)  Pyrainis  truncata  elszelt  teteny,  (vagy  szelt  teteny),  igy  szeit  tsHp.  Conicje 
sectiones  tstip  vdgatok :  parabola  eggytdxni  (niiudenik  pontjat  azou  egy  ponttol,  a'  t&z- 
pnnttdl,  's  azonegy  egyentiU  ertve) ;  ellypsis  kissebb  tdvu,  hyperbola  nagyobb  tdvu,  (a'  j)ont- 
tol  mint  az  egyentol  ^rtve).  Vagy  az  elso,  kiizepetlen  tstip  vdgat,  a'  masodik  i^ma^  ter6, 
a'  harmadik,  ko7^ppontos  vissza  nein  teri>.  Vagy  az  elso.  3  karu,  a'  2-dik  vissza  ter6, 
a'  3-dik  4  karit,  (a'  tsiipat  az  6  tovi  tdrsaval  egylitt,  vagy  p.  loi**  szerint  veve).  Eceen- 
tricitas  tiiz  's  kiizeppont  tdv;  radius  vector  tHzponi-sugdr.  paranieter  t&zpont  hiir. 

Pes  quadratus,  cubicus,  terj-ldb,  tely-ldb  (a'  PaUerok  szamitasa  szerint,  Arithmet. 
F.leje  p,   128).  Simile  hasonld,  homologum  eggyfekvis&.  (neha  megfelelo). 

Propositio  mondatvdny,  (sot  rcividen  mondat),  tetel,  tet,  theorema  okvdro  tet,  pro- 
hXams.  feJadat,  feladd  f4t,  resolutio  megfejtis,  vdgbe  vitel,  demonstratio  okmutatds.  Intuitus 
lin-ldtvdny,  axioma  on-igazsdg,  alap  igazsag,  onldtvdnyi  tit.  I.emma  segid-tM  's  a'  t, 

Scientia  tudvdny,  oktudvdny  \'agy  tanvdny,  okadalom  vagy  okalont,  scientificus  okdsz, 
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ii'  lioiinan    okdszat    i'5    lehet,  niint    vadasz,    vadaszat.    f^ny^sz,    fenyeszet,    ditses;c,    dilse- 

^'dszer.  A'  Caputah  etc.  helyett,  akarmellyik  osztalyt  lehetue  hetii  vagy  szdmk4ppel 
fejezni  ki,  (neni  kiilomben  a'  pldntdt\  sok  egyebet  is);  tsak  a'  felosztasnak  ugyaiiazon 
grSditsfogan  l^vo  osztalyok.  i-s6,  z-dik  ....  kttI6mben  azonegy  osztaly-nevvol  kiil6m- 
boztessenek  meg :  balrol  az  els6  szam  tegye  ay,  annyiadik  legelso  osztalyt,  's  ak^rmellyik 
szam  tegye  az  elottevaloiiak  felosztasa"  els6  fogan  Iev6  aiinyiadik  osztllyt,  a'  mekkora 
azon  szSm;  (ha  a'  szdm  g-et  meghaladni,  a'  k^tfelol  b^zirtat  egy  szimnak  veve).  Igy 
■34112.  vagy  '^^ii^-dik  resz  lenne  az  ^nlik  fflr^sz  4-dik  alresz  i-s6  f6osztalya  elso  alosz- 
talyanak  2-dik  f6szakassza,  's  viszont  ez  ugy  irodnek  le.  Ugyanis  enen  oss^talyokat  a' 
i3-dikig  le  igy  lehet  neve:<ni :  fSrdsz,  alrdsz,  fiidsztdiy,  alosztdfy^  fiiszakasz,  alszakasz, 
foszak,  alszak,  fdtzjkkefy,  altzikkefy,  fdtzikk,  altzikk;  mellyet  meg  tovabb  is  lehet  foly- 
tatni  17.,  izetske  's  tobb  nevekkel  ;  ]ioha  romai  s^aniokkal  's  kdzdnsegesekkel,  's  mas 
jegyekkel  is  lehet  az  aUbb  oda  tarto^okat  megkiilombuztetni.  Eliil  is  lehetnek  raeg 
k(myv.  darah,  s6t  fddarab,  aldarab  nevek  is.  A'  melly  s>;Smnak  el^adSsara,  a'  sziikse- 
geaek  meg  azon  a"  helyen  nintsenek  meg;  a'  hol  mSr  megvannak,  kipotlasat  oda  lehet 
tenni.  eleibe  irva,  meilyik  szdmnak  kipitldsa. 

L6gyen  ezen  osztSs  modjira  p^ldaul  az    Ur  tudvdny. 

■\.  F.LSO  FOR&SZ-.  2.7.  iJrnek  alap-szemldese :  lep,  (ollykor  kiilet)  linea. 
pont,  fortita,  gdni?>\  3  egyes  fdmozgds;  egyen,  lap,  kor,  's  egyeb  alap-kep- 
zetek  (lagy  kepezetck).  es  alap-igazsdgok  ;  incUyek  e^eii  eUii  darabnak 
vegen  pag.  442-t6n*  kezdve  talaltatnak. 

■2.  MASODIK  F6-RE8Z:  leszalla.s  a'  lapra;  lap-t.udvdny  (planimetria). 
■21.  Els6  alrisz :    veges    szamu.    egyenekkel  's    ket    elso    fomivvel,  (constructio 
geom.  sensu  stricto). 
■311.  Els6  f6tisztdfy  :  azon  formak,  meliyek  ennek  elsfiben  szcmbe6tl6  szarniazal- 
jainak  egymast  vagasa  vagy  nem  vagasa  altal  erednek. 
'21 II-  EJso  alosztdfy:  a'  f^ret  vizsgalasa  nelktil. 
■31111.  ElsS  fdszakasz :  nem  vagasa. 

Alszakaszok:  (i-s6,  2-dik.  3-dik)  ;    k^t    egyennek  's  tobbnek,  ktt  kornek  ; 
egyenneli   's  kornek. 
■2III3,  Mdsodik  fdszakasz:  vagis. 
■21II3I.  EhG  alszakasz:  szoggel  valo  vagas. 
■2111211.  Els6  f6szak:  tsupa  egyenek  egym5ssal. 
■21112111,  Elso  alszak:  ket  egyen;  (4-ed  szog,  tompa  ,-/.og.  hegyes  szog). 
■21112112.  Mdsodik  alszak:  3  egyen. 
■211121121.  Elsii  fatzikkely :   tiak  egyik  par  nem  vagja  egyma.-^t,  kinyjjtva  is. 
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;rir2ii2J.  Mdmdik  fntzikksly:  mindenik  vagjii  egynia^l:;  innuii  a'  hfiniiitssn^rk. 

11211221,  Hlsd  altzikkcly:  a'  liaTomszugek'  egyenW^egcrieU  fellelei. 

11211222.  Mdsadik    altzikkely:    A'   haromszog    oldalainak    's    s/embelcvn  sziigekiu:k 

koltsonos  fiiggese :  az  honnan  a'  harorasztiget    meghatdrozo   atlatokbol, 
a'  meg  nem   adottakat  felszamitni  tanit    a'   Trig.  plana  &/.  e/en  szaniot 
illete  kipotUsban. 
■21112113.  Harmadik  alsssak:  4  egyen. 

:iij2ii3t.  ElsS f6tzikkely:  ha  nincs    olly    kett6,  melly  kinynjtva  egymast  ne  vagja. 
!iii2r£32,  Mdsodik  fdtzikkely :  ha  van  olly  ketfS,  melly  egymast  ne  vSgja. 
11211321.  Elsd  altzikkely:    ha  a'  mas  kettfi    is    illyen;  tehat  mivel  vagAs  van,  ezen 

pirtol  a'  masik  vAgatik,  ( paralhlogrammum) . 
ii2ii;!22.   Mdxndik  altzikkely:    ha  tsak  egyik    par  ollyan;  tehiit  cv.  vagatik  a'  masik 
nem  oliyantol,    (a'  hasonlatossdg  alapja');  innen  a'  haromsTOgek'  hason- 
latossaga  feltetei. 
211121I-],  Nsgyedik  alszak:   tobb  akarhany  egyenek. 

rii^u^r.   KM  fCtzikkely:    egyenekbol  illo    (roviden  egyent)  egyes  linea  (p.  461).* 
11211411.   Els6  altzikkely:  mas  illyennel  valo  6sszet6telb61  egy  par  egyennek  eggy- 

k6z(isegeb6l  szarmazo  ktizons^ges  k^pzete  az  eggykiiz6s^gnek. 
11311412.  Mdsodik  altztkkely :  tobb  oldalii  egyeni  keritek. 
III21142.  Mdsodik  fdizikkely  :    valamelly  egyeni  lineanak  mindcn  s/Oghcgyeirt"  egye- 

nek  azonegy  pontbol, 
1121J42J.  Elsd  altzikkely:  az  egyeni  keriteknek  hiroins/ogekre  valo  felos/tasa. 
IJ211422.  Mdsodik  altzikkely:    mindenik  egyennek  a'  kozponttol  a/onegy  annyidjat 

v6ve;  a'  hasonlatossdg  hizonsdges  kipzete"  magva. 
■2111212.   Mdsodik  fdszak :  cgyen  a'  korrel. 

3JIJ2I2I.  ElsS  aiszak:  egy  egyen  a'  kort,  csak  egy  pontbaii,  vagy   kettoben  vagja, 
21112122.  Mdsndik  alszak:  tiibb  a'  k6Tt  v4g6  egyenek. 
122J.  Elsd  fitzikkely :  a/on  egyenek  vagva  egymast. 
12II.  ElsS  altzikkely  \  azonegy  pontban. 

A^  fStzikkek,    (i-s6,  2-dik,    3-dik) :    azon    pont    a'  karimaban,    a'  kariman 
bel61,  vagy  kivul. 
;2J2.  Mdsodik  altzikkely:    ha    azon  egyenck  nciii    a^^cmegy  pontban  vagva  egy- 

mist,  egyes  visszat^rA  egyeni  lineat  formalnak. 
!i2i.   Els6  f6tzikk:    mindenik   egyen  (ligy  a'  mint    van  a'  kezdetit61  a'  vegeig) 
hurja  a'  karimanak;  ennek  aitzikkjei,  3  egyen,  4  's  a'  tobbi;  sot  ezeknek 
alsobb  osztAlyai,  ha  az  egyenek  egyenlok  vagy  nem, 
1122.  Mdsodik  fStzikk :  mindenik  egyen  erintdje  a'  karimanak;  mellynck   ugyan 
az  imintiek  az  alsobb  osztSlyai. 
II3I222.  Mdsodik  fotzikkely  ■  ha  azon  egyeoek  nem  vagjak  egymast, 

'   Ed.   n.  Tom.   11    pa;;    i8 
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121;?.  Harmadik  fSszak :  koTck  egyniassal. 

Elso  fotzikk :  erintesi  vagat;  2-dik  az  eriiitei^  nelkul  valo. 
II22.  Mdsodik  alszakasz:  a'  szogetlen  vdgds\  inelynek  alsobb  os^talyai,  az  egye- 

nekbol    's    korivekbSl,  vagy    tsupa    korivekbol    val6,    3    's    tobb    oldalu 

formik. 
•2112.  Mdsodik  alosztdfy :  feretc  az  elehozott  keritekeknek;   mellynek  alsobb  osz- 

talyai,  az  egyeni  kerit^kek,  kor,  vagy    tsupa    korlvekbfil,  avagy  korivek- 

bol  's  egyenekbdl  valok. 
*3i2.  Mdsodik  foosztdfy :  azoii  formaknak,  mellyeknek  az  elso    foosztalyban   teak 

magSban  valo  lehets6ge  otUk  s/embe  (vagy  kerd^sbe  johet);  veges  szamu 

ket  ffi  niiv\'el  valo  lehetsege  vagy  lehetlensege  vi'sgaliisa. 
■22.  Mdsodik  alresz:    szAmtaian  ket  f6  mfvvel  {kettijs  egyesUlt  mozgds/i.  az  Id- 

mennyisSg  tudvdny  segit.segevel). 
■22J.  Elso  fSosztdfy:  a'  mellyeknek  ha  nem  is  minden,  de  mindenik  pontja  meg- 

adatik  v^ges  szamii  3  id  mivvel, 
•222.  Mdsodik  foosztdly:  a'  mellyeknek  mindemk  pontja  sem. 

■3.  HARMADIK  f6r6SZ:    vis^za    menetel  a'  laprol  az  iir  mays^g^be. 
"31.   Elso  alresz:  a' v^ges  szamu  egyeiickkel 's  harom  fo  mivvel  Bzarmazhatok' 

vi'sg4Iata  {constructio  geom.  sensu  lato).  Tudniillik  az  elebbi  ket  f6  mun- 

kihoz  jirul  a'  tengelyi  fordulas. 
■311.  Elso  foszakasz:    tengelyi  forduldsa    kcrit^ket    neni    foniialo    lineaknak,  es 

lapoknak. 
■3111.  ElsS  alszakasz:  lineik'  tengelyi  fordulasa. 
31111.  ElsifSszak:  kerit6ket  uem  formalo  egyeni  lineak'  fordulasa. 
[i!ii.  ElsS  alszak:  egy  fordulds. 
[  1 1 1 1 .  Elso  fStzikkefy :  k6t  egymast  P  lapban  vago  egyen  megiordul  az  egyik  ko- 

riil;  a'  mozgo  egyen  litja    lap,  ha    a'  szog    negyed    szog,  'k  tovi    tsupak 

(azaz  tsiip  az  5  tovi  tirsaval),  ha  a'  szog  kissebb  negyedszdgnel. 
[I112.  Mdsodik  fdtzikkefy:  Ugyan  P-ben  A  egyennek  b,c,  .  .  .  pontjair61  legyenek 

£,  C,  .  .  .  egyenek  A-m  raallok.  's  ABC  .  .  .  linea  forduljon  meg  A  ko- 

riil;  az  egyenek  litjai  eggyk6z&  lapok. 
UI12,  Mdsodik  alszak:  tobb  fordulds;  legyenek  P  lapban  A,  B  egymast  p  pont- 

ban  vago  egyenekre  a  €s  ^  tb.  allok  p-bfil,  's  forduljon  meg  A  korul  a. 

's  B  korul  f!;  a'  k6t  lit'  vagatja  a'  railld  p-bdl  P-rc. 
■3112.  Mdsodik  alszakasz:  lapok  forduldsa. 

31121.  ElsS  f6szak\  egy  fordulds  ;    fordiilva   P  hip,  valamely  egyenje  koriil,  s/ii!i 

a'  k^t  lap'  szdg^t. 

31122.  Mdsodik  f&izak:  tobb  fordulds. 

11221.  Elso    alszak :    mindenik    fordulas    tengelyenek    azonegy    p    kozos    pontja : 
ligymjnt  ^rtettess^k  minden,  P  lapra  n^zve,  azonegy  fel61,  (p.  o.  folfll). 
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',  rninden  forduUs  <2i2  legyen,  {S  negyed  sziJget  teven).  Ezen  felte- 
tellel  forduljon  /*  !ap  pa  egyenje  koriil,  's  niindenkor  ujra,  a'hovAjott, 
forduljon  onnan,  vaiamely  p  pontrol  vont  egyenje  korul  hajolva,  foly- 
tatva  a'  mig  tetszik;  ered  az  angulus  solidus  (tely-szog);  lehet  meg  azon 
hatarozast  is  tenni,  hogy  P  mind^g  azon  szine  fel6  hajoljon,  a'  melly 
elebb  alol  volt, 
■311222.  Mdsodik  ahzak:  tiibb  fordulds,  mindenik  fordidas'  tengelyje'  kozpontja 
n^lkul. 
■3113221.  Els6 fStzikkely:  tsupdn  lapok. 

■31122211.  Els6  altzikkely:  a'  foliil  ket  eggykozii  lap  P  es  Q  koxiil  egyik  forduljon 
akarmelly  egyenje  koriil,  mig  a'  masik  lapnak  valamelly  pontjat  eri;  ne- 
vcztessek  ezen  lij  lap  i?-nek;  vi'sgaltatnak  a/.  i?-t6I  tsinalt  atelleni  szo- 
gek  's  a'  t. 

■31122212.  Mdsodik  alizikkely:  a?.  elebbi  R  forduljon  akarmelly  az  P  ^s  Q  iapokon 
atmenti  a  egyenje  korul;  '&  legyen  az  uj  lap  S:  vizsgaltatnak  T^-vel  ^s 
Q-val  lev6  vagatjai  az  i?  es  S  lapokbol  allo  formanak. 

-31122213.  Harmadik  altzikkely:  forduljon  S  is    akarmelly,  P  &&   Q  iapokon    atmen^ 
(i  egyenje  koriil;  vi'sgaltatnak  az  R,   S,  7"  lapokbol  allo  formdnak  P-vel 
es  Q-val  I6v6  vigatjai;  mindazon  esetben,  ha  0.  \\  /9,  mind  akkor.  ha  nem. 
.3112222.  Mdsodik  fStzikkely:  lapok  egyenekkel. 

■31123221.  Els6  altzikkely :  a'  folebbi  P  es  Q  eggykozil  lapok  kozul  egyiknek  akdr- 
melly  pontjibol  a'  masiknak  akarmelly  pontjara  egyen  gondoltassek; 
vi'sgaltatik  az  egyennek  lappal  val6  szoge,  az  dtelleni  szogek  's  a  t. 

■31122222,  Mdsodik  altzikkely:  P  lapban  legyen  3ISC  .  .  .  egyeni  keritek,  's  akarmeliy 
a'  lapon  fdlul  Iev6  a  pont  iegyen,  forduljon  (mindent  egyfel61,  p.  o.  P 
lapon  folul  ertve)  P  lap  2tS  egyen  koriil,  mig  3Ia  egyen  bele  esJk;  es 
legyen  Sb  ||  es  =3(a;  azntan  forduljon  ugyanaz  e!s6  P  lap  BC  egyen 
koriil,  mig  Sb  bele  esik.  's  legyen  tTc  ||  es  =  Sb,  's  igy  tovabb  az  utolso 
oldalig;  ^s  ekkor  forduljon  att3lB  lap  ab  kSrtil,  mig  C  pont  bele  esik 
Szuletik  az  egyeni  ilr-eggykiizSny,  nielly  parallelepipedum,  ha  JISCT>  pa-. 
rallelogrammum . 

■31122223.  Harmadik  altzikkely:  ha  P  lapban  levo  ySC  .  .  .  egyeni  keriteknek,  min- 
den  sz6ghegyeir6i  azonegy  p  pontra  egyenek  gondoltatnak,  's  P  fordul 
mindenik  oldala  koriil  az  emlitett  keriteknek,  mig  f  bele  eaik:  sziiletik 
az  egyeni  tetdny,  (a'  mennyiben  a  kcir-teteny  az-az  kor  talpu  teteny  's 
akirmeiiy  mis  talpu  mind  teteny). 
■312.  Mdsodik  ffiszakasz:  tengelyi  forduldsa  lapi  keritdkeknek. 
■3121.  ElsS  alssakasz:  negyedszoges  h4romsz6gnek  megfordulasa  a/  egvik  befog6 

k6riil;  {negyed  szogil  tsup). 
■3122.  Mdsodik  alssakasz :  lap-allany  megfordulasa  valamelly  oldal  kiiriil;   {negyed- 
szogii  henger). 
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■3123.  Harmadik  aheakase:  felkor  niegfordnUsa  a'  kette;iA  koriil,  (^omS). 

■3134.  JVegyedik  alszakasz :  a' miniijart  szarmazando  tsiipi  vagatok  megfordulasa- 
val  eredfi  formak. 
■313.  Harmadik  fdszakasz:    tengelyi   fordulawi  a'  lapnak  -.y/.  edUig  s/ariiia/otL;ik- 
iiak  valamelly  pontja  koriil. 

'3131.  Rls6  alszakass! :    a'    tsuppal    [tsupi   j/dgalnk);    HUip^is    siit    parabnU    laipii 
tsup,   {szeli  tsitp). 

■3132.  Mdsndik  alszakasz:  a'  hengerrel. 

■3133.  Harmadik  alszakase:  az  egyeiii  tetinnyel. 

'3134.  Kegyedik  alszakasz:  3.7.  egyeni  ilr  eggykdzeiinyel. 

■3135.  Otddik  alszakasz:  a'  gombbel. 
■31351.  Els'j  fijszak:  ha  a'  kozdp  ponton  mennek  altal  a' lapok;  erednek  3  lapbol 
a'  gomb'  szin^n  a'  g6mbi  ketromszogek;  niellyeket  a'  meghatdro?,d  dara- 
bokbol  felszamitni  tanit  a'  Trignnometria  sphaerica  ( gfimbi  hdromszdg 
szdmitds). 
'^iy^i.  Mdsodik  f6szak  :  ha  mind  erintik  a'  lapok  a'  gombet,  vagy  mind  vagjak, 
"s  iJr  darabot  xaro  egyes  format  tsinalnak;  e^iek  kiizt  erednek  a'  egeszen 
\'agy  reszBzerint  rendes  ilr-testek. 
■32.  Mdsodik  aMsz:  azon  formSk.  a'  mellyek  veges  szaniii  egyenekkel  's  haroni 
fo  mivvel  nem  sz^rmazhatnak;  (p.  o.)  ha  valamelly  ugy  cle  nem  illit- 
hato  formanak  minden  pontjairoi  azonegy  pontra  egyenek,  vagy  azonegy 
egyenhez  eggykozuek  gondoltatnak;  's  annyival  inkabb,  ha  azon  egye- 
nek'  foglalatjdnak  bizonyos  formaval  valo  vagatja  kerestetik  's  a'  t. 
Egyaltaljaban  mindenfele  formak,  akarmelly  (akar  az  Arborban  harom 
egymasra  rd  4ll6  egyennel,  akdr  valamelly  formaban  bizonyos  torveny 
szerint  16vS)  harmas  avagy  tobbes  egyestilt  mozgis  altal  szirmazhatnak, 
mind  azokkal  egyetemben,  a'  mellyek  ezeknek  egybetetelevel  lesznek, 
ide  tartoznak, 

f-szer.  A'  fenn  emlitett  Arithm.  Elejehen  XVIII,  lapon  javaltatott  egy  irds-m6d  \ 
mellyben  neni  tsak  iisszetett  betu  ne  legyen,  hanem  egy  betii  se  irodjek  ketszer  egy- 
masutan,  s6l  egy  betu  felett  is,  se  pont,  sem  ekezet  ne  l^gyen,  m6g  is  minden  hang- 
/iinak,  meg  pedig  a'  rovidnek  a'  hosszutol  megkiilflmbiwtetett  jele  legyen,  a'  nelkijl 
liogy  lij  betu  vetessek  fel;  ott  a'  hosszak  szintiigj-  niint  a'  ketszer  irandok,  foliil  vagy 
atrtl  (a'  mint  az  iras'  folyasa  kivaiija)  nyujtott  egyenes  vonissal  jelentetnek  ki;  a'  tcibbi 
egv  a'  folyo  irasra  {nemelly  betftnel  vizir^nyulag  vive  masnal  foliili-fll  szSllitva)  alkal- 
rnas  jeggyel  tetetik  ki :  ma  is  valami  illyen  format  kivannek,  hogy  nyelviink  kimondisa 
lueghatarozott  's  legalabb  irasunk'  niodja,  els6  lenne;  de  a'  gy  kljelent^s^re  inkabb 
lehetne  d  niint  g  betut  az  emlitett  jeggyel  venni,  mivel  adjon  konnyen  valtozik  aggyon-rA. 
de  vagjon  helyett  nem  mond  senki  vdggyont ;  —  's  vagyon  meg  ketto  mellynek  jegv 
kell;  ezen  szokbol  megtetszik  edzeni,  findzsia,  (az    utolsot    egy    6    eves    gyermek  nion- 
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dotta,  hogy  egyikkel  se  lehet  le  irni.  az  a'  mint  giorno  mondatik) ;  zs  volna  z  azon 
jeggyel,  edseni  irodn^k  ugyan  a-vel,  de  a?,on  jegy  megkettfiztetnek  a'  kozepen,  ez  ngy 
is  ritkan  jfln  el6;  valamint  a'  giorno  hang,  mellyet  g  eleibe  tett  jeggye!  lehetne  kitenni. 

6-odszor.  Egyebaraiit  ezen  lapokon  az  irds  sokban  kulombfizik  az  emlitett  kony- 
i-etskebehtol;  ugyan  is  itt  a'  Pesthen  rS^s-ben  nyomtattatott  Magyar  Helyesirds  fSbb 
szabdlyai-\vz.7.  kiviintam'  magam  atkalmazni;  mivel  a'  midfin  a'  hanyaii  ragyunk  annyi- 
keppen  irunk,  onnan  lehet  egyedfll  varni,  hogy  valahara  megallitodjek;  's  noha  kicsit 
tartoztathatom  avagy  segithetem  el6,  egy  pih^vel  sem  akarom  terhelni  a'  hazai  kimi- 
veiod^s'  kincs^6rt  szerencs^s  szellel  fesziilfi  vitoriSkkal  evezfi  hajot.  —  Sok  van,  a' 
metlyre  n^zve  kissebb  az,  mik^nt,  mint  az  hogy  eldojtve  legyen;  's  megegyezve,  vala- 
h4ra  azon  a'  nyelven  tanuljunk,  a'  mellyet  Anyainkt6I  tanultunk;  ekkor  induliiatunk 
meg  a'  mely  volgyekbol  fenn  az  Alpeseken  az  ig  fele  emelkedA  Nemzetek  utan. 

Ha  Oseink  deaku!  akartak  taniiUatni,  a'  leanyokat  kellett  \olna  inkabb  a'  Deak 
oskolakba  jartatni,  hogy  6k  tudjanak  elebb,  's  az  anyai  tejjel  szopva  a'  magyarral  egyutt 
a'  deakot,  a'  fdbdba  valo  megv^nul^s  helyett,  be!^  szijlettijnk  v6lna  —  a'  holt  nyelvet 
is  az  asszonyi  eleven  nyelv  feltSmasztotta  v6!na  —  's  tsak  k6t  nyelvet  meg  is  lehet 
birni,  (legalabb  inkibb,  mint  annyit,  a'  hinyat  most  taniilni  k^ntelenek  vagyunk),  's 
a'  tudomany  nyelve  is  akkor  a'  Deak  volt. 

Vajha  a'  tudos  Tarsasigok  abban  egyezneuek  meg,  hogy  a'  tudomanyok  6riasi  n6- 
vesevel,  'a  midfln  az  emberi  ero  's  idci  nem  no,  a'  mostani  sok  's  mind  tobb-tobb  he 
lyett  egy  mathesisi  's  musikai  lelelckel  alkotott  veg  nelkii!  tokelyesithetfi  nyelven  nyom- 
tassanak  mindent  (a'  szuksegest  is  le  forditwa) ;  nagy  rfezet  rftvid  eletflnknek,  melyben 
mind  a'  koltsat  keresve,  alig  16punk  b^  a'  tudomdnyok'  templomaba  's  a'  nap  le  menyen- 
ebben  tolthetnflk,  —  Ugyan  is  a'  tudomanyhoz  id6  es  munka  nelktil  jutni,  (a'  terme- 
szetet  megtsalni)  nem  lehet ;  hiaba  \  arja  valaki  a'  kfdomben  sok  .szep  felti  taraalko- 
dasto!,  hogy  a'  Leucipp'  atomjaib61  (mint  a'  tAntz-hazakbeli  talalkozaaokbol)  szarmazo 
vilag'  m6djara,  abbol  tudos  legyen;  a'  gondolatok  tantzoI6  's  parosod6  szalaja  is  inkabb 
a'  mag4nyban  van,  's  a'  fiilemile  sem  a'  seregben  enekel.  —  Lehetne  mindazaltal  a'  tAr- 
salkodast  a'  sok  rosszat  szuI6  kartj-a  's  egyeb  idfi-pazMds  helyett,  ^ppen  nagy  id6  nye- 
res^gre  hasznalni;  a'  midon  annyi  ollyas  jon  ki  mindenfelol,  a'  mit  megkellene  olvasni, 
ha  eleg  ido  's  szem  volna  rea ;  sok  egynapi  olvasast  ellehet  fel-ora  alatt  lelkesen  mon- 
dani;  's  tsak  I3  ollyan  taialkozzek  ossze,  felosztva  egymast  kiizott,  mindeniknek  tsak 
egy  napba  's  hat  oraba  kerfllne,  a'  mi  12  napba  ken^lt  v6Ina  mindeniknek  —  sot  egy 
nemes  rug6ja  is  v6lna  kinek  kinek  a'  magara  vallalt  re.sz'  teiyesilese,  tobb  halgatok' 
eletok'  hosszabbitasara,  's  lelkeik  kimivelesere.  —  Ugyanis  a'  tanulAst  is  lehet  ollyan 
riigoval  ebreszteni,  melly  rosszabb  a"  tudatlansagnal ;  iilyen  a'  folul-vagy'  vildg-^g^se 
orsz4gokon  itfuvo  szelekkel;  ezzej  serkenteni.  annyi,  mint  egy  pokoU  kiolthatlan  (a' 
testtel  elmarado  vetkeket  is  foliU  6Ihet6)  tiizet  vetni  az  embcri  neni'  mejjebe;  --  mitsoda 
gonosztevo  tenne  meg,  ha  tehetne  is,  hogy  fajdaJmat  tama.sszon  a'  fiibe,  hogy  nem 
rozsa  bokor.  's  ebben  hogy  nem  tolgyfa  .  .  ,  hogy  az  egesz  szep  termeszet  munkds  almu 
csendjebol  jajra  serkenjen  fel.  Azt  kell  fejteni  a'  mi  van,  csak  fold  napf^ny  's  ess6  kell 
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a'  magnak  —  's  ligy  kell  nevelni  mindent,   liogy  kiki  azzal  a'  mire  teremtetett,  's  ren- 
deltetett,  megelegedve  eljen, 

De  az  emlitett  nyelvre  terve  visaza;  az  nem  rekeszti  a'  nemzeti  Byelvet  ki;  minden 
Magyar  meg  van  azon  kedves  hangoktol  varA'solva,  mellyekkel  Edes  Hazank'  Anyai 
altattdk  NemzetiJnk'  hajdoni  hoseit,  a'  kiknek  majd  kardvillamjaikkal  ropogu  menny- 
d6rg6seikre  verzapor  omlott  a'  ditsosseg'  mezejen  —  ha  szinten  az  akkori  kardok  tollukki. 
's  a'  karok  is  ink<ibb  ezekhez  mtnt  az  ftsi  fegyverekhez  valokkA  lettenek  is,  's  a'  ditsfis- 
s^g'  mezej^n  is  a'  hajdoni  kfiszikla-mejjekbfil  fakasztott  verforrasok  helyett,  fejckb61 
szivSrgo  tenta  patakok  kigy6znak  mindenfele. 

A'  koz  nyelv  mellett,  minden  nemzetnek  ekkor  is  mjvelni  kellene  a'  magaet;  's 
k^t  nyelvet  megis  taniilhatna  mind  a'  ket  nem;  's  minden  nemzet  egy  nyelven  tudvan 
szoUani,  az  egymas'  meg6rtese  millyen  egybefoglalo  kotSl  lenne,  {a'  melly  Hazankban 
is  olly  kivanatos  volna);  's  melly  kozelites  lenne  ez  az  emberi  nem  egyess^g^rc. 

De  mikoT  hozza  fel  a'  szeretet    bus    angyala    az    ezeredek'  elpirulo    reggelen  azt  a' 
napot,  mellyen  le  olvadnak    a'  csak    on    seb^t    erzo  kevelyseg'  jegvarai;  's    feltamadvan 
kiki,  mint  megannyi  senyvedfi  halott,  kfllon    kript4j4bol,  a'  set^tben    egyniSs  ellen  ha 
dazott  testveri  karok,  megesm6r\'en  egyniast  koz  olelesre  ragadtatnak;  's  a'  kiiz  Tem 
\om  kideriilo  b6ltja  alatt  minden  szivb61  kivettetven  az  En-bAlvany,  mindenik  egy  ve; 
hetlen  AtySval  's  egy  vilaggal  telv^n  meg,  egy  nyelven    zendfll    meg  a'  foldrfil  az  eli 
Mi  Atydnk  \  egi  boldogsaggal  mosolyog  vissza  a'  vegetlenseg,  az  orokkevalosag'  szeretet- 
gyiiriije  rogyog  a'  ffild  korfll  —  a'  belso    teremt^s'  els6    hainalat  nrfim  konnyek  gyon- 
gyozik  —  's  az  angyalok  oda  fenn  ditseretet  enekelnek. 

Ekkor  lesznek  egybegyiilve  az  orokosok  az  Uj  Testamentom  telyesitesere  —  arra 
az  oEztalyra,  a'  hol  tsak  mindennek  juthat  minden  —  a'  koz  szeretet'  mennyei  kintse  az. 

De  mikor  ^rtjiik  meg,  hogy  mindnydjon  elesunk  ezen  tulajdon  magunk  ellen  dii- 
hoskodo  haboruban?  's  mikor  zarodik  b^  _^fl»Mj-nak  az  elsfl  Kain-X.tX  fogva  mind  nyilva 
5116  ajtaja?  Egymast  szaggato  fenevadok'  ordito  pusztaja  az,  mellynek  az  Egre  az  Isten' 
kepeivel  keilene  vissza  rogyogni;  elszakadt  az  odakiito  szeretet  szent  lantza,  's  az  else- 
tetiilt  tsillag  szamkjvetve  bujdosik  —  azon  kevesen  a'  kik  keresik  egymdst,  sem  talal- 
hatjak  fel  —  's  a'  legmelegebb  szivek  is  maganoson  vemek  a'  mindenfel61  kizaro  jeg- 
falak  kozt  —  egy  zivataros  ejjben  fut  kiki  kiilon  lampasoknal  baza,  f^lve  mindentfil, 
leginkabb  egymAst61  —  mikor  lessz  az  a'  mennyei  sz6^  melyre  a'  magat  emesztfi  rivo 
ziirzavar'  sotgts^g^ben  vildgossdg  ligyen  ?  ha  nem  csak  szdjjal,  hanem  egym^shoz  koze- 
led6  szivvel  kernfik,  eljflne  az  Isten'  Orszaga  —  's  e'  kosziklas  szigeten  valo  litunkat, 
a'  lielyett  hogy  nehezftsiik  egymisnak  megkonnyitve,  vigan  6rkeznenk  a'  tengerhez 
tovabbi  litunkra.  —  Akirmely  kitsi  is  ez  6Iet,  nem  megvetni  valo;  mikor  fels6bb  ko- 
telesseg  keri  is,  nagy  aiTdra  miitat,  a'  mellyert  eladii  is;  nem  v^gtzd  ugyan,  de  a'  mint 
eszkoz  egyfeifil  a'  to^-abbira,  tz^l  masfelol  magaban  is.  —  'S  oh  !  a'  mit  most  ugy  nieg- 
rrititnnk.  melly  szeppe  tehetnok;  hogy  nemcsak  a' jelen  nyerfidnek  meg,  hanem  szebben 
nevekednek  a'  beis6  ember  is,  's  a'  halalt  is  ligy  neznok.  mint  egy  meg  szebb  vilag' 
bibajat  ■ —  midfin  ez  a'  fSld  aiol  a'  napra    litat  nyJtvan,  a"  megn^tt  szarnyu  uj  angyalt 
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leszdllott  kedvessei  repitik  a'  menyre  ki  —  's  a'  felsfibb  Ternieszet  mint  egy  anya  a' 
fajdalom  utan  niosolyog  az  lijan  szulottnek.  —  Csak  lij  eletre  miitat  a/.  lij  domb  is, 
mellyel  az  anyafdld  m^hebe  fogadvdn,  viriigokkal  szott  zold  leplet  remenyszivarx-anyok 
alatt  kapja  vissza.  —  Sot  mikor  a'  sohajtasok  a'  szemekre  fellegezven,  a'  sirhalmok' 
nefelejtseit  konnyekkel  ontozik,  a'  sirattak  a'  menny'  tomattzibol  neznek  ala  —  's  mikor 
elalutt  k^peik  felett  a'  pa'sint  hanykodik  a'  nyogfi  sz^Iben  —  mulandosag  's  orOkke- 
valosag'  tenger  habjai  —  honvagy  —  (semmi  emberi  szo  ki  nem  mondhatja,  's  a'  niu~ 
'sika  is  csak  inkabb  sebesiti  az  ^des  fajdalomtol  sajgo  szivet  — i,  azt  siigjak  lelkeinkbe : 
N^e  szomorkodjatok!  ak/  hogy  nem  mondha^uk  m-eg^  melly  idvesseg  az  Istenhez  koze- 
lebb  —  tiirjetek  bdk^el,  's  higgyetek!  —  a'  vigeilensig  mennyei  mdgnesse,  a'  mi  o'  jie- 
mes  lelkeket  vonja,  itt  vnn. 
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Pag.  XI.  Arbor  hic  in  Ed,  1.  chartas  nia.xinise  initio  Tonii  T.  ^fighi- 
tinatse  in  foho  ut  dicitur  typis  impressus  est. 

F'ag-.  XVIII.  f.  4 — y  a  calcc  ad  laevam.  Verba  fubi  tamen  sive 
functionem  constituentia,  sive  functioniH  qualitas  quantitasve  qua;ri  pos- 
sunt.ji    inseruiinus  e\   Erratis  TGmi    i.  pag.   XXXVT 

Pag.  XXI  Hunc  «indicem  reruni"  parvis  solum  momentis  correctuni 
recepimus,  tanieii  in  margine  ascripsimus  numeros  paginarum  Editionis  TI. 
Oua;  vero  Bolyai  animadvertit,  nt  Errata  emeudatiora  tierent,  pemtus 
omisimus. 

Fag.  XXIfl — XXXVI  Tn  Ed.  T.  asterisco  ■*'  apposito  designati  sunt 
loci,   quos  BoTvai  Tvronibus  in   lectione  secnnda   discendos   commendavit. 

Pag.  XXIX.  f.  /5  a  calce.  Qua;  uncis  [  ]  iiiclusa  sunt,  nos  inseruiunis. 
Eadem  repetita  recurrunt  posterius   in  indice  rerum  hac  ipsa   significatione. 

Fag.  XXXIV.  if.  8  a  calce  cvariabiTis»  scriptum  est  pro  "Togaritlnnus». 

Pag.  XLIII  f^.  4  a  calce.  nSi  unum  paraTlelum  per  alterum  non  pa- 
rallelura  secetur »  scripsimus.  In  Ed.  I.  errore  quodam  hasc  Teguntur : 
"Si  duo  paria  fuerint  paraTTeTa»  .  .  . 

Pag.  I,  f.  3.  "Conspectus  Geometria;  Generalis"  posuimus  pro  "Ge- 
neraTis  Conspectus  Geometrise"  restituto  verborum  ordine,  qno  Bolvai 
in  Conspectu  Arithmeticae  generali  usus  est. 
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Pag.  S,  y.  ^  «via  linese"   subinteiligitur  rigirlae. 
Ibtdem  y.  i2 — 7  a  calce.  Cf.  pag.   12,  snb  3. 

Pag.   4,   i'.  S  a  calce  loco    T  in   Ed.    I.    ei-roie   typographi   M  legitur. 

P<^£-  5i  'f-  5 --4  "  calce  verba  «qiiaruiitvis  bitiaruin«  et  «eadem» 
in  Ed.  I.  non  leguntur.  Hunc  locum  ipse  Bolyai  in  Erratis  Tomi  1. 
pag.  LIII,  J^-  5  a  calce  emendandum  designat  his  verbis:  npost  sectio 
adde  singuHs  trihus  communis".  Item  in  iisdem  Erratis  pag,  XC:  "sectio 
quarumvis  hinarum  eadem  intelligatur*.  Ex  emendatione  auctoris  poste- 
riore  varietatem  lectionis  a  nobis  constmctam  evidentissimani  Eestimantes 
in  textum  inseruimus. 

Post  hanc  emendationem  ibidem  pag.  XC  Bolvai  sic  orditur:  »Super- 
Jicies  est,  in  qua  punctum  undevis  innumeras  vias  habet,  nec  portio  spatii 
inest:  hicque  talis  supponitur,  cuius  nulla  portio  cum  reliquo  punctum 
solum  commune  habet;  quse  planum  fit,  si  in  ea  quEevis  linea  rediens 
sphasree  communis  portionem  se  facie  utraque  tegentem  claudat. " 

P'ig^-  7-,  f-  fi  '■''  calce  post  nsphaera»  verbum  "dupiexn  inseri  voluit 
Bolyai  in  "Recensione  per  auctorem  ipsum  facta". 

Ibidem  f.  6  a  calce  verba  nquEC  revohitione"  in  Kd.  I.  ordine  inverso 
leguntur. 

Pag.  S,  i~.  12  puncturn  spatiale  in  Ed.  I.  puncturn  spatii  legitur. 
!.)e  hoc  loco  ipse  Bolyai  in  "Recensione  per  auctorem  ipsum  facta" 
scripsit  npro  puncti  spatii  lege  puncti  spatialisi.  Cum  ipse  ■^to  punctum 
errore  quodam  puncti  scrlpsisset,  recte  nominativum  restitnimus. 

Pag.  10  distinctio  §.  8.  in  Ed.  I.  deest. 
Ihidem  'f.  ^  post  "quadam»    inseruimus  literam  f. 
Jbidem  /.  6  "formie  /»,  in  Ed.  I.  legitur  "foruut  ahcuius". 
Ihidem  f.  S  post    verba    «Hinc    porron,  in    Ed.   [.  versLii  prEecedenti 
ascripta,     aHnea    nova    sic    incipit :     « i .    Rectarum    istarum    .    .    .»,    quam 
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alineam    snsUiliimis,    ne    numerus    i.    in    alinea  f.   18  recurrens    lectorem 
Uirbaret. 

Pag.  12,  f.  7-  6  a  calce.  Tn  Erratis  Tonii  I.  pag.  LIII  Bolyai  hanc 
emendationeni  prascipit;  «post  parallelogrammi  adde :  nisi  quadratum 
fuerit».  Cum  prteter  quadratum  etiam  alia  parallelogranima  inveniri 
queant,  quEe  excipienda  sunt,  melius  putavimus  'f.  sequenti  verbum  i^ge- 
neraliter»  inserere. 

Pag.  /J.  f.  7  tisque  2  a  calcc  alineain  ex  Erratis  Tonn  II.  pag.  373 
isive  Tomi  I.  pag.  LIIIl  inseruimus. 

Pag.  14,  f.  II  a  calce.  Definitionem  ntang.  v  et  sec.  v  pro  radio  ro 
vide  pag.  128. 

Pag.  /5,  f.  i3.  Verba  mon  in  illo  plano  sitae»  inseruiraus  ex  Erratis 
lucubratiunculas  «Recensio  per  auctoreni  ipsum  facta».  Aliter  emen- 
dare  voluit  Bolyai  hunc  locum  in  Erratis  Tomi  I.  pag.  XC:  «nil  aliud 
cum  plano  illo  utvis  producto  commune  habenti».  Nos  autem  emendatio- 
nem  tempore  posteriorem  Recensionis,  cum  etiam  brevior  esset,  inserere 
melius  putavinius. 

Pag.  ly,  f.  i3.  Bolyai  perpendicularem  signo  «l_ii  significat;  nos 
melius  putavimus  signo  usitatiore  «J_»  uti,  quamquam  signum  Bolyaia- 
num  naturas  anguli  recti  a  semirectis  inciusi  nempe  casui  perpendicula- 
rinm  simplicissimo  magis  conveniat. 

Pag.  20,  f.  5  -7.  Partes  Figg,  5.  et  6.  literis  a  et  b  distincta;,  nec 
non  pars  c  Fig.  5.  in  Ed.  I.  hanc  inscriptionem  habent :  «Aut  si  non  po- 
natur  distantia  eadem«. 

Pag.  21.  f.  10  a  calce  «admissa  operatione  tertia  quoque»  inser 
ex  Erratis  Tomi  I.  pag.  XXX. 
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Ibideni  }.  ,>'  a  calcf  iipotest  iis,  qii£t;"  in  Ed,  1.  sic  legiliir:  «potest; 
iis  vero  qiuu». 

Paf^.  22.  f.  S.  "Arbor  inferiiis»  dc  quo  hic  Eigitiir  pagiins  408 — 112 
contiiietiir,  atqiic  ideni  est,  qiii  lesitiir  ^rAg^g.   LIX— LXITT. 

Pag:  2S,  £.  /./ — /5  "Si  piuictum  inotiiin  h  fiicrit"  inscniimiis  cv  Eira- 
tis  Tomi  L  pag.  XXXVI. 

Pti,^'-  57,  T.    /S  «inintcrrupte»  pro   "in  interriiptte»   Editionis  T. 

Pa^.  2S,  f.  y  a  calce.  Tn  Erratis  pair.  XC  lcgiintur  lia;c  :  "Annuhis 
e  ceiitro  f  aliter  determinandus :  moveatur  neinpe  superiicies  sphterica  6" 
in  se  circa  f:  punctum  aliquod  ipsum  E  includens,  lineam  iiniformem  re- 
deuntem  describet".  Et :  «Notandum  aiitem,  rectam  planumque  brevius 
quoque  deduci  posse». 

Ihulem  f.  2  a  calce  literam   «0»    nos  inseruimiis. 

Pag.  2g,  i~.  I  pro  litera   «0«  in  Kd.  T.   «c»   legitur. 

Pag.  Ji,  f.  12  a  calce  «c*£»  correximus  ex  fl>:*p",  errore  manifesto 
calami  in  Ed.  T.  scripto. 

Ihidem  f.  2  a  calce  «annuli  concentrici»  scripsinms  pro  «circnli  con- 
centricii',  cuni  nondum  demonstratum  esset  lineam  circulum  esse. 

P^^S-  J'f''  f-  '•=■  '^  calce  post  "huius»  indicationem  pagiua;  26,  quani 
I^olyai   nncinis  inclusam   ibi   apposuit,   omisimns. 

Pag.  3j,  f.  J.   "(Fig.  14.)"   a  nobis  insertum  est. 

Ibidein  ultimo  versii   "C&f   posuimus  pro   «ah«   Editionis  T. 

Pag.  41  ultimo  versu.  Post  «essent»  indicationem  Tiolyaianam  pa- 
ginee  39,  ut  mjnus  accuratam,  omjttendam  censuimus. 
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Pag.  42,  f.  i3  "crescentibus"  &\  f.  2  a  calcc  «descripta"  inserinnius 
ex  Erratis  pag.  LIV. 

Pag.   4^,  f.  3.    (ia'b,   at>  tequalem"    scripsiuius   pro    ».<x    a   h  aequaleui». 
Ibidem  f.  3  a  calce   «siippositiven   pro  «supposititie". 

Pag.  s^>,  f-  pennltrinu  post  «in  Appeniiice"  in  Ed.  T.  «set|uentc>i 
legitur. 

Pag.  s8,  f.  5  a  calce  et  pag.  60,  -21 1121 122  f.iet2  pro  «suf- 
ficiente»  melius  esset  oquantalibeti^. 

r'ag.  ^g.  .^'.  2.  f.  I.  «V  =  -n  '^  u'<'  positiiui  est  pro  «.u=u'»,  item 
ii2ti^i>   pro    "21B"    e.x   Krratis  Touii   11.  pag,   375. 

Pag.  60,  f.  7.   "sectione  priuia"   scripsinius  pro   «tomo  prinio". 
Ihidem  §.  i.  Nulla  mentio  facta  est  casus  illius,  dno  triangnla  aiqnalia 
esse,  cuiu  duo  Uitera  el.  angulus  uiaiori  oppositus  itqualia  sint. 

Pag.  61.  f.  /2.   «tic  iu  ll^K  scripsimus  pro  «nb  iu  2U^'>. 

Ihidem  ante  j.  6  a  calce  in  Ed.  I.  distinctio  «§.  2.«  legitur,  quaui 
delevimus,  cuiu  duo  versus  ita  distincti  simpliciter  ex  Casu  tertio  seque- 
reuliir. 

Ibidcni   f.  ./.  a  ca/cc  «§.   2.»    positum  est  pro   "^.  3." 

J^ig.  63,  X.  J.  n|uamvis"  scripsiiiiii.s  pro  "qnarnunis",  scciiiidiuu  Er- 
rata  Tomi   II.   pag.  375. 

Ibidem  f.  2  a  calce  "adiacentes  ie(|nales"  scripsimus  prn  "iuterccp- 
tiim  ■tequalem»,  ut  loco  laudato  Bolyai  prajcepit. 

Pag.  6./,  f.  2.  De  hac  re  J^olyai  pag.  375  Touii  II.  Ed.  I.  li<ec  aiino- 
tavit:  o/titerim  ea&dem  triaugnli  aequicruri p/oprietates,  e  statim  postea 
ab  hoc  independenter  demnustrato,  quod  angulo    maiori  latus  maius, 
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et  lateri  maiori  atigulus  maior  opponatm\  manifesto  immediate  se- 
qituntur«.  Denioiistratio,  ciuus  hic  nientJo  facta  est,  pag.  66  huius  Tomi 
et  in  annotatione  ad  iUuni  lociiiu  exposita  est. 

Pag.  6^,  f.  i6   Kniaioremii   in  Ed,    I.    nminoreuui. 

Pag.  66,  f.  i6.  Ad  hunc  locuni  in  Erratis  'roiiii  JT.  pag.  385  nota 
sequens  legitur  : 

«P.  18.  non  error  quideni  proprie  est,  veruiu  si  in  tri- 
augulo  a;quicruro  anguloruni  ad  basiui  et  cruniui  a;qiiali- 
tateni  se  mutuo  ponere,  non  iuxta  p.  16.  i ',  sed  e  laterum 
angulorumque  mutua  dependentia  demonstrare  libeat,  ut 
p.  375  "■"  dictum  est:  tum  conversa  ad  finem  pagina;  18  ■*  ali- 
ter  demonstranda  erit;  nempe  si  uZ>v,  erit  u  aut  rectus 
vel  obhisus,  aut  non ;  prius  e  parte  priore  patet;  in  casu 
posteriore  autem  erit  u  et  v  uterque  acutus ;  nani  si  v 
rectus  vel  obtusus,  et  siniul  u^^-v  esset,  snmma  duorum 
angulorum  trianguU  2  rectos  excederet. 

Pro  acutis  «  et  v  et  u^^^v  auteni  demissa  luti  Fig.  23  '^ 
perpendicuiari,  patet  angulos  1.1  ad  dextram  lEevamque 
sequales,  et  v  ulterius  ad  dextrani  cadere;  quia  nec  tegere 
angulum  ii,  nec  interius  ad  Isevam  cadere  potest,  nam  in 
casu  priore  « —  w,  in  posteriore  v~:>u  esset,  Tum  vero 
b~>{d~a\  est. 

Hinc  si  ti  —  v,  erit  a  =  b,  qnia  pro  a'^  b  esset  v>u, 
et  pro  a<ib  esset  v<iu.  Ita  si  a  =  b,  est  etiam  u-^v] 
quia  pro  u>v  esset  />>■«,  el  pro  u<iv  esset  b<a. 

Sed  idem  et  alioquin  ex  ipsa  Fig.  23  ■•  facile  liquet  ;  imo 
etiam  alio    uiodo    patet ;    nam^iii  pro  crurihu.%  aequalibus 


'       1        •      pag.  424,  ai.  I 
>       .        .      pag.  66. 
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recta  ex  apice  ad  meditnllium  baseos  dncta,  fient  triangula 
^qualia  (per  tria  laterai,  st  aiigula  ad  basim  fuermt 
aequales,  perpendicularis  e  uieditnllio  baseos,  formas  ntrin- 
que  ajquales  faciet,  exibitque  e  triangulo,  quod  nisi  per 
apicem  fiat,  fiet  triangnluni  a;quale  non  triangulo." 

Pag.  (5/,  in  fine  f.  2  delevimus  liEec ;   «Atque  post  hoc  uuniero". 
Ibidem  f.  4- — 5  a  calce  pauca  correximus,  ut  Bolyai  in  Erratis  Tomi  II. 
P''^-  375  corrigenda  vohiit. 

Pag.  6S,  f.  7 — S.  "(Juadrati,  rhombique  aha  constructio  e  iFig.  91 
a,  b,  c,  d)  patetii  ex  Erratis  Tomi  II.  pag.  375  insertum  est. 

Pag.  6g,  f.   J2   «/.u    scriptimi   est   pro    »Vi>. 

Ibidem  .§'.  3.  Inter  conditiones  similitudinis  triangulorum  omissiis  esL 
casus,  si  in  dnobus  triangulis  duonim  latenim  proportio  angulique  horum 
maioribus  oppositi  eequales  sint, 

Pag.  77,  >.  14  "iu"   ante   ndivisiorie»   in  Ed.   I.  deest, 

Paif.  jg.  f.  5 — -2  a  calce.  hocus,  queui  Bolyai  hic  designat,  Editionis 
libri  Christiani  Woliii,  qui  inscribitur  » Elemenla  matheseos  univerSte » 
Genevse  anno   1793  in  publicum  data;  Pagina  98.  sic  legitur  : 

Definitio  Vir.  17.  Linea  rectii  AB  est,  cnius  pars  quascunque  est 
toti  similis. 

Definitio  sinnlitudinis  ibidem  pag.    18  hsec  est : 

Definitio  XII.  24.  Simiiia  sunt,  in  quibus  ea  eadem  sunt,  per  quse  a  se 
invicera  discerni  debebant.  Dissimilia  sunt,  in  quibus  ea  diversa  sunt,  per 
qu^  a  se  invicem  discerni  debent.  Atqne  adeo  Similitudu  est  identitas ; 
Dissimilitudo  diversitas  eorum,  per  quse  res  a  se  invicein  discerni  debent. 

Pag.  81,  ^.  J.  Figura;  79*,  in  qua  demonstratur  constriictio  tangentis 
ex  y,  solum  in  indice  rerum  mentio  facta  est. 


vGoosle 


426  ADNOTATiONES  F;DITOKrM. 

Fag.  82.  Uistinctio   «§.  i,"   in   Kd.  I.  deest. 

Pag.  83.  >.  -/.  In  Fig.  82.  pro  literis  c,  d.  c  in  Ed.  I.  h^ec  ingequalitates 
scripti  sunt:  c<cr,  d~>a,  e>b. 

Ibidetn  f.  //.  Pro  «-^-o,  «  »  in  Ed.  I.  legitnr  "/",  »S«,  errore  ina- 
nifesto   calanii. 

Pag.  S^,  f.  .7.  Vocabiilinn   «Estn   a  nobis  insertuni  est. 

lag.  86.  ^.   1.   De  ]^ig.  8S,  in  Erralis  Tomi   II.  p;ig.  386  lcguntur  litt-c : 

«Notandum  etiam  centruoi  circuli  inscripti  cuni  centro 

circuuiscripti,    in    Fig.    ob    trianguhim  asquilateruui    coinci- 

dere :    secus    perpendiculares    e    duonnn    lateriira  trianguli 

inedituUiis,  et  recta;  dnos  angulos  bisecantes  diversas  sec- 

tiones  prasbent.» 

Ihidem    f.   J   a  calce.    In  Ed.  I,   «  ^^^  «   legitur  pro  "^,^",  errore  typo- 

theta;. 

Pag.  S/,  .^.  J.,  f.  J — 8.  "propter  liypotenusam  cathetosque  a^qualia 
pag.  641«.  In  Kd,  I.  sic:  «  propter  pb  commune  et  angulos  adiacentes 
aequaleslii.  Correxiinus  e.\  Erratis  Toini  11.  pag.  386,  fbi  eliain  \\x.z 
leguntuT : 

"Fig.  52.*  etiani  n  nonnisi  extremitatibus  recta;  <\b  ad- 
scribi  debuisset,  quuni  iiiilium  a  perpendicnhiribus  c  late- 
rum  ab  et  bc  raeditulliis  fiat.  Potuissent  quidem  ad  enn- 
dem  iinein  duo  anguli  ad  b,  c  bisecari,  et  e  rectarum  bi- 
secantiuni  sectione  p  rectre  ad  apices  omnes  duci:  etenim 
totidem  triangula,  quot  latera  polygoni,  patet  per  duo  latera 
et  angulum  interceptuni  a;qualia  esse ;  uempe  tum  pb  =  pc, 
et  Apbc  — pba,  itaque  aiiguhis  ad  a  pariter  bisecatur, 
idemque  porro  contiunatur;    et    manifesto    perpendictilares 


vGoosle 


ADNOTATinNPlS   El>ITORrM.  427 

etiani  ex  p  apice  triangiilonim  <uquicrnroruni  a;qnaiiiim 
comniuni  Eequales  eruut,  centrumque  circuti  circumscripti 
iiiscriptique  in  figura   regulari    idem   erit.» 

Pag.  S8.  1'ro  «%.  5.«  et  «§.  6.«  in  Ed.  I.  erronee  «%.  4."  et  n^.  5.» 
scriptum  est.  Ouantitatem  anguli  Bolyai  in  §.  5.  gradibus  exprimit,  quam- 
quaiu  divisionem  circuii  in  gradus  noudum  pertractavil.  Deuotationeui 
tameu  reapse  retiueudam  putaviiuus. 

Pag.  Sg,  y.  y  a  calcc.  In  Ed.  I.  Fig.  nostra  91.  deest,  sed  inveuiun- 
tur  quntuor  Figura;,  qua;  potius  ad  pag.  68  pertinent.  Tnfra  du:is  earuni, 
quas  nos  literis  a  et  b  denotaviuuis,  «Rhombus",  infra  tertiam,  litera  c 
denotatam  «Rhombus  ve)  quadratum»,  infra  quartam,  htera  //  denotatam 
"Quadratumn   scriptum  est. 

P(tg.  gJ,  f.  1  in  Ed.  I.  sic  incipit:  «Quantitas  anguh  qnam  esse 
eadem  potest,  anguh  quem  .  .  .«  CorrexinuLS  iussu  Erratorum  Tomi  II, 
P''g-  375- 

Pag.  L)4,  f.  t3  «api^    correximus  ex    "aqn    Editionis  I. 
Ibidem  f.  /,/  a  ca/ce   "H«   scripsiinus  pro  "■A»   Ed.  I. 

Pag.  p7  pro  "§.  4,"  et  Pag.  (jS  ((§.  5."  iu  Ed.  I.  erronec  «§.  ■^."  et 
"§.   4.  K   scripta;  sunt. 

Pag.   c;/S,  f.   i3  a  catce    »iS\»    scriptum   est   pro    «ebf»    Edilioiiis   I. 
Ihidetn  f.  3  a  calce   "tahs»   iusertiiin    ex    Erratis  Tom.  II.    pag.  375. 

Pag.  loi.  .\ute  "§.  2.J)  numerns  «I."  iu  Ed.  I.  iteriun  inscriptus  est. 
Delevimus. 

Ibidem  f.  7/  «bSC»  sci"iptuiu  est  pro  «tii£f».  IJtera  ^  significatui' 
pimctuni   rectic   lE^t,   }uo  quo   i£^  =  i^C 
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Ibidem  f.  6 — 7  a  ralce.  In  fignra  allata  Toini  I.  Ed.  I.  demoti- 
stratio  etiam  asqualitatis  triangulonira  qiioad  portiones  terniinatfe  indicata 
est.  Confer  etiam  pag.    109. 

Pag.  loS.  Ad  §.  7.  Bolvai  «in  gratiam  Tyronum"  ha;c  addidit  iTomi 
II.  pag.  3771: 

"Pro  iniperitis  asserentibus,  trapezii  areain  <equaleni 
esse  facto  ex  /?  et  semisumma  laterum  nou  parallelorum 
(nempe  /  et  lateris  ei  oppositii,  imo  quadrilateri  cuiusvis 
aream  prodire,  si  semisumma  laterum  oppositorum  per  semi- 
summam  reliquorum  multipiicetur :  sit  /  Eequale  lateri  oppo- 
sito,  et  construatur  rectangulum  pro  basi  /^  et  altitudine  /: 
atque  ponderentur  trapezium    rectangulnmque  in  bilance.» 

Pag.  iio.  «^.  3.»  in  Ed.  I.  inscripta  est  «§.  2.",  distinctio  "§.  3.» 
vero  ante  alineam  tertiam  liuius  paragraphi  scripta  est,  quam  nos  hic 
omittere  debebamus. 

Pag.  112,  ii.  J.  f.  1.   insertum  est  nsimihumi). 

Pag.  116.  \'\o  nuniero   "IV.»  in  Ed.  I-    «V.»  legitur. 

Pag.  12^,  f.  3.  nlaterumij  scripsimus  pro  "angulorum»  iussu  auctoris 
iu  Erratis  Ed.  I.  Tomi  II.  pag.  376. 

Ihidem  pro  linea  10  in  Ed.  I.  ha;c  leguntui':  «cos  m^  =  ;-'- -sin  m^ 
{per  cos  M^,  2-dam  potentiam  non  arcus  h,  sed  ipsius  cos  w,  ita  per  sin  i/', 
2-dam  potentiam  sinus  u  iutelhgendo)u.  Ubi  nos,  ut  et  in  locis  similibus 
ratione  scribendi  consueta  cos-?;,  sin' «,  scripsinius. 

Pag.   128,  y.  J  a   calce    <nnonituni"   scriptiim   est  pro    muotumii. 

Pag.  i2g,  y.  6  a  calce.  Post  «taug.  (^u  in  Ed.  I.  scriptum  est  «pro 
radio  r»,  quod  nos  omisimus,  insertis  verbis  «et  tangente»  f.  antecedenti. 
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Pag.  i33.  Lineis  Figurse  Editionis  I.,  quam  nos  nuuiero  137.  denotavi- 
inus,  inscriptae  sunt  denoininationes  functionum  trigonometricarum.  Nos 
omissis  inscriptionibus  literas  punctis  Figurae  apposuimus,  easque  textui 
inseruimus. 

Pag.  146.  "Scholion  8.»  in  Ed.  I.  numero  "6. «   erronee  denotatum  est. 

Pag.  14J,  f.  2  a  calce  «additum  est  aliqLiid  in  Tomi  L  pagg.  512  — 
520,  569 — 581. !■  In  Ed,  L  legitur  "iiddetur  aliquid  inferius.  Atque  uuuc 
sequitur»  inempe  ■22).  Verbum   "sequitur"  ad  inltium  -22  transtulimus. 

Pag.  148.  Li  Ed.  L  linis  sectionis  TL  et  initium  sectionis  IIL  sic  con- 
iuncta  sunt:   «Atque  nunc  sequitur 

■22  MOTUS  GEOMETRicus  coMPOsiTUS :   nempe  .  .  .'> 

Ibidem  "22  '^.  2.  De  «Arbore»   confer  adnotationem  ad  Pag.  22. 

Pag.  I4g,  f.  3.  \n  Erratis  Toun'  II.  Fag.  40J  vel  LXXV  adnotata 
sunt  hsec : 

(iSt  punctum  ex  A  linea  abscissarum  in  P  sursum  mo- 
veatur,  via  accipiatur  positiva,  si  deorsum,  negativa;  atque 
hic  conditio  C  esse  potest,  ut  quseratur  resultatum,  quod 
Heret,  si  motus  puncti  deorsuni  e  fine  viee  sursum  factae 
poneretur. » 
Tbidem  f.  /S.  In  Ed.  I.  {a)x  et  {i3)y  scriptum  est  pro  a'x,y\  et 
iS{x,y). 

Ihidem  f.  4  a  calce.  Post  iiconstare»  in  Ed.  I.  legitur  "inferius",  pro 
npatet»  vero  «patebit". 

Pag.  i^i,  f.  /  a  calce.  In  Ed.   I.  legltur  y  pro  v'. 

[bidem  f.  5  a   calce.   In   Ed,   L   Eequationi   alteri  praiscriptum   est   ■— 1. 

Pag.  IJ3,  f.  18.   «bisecant»   in  Ed.    i.  errouee    "bisecat"   scriptuiu  est. 
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Pag.  1^6.  "V",  rr  (t  calce.  Alliu'a  iii  Ed.  I.  errorc  typo^raphi  iiunuTi.)  6. 
denotata  est. 

Pag.  /57,  y.  i3  a  calce  "diMtantiEe  ab  f  et  1)  aequalex  eniiit"  in 
Kd.   T.   sic   lcgitnr:    «distantia   ab  f  ct   1)  aequalis   evit», 

Pag.  161,  f.  14.  a  cakc.  De  designatione  hic  apphcata  vide  Tom.  T. 
T-^agg.   113  et  628, 

Pag.  164,  ultimo  versu  et  Pag.  165-,  f.  i.  Tpsa  res  declarat  restrictioneni 
"si  ,/>  1/'«»  pi-a;ter  necessitatein  esse,  sed  diio  valores  ipsiiis  x,  dtnn 
reales  sint,  sinnil  >-  o  fieri,  Ex  duobus  radicibns  x,  si  /'l^-—  -  ,  uni  sohnii 
y  positivun!  ita  convenit  ut  z  —  y'=i.-i  sit.  Iti  exeniplo  Bolyaiano  etiani 
pro  X  =  -^"-"-"-^-3     est    v'~  "---■^-  <  o. 

J-^ag.  /75,  ■?,  J.  h\  Ed.  T.  post  ncadatJi  errorc  quodain  lia;c  legiinUir : 
(idemittatiir  ex  q'  perpendicularis  ad  axem ;  gaiidebit  hvperbola  in  hac 
pnncto  p». 

Jbidem  f.  j"  /  '^  calce.  "Sit  ipig.  158. 1  ad  a.xem  parabola;"  scripsi- 
mus   pro   «Si    'l~ig.    120'  ad  axein   paraboUe   sit"   bAhtionis   T. 

Pag.  /79.  f.  S — j  a  calce.  «Atque  et  parabohi  ut  ellipsis  foci  in  axe 
in  infinitum  remoti  consideretnr. »   Insernimus  ex  Erratis  Tom.  TI.  Fag.  387. 

Ihidem.  f.  2.  a  calcc.  Verbuni  «prioreu  Auctor  ipse  scribi  voluit  in 
Erratis  Tom.   II.  T^ag.  387  pro   nipson   Editionis  T. 

Pag.  iSi^,  f.  2-^4.  T'nnctinn  q  timc  sohim  in  centro  hyperbolje  erit, 
si  pro  punctis  dnobus  &  el  respondentibus  utrisque  n^  R  est.  Si  pro 
uno  &   sohnn  u-=  R  est,   puiictuiu  q   in   asymptoto  C|f  erit. 

Pag.  rg2,  y.  3---/-  15oi,yai  hic  soliim  de  rectis  parabolam  secantibiis 
tractat. 
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Pag.  20.-1.  in  fificT.  ii  a  calce  «/^/^-h/i^  =  O"  uf  inendosuui  dele- 
vimiis, 

Ibidem  f.  lo  a  calce  pi>,sl  «fi  —  o»  teLpuitioneni  "«  =  0»  ut  uiendo- 
sam  delevimus. 

Pag.  jo^,  f.  J—S.  Qux  uucinis  inclusiuuis,  ex  Erratis  Toni.  II.  Pag,  376 
smnpta  sunt.  Ex  lineis  secmidi  ordinis  tamen  oblivioue  quadam  excidit 
Eequatio  duarum  rectarum  parallelarum,  y''  =  c. 

Tbidem  f.  /5.  Rectius  demon.stranduin  fuisset  aptiore  coordiniitarum 
systenuite  adhibito  casuiii  a=^o  evitari  posse. 

J^ag.  206,  y.  /(;.  Oblivione  quadaiu  onn"ssus  est  casus  b  =  c  —  o. 

Pag.  2og,  y.  /7 — /7  non  sufficinnt  ad  denioiistrandnm  probleniii  I.)e- 
lium  insoiubile  esse. 

Pag.  210,  j.  12  cct  tum  b'n  inseruimus  ex  Erratis  Toin.  TI.  I'ajr,  387. 

Pag.  211.  l\\  Krratis  'l'oni.  II.  I'ag,  387  legitur  annotatjo  Auctoris: 
■iLin?:a  ima  Liiiteni  ui.\ta  pai;.  5  ■*"  siib  nnmeruni  '222  nounisi  ea  venire  de- 
buisseiU,  quoiuin  iiec  quodiJis  punciuin  canstrui  geometrice  sensu  stricto 
potest". 

l'ag.  2/2,  }.  g—iu.  Fig.    191.  casiim  2(c=2C33  illustrat. 

Pag.  21-/,  f.  6 — 4  a  calce.  l)e  hoc  theoremate  positio  siuguiaris  pnnc- 
tormn   exceptionis   causa  esse   potest  iam   in   casii,   si   «  =  3, 

Pag.  21S,  j.  5  a  calce  post  "aequationcni"  delevimus  «\F'\  i»,  v}  = 
=  (/i  ix,y\«. 

'  ln  hac  ud    paj;.  LXI 
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Pag.  2ig~3oy.  Siibdivisio  Sectionis  IV,  in  calce  repetita  novum  est 
editoriuii  ac  pr^sertim  optabile,  ciim  in  subdivisione  contextus  huius 
sectionis  essentialiter  expleatur ;  definitiones  iionnullK^  vero  in  ea  solum 
reperiuntur. 

Pag.  2ig.  In  fine  f.  8  in  Ed.  I.  affertur  Tndex  reruni  Tomi  I.  De- 
levimus. 

Ibidem  f.  9  «(i"  calcei*   ^cripsimus.  In  Ed.  I.  iegitur  «pag.  31'. 

Pag.  220,  f.  5  a  calce   «P,    Q,  .  .  .»   addiderunt  editores. 

Pag.  233,  f.  I  post  "cstu   delevimus  «i-mo». 

Ibidem  f.  2 — /  a  calce.  Sententiam  postremam  addidimus  ex  Erratis 
Tom.  II.  Pag.  401. 

Pag.  22^,  f.  6 — 7.  Ordinein  vocabulorum  immutavinms;  iu  Ed.  I. 
enim   «parallela;>i  f.  6  post  vocabula  inclusa  legitur. 

Pag.  228,  f.  6  a  caice   "in  calce»   scripsimus  pro   oip.  71». 

Pag.   23o,  f-   10  a  calce    «S)  »    nos  inseruimus. 

Pag.  23j,  f.  J2  a  calce  "sub  conditione  (pag.  2301  dicta"  inseruimus 
ex  Erratis  Tom.  II.  Pag.  376. 

Pag.  234,  f.  7.  Pro    «(£I)'C»   in  Ed.  I.  iegitur  «SIXE-. 

Pag.  23g,  §.  2  f.  2.  Vocabulum  «perpendicularis"  insertum  est  ex  Er- 
ratis  Tom.  II.  Pag.  376. 

Pag.  243,  f.  j3 — 14.  In  Ed.  I.  proposirio  vitiose  tenninatur  sic  ;  «e 
catheto  afl'  et  hypotenusa  2Ia'". 

Ibidem  Y-  16   «etiam  2(q»  in  Ed.   I.  iegitur  «2{q  el  a'q>i. 
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Pag.  24S,  f.  14  &.  In  Fig.  224.  etiani  in  originali  circnliis  pro  ellipsi 
deiineatus  est,  probabiliter  qnia  pars  contextiis  ad  hunc  casum  liiuitaleni 
spectat. 

I-'ag.  2^S,  f.  contextus  ultimo   "4"  4'"   correxinuis  in   «^"^'u. 

Pag.  26^,  f.  4.  Post  « Appendicisii  deleviuuis  «in  tonio  priuuv,  ante 
«iu"  vero  delevimus  «ibideni". 

Ihidem  f.  8 — g.  Diameth  liic  inteiligantur  /.  fornics.  Theorema  hoc 
casus  speciaiis  est  formnlit,  qme  ad  segmentuin  Z  .^^phaerac  attinet 
(Pag.  384I,  nenipe  Z=n.\c.\<:. 

Ihidem  f.  13.  «P"  legitiir  pro  "p»  Editionis  I.  e.\  Erratis  iTom.  Jl. 
pag.  3871. 

Ihidem  f.  16.  In  Erratis  :'l\uu.  II,  Pag.  3871  legitur  de  Fig.  237.: 
«Notandnmque  est,  quod  P  circa  ^ip  motum  qnoqne  '-^XS  nunieat,  atqne 
tnm  ordinata  in  semicirculo  ad  aiignlum  obliqnum  reducenda  sit  ipag.  i63*ii> 

Pag.  2Sj.  f.  75,  In  Ed.  I.  Fignrte  240.  suprascripta  sunt  iiaic :  «Sec- 
tio  nuUaj  si  r<.-^\R — d^  vel  ^K-^d.  Sectio  io  pnnclo,  si  r~^\R — d-. 
vel  R-k-d.  Sectio  in  2  pnnctis,  si  r-<.R-\-d,  sed  noii<:nec=+ (/? — ^/i». 

Pag.   284,   f.   iJ  a  calce    «-%.   5."   in   Ed.   I,    «§.   4.»    inschpta   est, 

Pag.  2SS,  f.  I.   «-%.  6."   in  Ed.  I.    «§.  5."  inscripta  est. 

Pag.  2gi  sqq.  SigniOcationes  Figurarum  252 — -254.  connnutavinnis, 
ut  partes  triangnlorum  oppositee  siniilibns  literis  denotentur. 

Pag.  JoS,  f.  g-^io.  EiterEfc-  af^,  mff  et  niabp  hic  additie  sunt,  ne  in 
Fignris  nonnua  crrcnloi-um  adsciibi  debeant,  ut  iu  Ed.  I.  Piuicta  duo 
horizontis,  anstrale  et  boreale  in  Ed.  I.  literis  insignita  non  sunt. 
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Fag.  Jog,  f.  14 — 16  et  Pag,  3og,  a  f.  ultimo  usque  ad  Pag-  3w, 
f.  3  correximus  ex  Erratis  Tom.  II.  Pag.  387. 

Pag.  jio.  f.  5  (/  ca/ce.  In  £d.  I.  iMguraf;  261.  iiomina  singulorum 
punctorum,  linearum  etc.  ascripta  sunt, 

Ibidem  f.  6  a  calce   «§.  2.«   in  Ed.  I.   «§.  3.»  inscripta  est. 

Pag.  3ii,  f.  /3  a  cake  post   «fuerit»    delevitnus   "puncti  p». 
Pag.  3j2,  ante  j.  6  a  calce  delevinius   "§.  2." 

Pag.  3iJ,  f.  14  "et  altitudines  P"2l,  Q"^!'  punctoruni  p,  (l^;»  e.x 
Erratis  Tom  II.  Pag.  376  insertum  est. 

Pag.  326.  f.  3.  Post  «Scholioni.  in  Ed.  I.  deest  «2.» 

Pag.  J28,  f.  6.  Literas  dies  denotantes  Boivai  ubique  parvos 'ai^c. , .') 
scribit. 

Pag.  33/,  f.  7 — S  correximus  ex  Erratis  Toni.  II.  Pagg.  387 — 8. 

Pag.  333,  f.  /o.  Duo  circuli  Figura;  276  in  Ed.  I.  literis  magnis 
[C,  C)  insigniti  sunt.  Ibidem  circulus  snperior  Figura?  charta  separata 
"fictus  et  in  centro  iilo  tabulas  affixus  est. 

Pag.  33 j,  f.  I — 6.  Cyclus  sohs  Gregorianus  qiiatuor  tantum  ssculo- 
rum  vere  est.  Errores  in  chronologia  alii  etiam  inveniuntur  sed  minimi 
momenti,  ut  neque  emendatione  neque  mentione  in  annotationibus  egeant. 

Pag.  3^3,  f .  g  et  II  a  calce  et  Pag.  3^o,  f.  i  correximus  e.\  Erratis 
Ed.  I.  Tom.  I.  Pag.  XC :  «Pro  N  non  ^iS,  dum  residuum  ^-i^,  tunc 
est  addenduni  m.  In  contextu  Ed.  I.  legitur  «pro  jV^iS»,  nresiduum 
>l7i>,    «addatur    i». 
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Pag.  ^44,  f'.  II   "et  erit»  scriptum  est  pro  »  —  ». 

P^^SS-  357"~35^-  '^^st  Recensionein  per  aiictorem  ipsuni  iactam  in 
Ed.  I.  Errata  et  Suppleraenta  Tomorura  I.  et  TI.  iegnntur.  Nos,  post- 
quam  iiaec  omnia  in  opere  edendo  adhibueranms  et  in  adnotationibus  ad 
locos  emendatos  attuleramus,  cuncta  ordine  repetere  noluimus. 

Fag.  36i.  lo  Ed.  I.  Appendicis  literae  singulares  puncta  denotantes 
literis  quffi  dicuntur  cursivis  impressEe  sunt,  sed  in  libellis  nobis  relictis 
raanu  loannis  Boiyai  scriptis  puncta  literis  qu.  d.  fractm-  denotantur, 
quibus  etiam  pater  eius  usus  est. 

Ibidem  post  f.  /5.  in  Ed.  I.  legitur  ; 

L  denotet  perpendiculare 
/\         (I         angulum. 

Nos  hEec  delevimus,  quia  pro  signo  L  usitatiore  ±  utimur,  vocabu- 
ium  fangulum»   autem  ubique  integrum  scribimus. 

Png.  368.  f.  iiWmo  «Xxi"  correximus  in  «hrs",  ut  et  ipse  auctor  cor- 
rexit  in  libello  manu  scripto,  quo  Appendicem  lingua  Germanica  denuo 
pertractavit. 

Pog.  3^0.  f.  uttimo  §'.  iS.   » '.")  ha»   emendavinms  ex  «  .)  Ejf ». 

Pag.  3^4.  extremae  §.  26.  auctor  ascripsit  exemplari  in  bibHotheca  Aca- 
demiee  Hungaricse  asservato  «cos.  quoque  necessarium».  Videtur  in  edi- 
tione  quadara  altera  propositionem  de  cosinu  demonstraturus  fuisse,  quam- 
quam  nihil  hic  maioris  momenti  vere  desideratur.  Revera  considerationes, 
quibus  in    oSupplemento  numeri  "31351 «   Tom.  II.  Tentamrais  ex 

sin.  H :  sin.  A  —  \\  sin.  a 

trigonometria  ,spha;rica  integra  deducitur,  et  in  geometria  ;ibsoluta  valent. 
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